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Abstract

Linear hyperbolic partial differential equations in a homogeneous medium, e.g., the wave
equation describing the propagation and scattering of acoustic waves, can be reformu-
lated as time-domain boundary integral equations. In the first part of this thesis we
propose an efficient implementation of a numerical discretization of such equations when
Huygens’ principle does not hold.

For the numerical discretization, we make use of convolution quadrature in time and
standard Galerkin boundary element method in space. The quadrature in time results
in a discrete convolution of weights W; with the boundary density evaluated at equally
spaced time points. If Huygens’ principle holds, W; converge to 0 exponentially quickly
for large enough j. If Huygens’ principle does not hold, e.g., in even space dimensions or
when some damping is present, the weights are never zero, thereby presenting a difficulty
for efficient numerical computation.

In the first main part of this thesis we prove that the kernels of the convolution weights
approximate in a certain sense the time domain fundamental solution and that the same
holds if both are differentiated in space. The tails of the fundamental solution being
very smooth, this implies that the tails of the weights are smooth and can efficiently be
interpolated. Further, we hint at the possibility of applying the fast and oblivious convo-
lution quadrature algorithm of Schidle et al. to further reduce memory requirements for
long-time computation. We discuss the efficient implementation of the whole numerical
scheme and present a large-scale numerical experiment.

In the second main part of this thesis we consider transmission problems for the wave
equation in free space. They are usually treated in such a way, that the free space is divi-
ded into an unbounded exterior domain and a bounded interior domain, so that possible
nonlinearities or inhomogeneities of the material are strictly contained in the interior
domain. Both domains are then analyzed as independently as possible and combined via
the transmission conditions across the common boundary.

We discuss a coupling strategy that makes use of different time discretization schemes
for the interior and exterior subdomain. In particular, we will use an explicit scheme in
the interior and a linear multistep based convolution quadrature method in the exterior
domain. We base the coupling on the one-equation approach applying direct boundary in-
tegral method. Stability and convergence for the discrete scheme will be derived. We also
present numerical examples that underline the applicability of the coupling scheme.
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Kurzfassung

Lineare hyperbolische partielle Differentialgleichungen in homogenen Medien, beispiels-
weise die Wellengleichung, die die Ausbreitung und die Streuung akustischer Wellen be-
schreibt, konnen im Zeitbereich mit Hilfe von Randintegralgleichungen formuliert wer-
den. Im ersten Hauptteil dieser Arbeit stellen wir eine effiziente Méglichkeit vor, numeri-
sche Approximationen solcher Gleichungen zu implementieren, wenn das starke Huygens-
Prinzip nicht gilt.

Wir nutzen die Faltungsquadraturmethode fiir die Zeitdiskretisierung und eine Galerkin-
Randelement-Methode fiir die Raumdiskretisierung. Mit der Faltungsquadraturmethode
geht eine diskrete Faltung der Faltungsgewichte W; mit der Randdichte einher. Bei Giil-
tigkeit des starken Huygens-Prinzips konvergieren die Gewichte W; exponentiell gegen
null, sofern j hinreichend grof ist. Im gegenteiligen Fall, das heifst bei geraden Raumdi-
mensionen oder wenn Dampfungseffekte auftreten, kann kein Verschwinden der Gewichte
beobachtet werden. Das fiithrt zu Schwierigkeiten bei der effizienten numerischen Behand-
lung,.

Im ersten Hauptteil dieser Arbeit zeigen wir, dass die Kerne der Faltungsgewichte in
gewisser Weise die Fundamentallosung im Zeitbereich approximieren und dass dies auch
zutrifft, wenn beide beziiglich der rdumlichen Variablen abgeleitet werden. Da die Funda-
mentallosung zudem fiir genligend grofte Zeiten, etwa nachdem die Wellenfront vorbeige-
zogen ist, glatt ist, schliefen wir Gleiches auch in Bezug auf die Faltungsgewichte, die wir
folglich mit hoher Genauigkeit und wenigen Interpolationspunkten interpolieren kénnen.
Dariiber hinaus weisen wir darauf hin, dass zur weiteren Einsparung von Speicherkapazi-
tédten, insbesondere bei Langzeitexperimenten, der von Schédle et al. entwickelte schnelle
Faltungsalgorithmus eingesetzt werden kann. Wir diskutieren eine effiziente Implemen-
tierung des Problems und zeigen Ergebnisse eines numerischen Langzeitexperimentes.

Im zweiten Hauptteil dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit Transmissionsproblemen
der Wellengleichung im Freiraum. Solche Probleme werden gewthnlich derart behandelt,
dass der Freiraum, wenn nétig durch Einfiihren eines kiinstlichen Randes, in ein un-
beschrianktes Auftengebiet und ein beschrinktes Innengebiet geteilt wird mit dem Ziel,
eventuelle Inhomogenitéten oder Nichtlinearitdten des Materials vollstdndig im Innenge-
biet zu konzentrieren. Wir werden eine Losungsstrategie vorstellen, die es erlaubt, die aus
der Teilung resultierenden Teilprobleme so weit wie moglich unabhéngig voneinander zu
behandeln. Die Kopplung der Teilprobleme erfolgt iiber Transmissionsbedingungen, die
auf dem ihnen gemeinsamen Rand vorgegeben sind.

Wir diskutieren ein Kopplungsverfahren, das auf verschiedene Diskretisierungsschemata
fiir das Innen- und das Aufsengebiet zuriickgreift. Wir werden insbesondere ein explizites
Verfahren im Innengebiet einsetzen, im Gegensatz zum Aufengebiet, bei dem wir ein auf
ein Mehrschrittverfahren beruhendes Faltungsquadraturverfahren nutzen. Die Kopplung
erfolgt nach der Strategie von Johnson und Nédélec, bei der die direkte Randintegralme-
thode zum Einsatz kommt. Diese Strategie fiihrt auf ein unsymmetrische System. Wir
analysieren das diskrete Problem hinsichtlich Stabilitdt und Konvergenz und unterstrei-
chen die Einsatzfahigkeit des Kopplungsalgorithmus mit der Durchfiihrung numerischer
Experimente.
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Kapitel 1

Einleitung

Wenn von Akustik die Rede ist, wird fast unweigerlich die Konstruktion von Opern-
héusern oder Konzertsilen assoziiert. Hierbei wird das physikalische Wissen vor allem
eingesetzt, um Rdume mit optimalen Klangeigenschaften zu schaffen. Langst bieten die
physikalische und technische Akustik eine facettenrcichere Bandbreite an Einsatzmog-
lichkeiten, die inhaltlich weit {iber das Néchstliegende hinausgeht. Vor allem im drit-
ten Quartal des vergangenen Jahrhunderts kam es zu einer wahren Explosion auf dem
Forschungsfeld der physikalischen Akustik, die dazu fiihrte, dass sich besonders in den
Ingenieurswissenschaften eine Vielzahl neuer Forschungsrichtungen auftat.

Neben der Schallerzeugung und der Schallrezeption liegt ein besonderer Fokus auf der
Schallausbreitung. So beschéftigen sich allein unzéhlige Veréffentlichungen mit der Ge-
staltung von Blasinstrumenten. Das Ziel besteht dabei darin, die Gestalt des entsprechen-
den Instrumentes derart zu optimieren, dass Reflexionen im Schallkdrper minimiert wer-
den und infolgedessen eine klarere Intonation erreicht werden kann; siehe z. B. [7, 92].

Dariiber hinaus gibt es auch Anwendungsbeispiele, in denen die Vorhersage der Wel-
lenausbreitung helfen soll, Schalleffekte zu unterdriicken. Als ein Beispiel kénnen die
Untersuchungen zur Larmreduzierung dienen, die an Windkraftanlagen oder Helikoptern
vorgenommen werden. Fin konkretes Ziel besteht darin, die Rotorblédtter so zu gestal-
ten, dass der Luftwiderstand moglichst gering ist, um unangenehme Schalleffekte, den
sogenannten Storschall, fiir die Umgebung zu unterdriicken; siehe z. B. [70, 91].

Auf dem Gebiet der Seismologie werden akustische Wellen genutzt, um Erdbebenszena-
rien zu simulieren. Diese Erkenntnisse sollen in der Realitédt helfen, eventuelle Schwéchen
beispielsweise in Bezug auf die Statik von Gebaduden oder Briicken aufzudecken, sodass
die mit zukiinftigen Beben verbundenen Schiden begrenzt oder gar Leben gerettet wer-
den konnen; siehe z. B. [2, 39].

Die Liste der Anwendungsgebiete ist damit noch lange nicht erschopft, aber schon die-
se Auswahl deutet die grofe Vielfalt an. Allen Anwendungsgebieten sind numerische



Berechnungen gemeinsam, bei denen hyperbolische partielle Differentialgleichungen oft
auch mehrfach gelost werden miissen. Das stellt nicht nur eine Herausforderung an die
Speicherkapazitidten, sondern in erster Linie auch hohe Anforderungen an die Rechen-
leistung und -geschwindigkeit moderner Computer. Bei der Entwicklung und Umsetzung
numerischer Verfahren kommt es deshalb neben hoher Genauigkeit und Robustheit auch
auf Schnelligkeit und effektives Ressourcenmanagement an.

Der erste Schwerpunkt dieser Arbeit wird auf das Losen hyperbolischer partieller Diffe-
rentialgleichungen in einem raumlich unbegrenzten Aufengebiet gelegt. Wir verzichten
auf eine direkte Behandlung der Differentialgleichung und wéhlen stattdessen die Mog-
lichkeit, sie in Form einer Randintegralgleichung darzustellen. Diese Herangehensweise
hat bei der numerischen Losung elliptischer Differentialgleichungen eine lange und er-
folgreiche Tradition, wie etwa die Monografien [75, 80, 88| zeigen. Die Anwendung dieser
eleganten Methode bei der Losung hyperbolischer Probleme reicht zwar zuriick in die
frithen 1960er Jahre des vergangenen Jahrhunderts, siehe [43|, erfuhr aber erst in den
letzten Jahren eine Wiederbelebung. Das unterstreichen die Arbeiten [41] und [51]. Die
Arbeit [29] gibt einen zusammenfassenden Uberblick.

In Bezug auf die zeitliche Diskretisierung werden wir die in [73] beschriebene Technik
der Faltungsquadratur anwenden. Diese Technik wurde in den spéten 1980er Jahren in
den Arbeiten [71] und |72| eingefiihrt. Sehenswert ist in diesem Zusammenhang auch
die Zusammenstellung in [12] oder [74]. Die Strategie der Faltungsquadratur ermoglicht
es, gangige Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen mit der fiir die
Raumdiskretisierung verwendeten Randelementmethode zu verbinden. Dem Faltungs-
quadraturverfahren werden die uneingeschriankten Stabilitdtseigenschaften der zugrunde
liegenden A-stabilen Zeitdiskretisierungsmethode iibertragen. Zudem ist bei diesem An-
satz nicht die explizite Kenntnis der Kernfunktion der Integralgleichung notwendig. Viel-
mehr findet ihre Laplace-Transformierte Anwendung, die als eine einfachere analytische
Funktion besser zu handhaben ist.

Soll die ungeddmpfte Wellengleichung in drei Raumdimensionen geldst werden, ist das
Huygens-Prinzip giiltig; siehe [49]. In [55] wird gezeigt, wie dieses ausgenutzt werden
kann, um die aus der Raumdiskretisierung der Faltungskoeffizienten entstehenden voll
besetzten Matrizen zu umgehen. Es wird vorgeschlagen, die voll besetzten Matrizen durch
spérlich besetzte zu approximieren. Auf diese Weise werden durch Ausnutzung sowohl des
Huygens-Prinzips als auch der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen Spei-
cheranforderungen verringert und Rechenzeiten verkiirzt. Diese Losungsstrategie stoftt
jedoch bei auftretenden Dampfungseffekten oder in geraden Raumdimensionen an ihre
Grenzen, da in diesem Zusammenhang das Huygens-Prinzip versagt; siche [56] und [4].

Im ersten Teil dieser Arbeit stellen wir am Beispiel der Wellengleichung eine Moglichkeit
vor, mit deren Hilfe auch in den Fillen, in denen diese Losungsstrategie scheitert, eine
effiziente numerische Berechnung der Losung hyperbolischer partieller Differentialglei-
chungen moglich ist. Hier fliefen Ideen und Erkenntnisse ein, die bereits in 9] veroffent-
licht wurden.



Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit wird auf das Lésen von Transmissionsproblemen
gelegt, wie sie in vielen Bereichen der Physik auftreten. Sie zeigen sich vor allem in Form
von Streuproblemen, bei denen eine einfallende akustische oder auch elektromagnetische
Welle auf ein Objekt, etwa ein Flugzeug, auftrifft und abgelenkt wird. Bei dem direkten
Streuproblem interessieren wir uns bei Kenntnis des Streuobjektes und der einfallenden
Welle fiir das Verhalten der am Hindernis gestreuten Welle. Als gestreute Welle bezeichnet
man dabei den Unterschied zwischen der Welle, die aufgrund der Storung durch das
Hindernis entsteht, und derjenigen Welle, die sich ausbreiten wiirde, wenn das Hindernis
nicht vorhanden wire.

Das Transmissionsproblem wird im Allgemeinen derart behandelt, dass das unbeschrénk-
te Gebiet gegebenenfalls durch Einfithrung eines kiinstlichen Randes zuné#chst in ein
Auflen- und ein Innengebiet geteilt wird mit dem Ziel, eventuelle Inhomogenitéiten oder
Nichtlinearitdten im Innengebiet zu konzentrieren. Auf diese Weise kénnen anschlieffend
Randelementmethoden genutzt werden, um das Problem aufserhalb des eingefithrten Ran-
des zu l6sen, wohingegen Finite-Elemente-Methoden beim Losen des Randwertproblems
im beschréankten Innengebiet eingesetzt werden. Beide Teilprobleme stehen iiber Trans-
missionsbedingungen, die auf dem ihnen gemeinsamen Rand gestellt werden, miteinander
in Beziehung. Eine zur Randelementmethode alternative Moglichkeit das Aufenraumpro-
blem zu bearbeiten, besteht darin, den Aufsenraum zu begrenzen und mit einer absor-
bierenden Schicht zu umgeben. In diesem speziellen, verlustbehafteten Gebiet wird die
sich ausbreitende Welle absorbiert. Dieser Ansatz der Perfectly-Matched-Layer (PML)
wurde erstmals von Bérenger entwickelt, siche [14], und spéter auf verschiedene Weise
modifiziert. Da die Reflexionen beliebig klein gehalten werden kénnen, liefert die PML-
Methode sehr genaue Ergebnisse auf der kontinuierlichen Ebene. Diese Eigenschaft kann
jedoch bei der Diskretisierung verloren gehen; siehe |90|.

Einer der ersten Versuche einer Kopplung von Finiter-Elemente-Methoden und Randele-
mentmethoden findet sich in [87]. Heute zdhlen insbesondere die Arbeiten [20, 21, 95]
zu den Pionierwerken im Bereich der Kopplung Finiter-Elemente-Methoden an Rand-
elementmethoden bei stationdren Problemen. Die ersten bedeutsamen Ergebnisse, die
ein theoretisches Fundament fiir diese Art Kopplung aufbauten, gehen auf Johnson und
Nédélec zurtick, siehe [60], und wurden in [93, 94| weiter verallgemeinert. Zur Darstellung
der Losung im Auflenraum kommt hier die Green-Formel zum Einsatz. Das so erzeug-
te nicht-lokale Randwertproblem wird an das innere Neumann-Problem gekoppelt. Die
theoretische Berechtigung dieser Methode war eng an die Kompaktheit des einbezoge-
nen Randintegraloperators des Doppelschichtpotentials gekniipft. In dem Artikel [83]
wurde das theoretische Fundament, zumindest fiir partielle Differentialgleichungen vom
Laplace- oder Yukawa-Typ, auf Lipschitz-Rénder erweitert, auf Félle also, in denen der
Randintegraloperator des Doppelschichtpotentials nicht kompakt ist. Einen weiteren An-
satz zeigt die modifizierte Herangehensweise in den Arbeiten |28, 79] und [58]. Im Ge-
gensatz zur origindren Methode von Johnson und Nédélec, die auf ein unsymmetrisches
System fiihrt, wird hier eine zusétzliche Integraldarstellung fiir die Normalenableitung
auf dem Rand genutzt. Insbesondere fithrt der Ansatz von Costabel und Polizzotto zu
einem symmetrischen System, das den hypersinguldren Randintegraloperator verwendet.



Eine weitere Losungsstrategie wird in [59] eingefiihrt. Der wesentliche Unterschied zum
Johnson-Nédélec-Ansatz besteht darin, dass hier die nicht-lokale Randbedingung {iber
eine indirekte Methode, das heifst mit Hilfe eines Einfachschichtpotentialansatzes, abge-
leitet wird. Das fiihrt auf ein quasisymmetrisches System, das ohne den hypersinguldren
Randintegraloperator auskommt. Durch eine konvexe Linearkombination des Johnson-
Nédélec-Ansatzes und der letztgenannten Modifikation entsteht die Kopplung nach Bielak
und McCamy; siehe [15].

Die Herausforderung bei zeitabhédngigen Problemen, sowohl im analytischen als auch im
algorithmischen Sinn, besteht im Wesentlichen darin, die Stabilitdt des Kopplungsver-
fahrens sicherzustellen, da wir fiir das Aufen- und das Innenraumproblem unterschied-
liche Zeitdiskretisierungsmethoden und verschiedene Zeitschrittweiten verwenden. Wah-
rend verschiedene technisch orientierte Beitrage existieren, vorwiegend in Verbindung mit
Finite-Elemente-Methoden im Innenraum und Kollokationsmethoden auf dem Rand, ist
aus rein mathematischer Sicht weit weniger zu finden. Varianten der Umsetzung der
Kopplung im Zeitbereich unter Zuhilfenahme von Randintegraloperatoren werden zum
Beispiel in [1] und [47] diskutiert. Eine Alternative zum Einsatz abweichender Zeitschritt-
weiten innerhalb der Gebiete stellt die Wahl lokaler Schrittweiten dar; siehe [24, 25, 36].
Bei dieser Variante bedient man sich kleinerer Zeitschritte lediglich in einem Teilgebiet
des Finite-Elemente-Gitters, in dem sich kleine Elemente befinden.

Wir bemerken, dass in der Arbeit [10], die sich zum gegenwértigen Zeitpunkt in Bearbei-
tung befindet, ebenfalls Transmissionsprobleme der Wellengleichung untersucht werden.
Im Gegensatz zur Kopplungsstrategie, die in dieser Arbeit verfolgt wird, werden darin die
beiden Teilprobleme im Innen- und Aufiengebiet derart gekoppelt, dass sich ein symme-
trisches Schema ergibt. Wahrend die Galerkin-Diskretisierung dieser Kopplungsstrategie
keine Schwierigkeiten bereitet, ist die Implementierung numerischer Experimente jedoch
aufwandiger.

Im zweiten Teil der Arbeit stellen wir eine Moglichkeit vor, Transmissionsprobleme der
Wellengleichung zu behandeln. Zur Losung verbinden wir Randintegralmethoden fiir Pro-
bleme im Aufsenraum mit der Finite-Elemente-Methode im Innengebiet. Im Unterschied
zu gingigen Vorgehensweisen erfolgt die Zeitdiskretisierung im Aufsenraum dabei mit-
tels der Faltungsquadratur, sodass wir einerseits im Zeitbereich arbeiten, andererseits die
Vorteile der Randintegraloperatoren im Frequenzbereich nutzen. Das zugrunde gelegte
Transmissionsproblem wird mit dem Ansatz von Johnson und Nédélec behandelt.

Die Arbeit ist in zwei Hauptteile gegliedert. Im direkten Anschluss diskutieren wir fiir
diese Arbeit wesentliche Grundlagen. An dieser Stelle gehen wir auf wichtige Verfah-
ren und Konzepte ein, die fiir die nachfolgenden Kapitel eine wichtige Rolle spielen.
Insbesondere fassen wir die fiir den Rahmen dieser Arbeit wesentlichen Eigenschaften
der Randintegraloperatoren zusammen und skizzieren die grundlegenden Gedanken der
Faltungsquadraturmethode sowie eines rekursiven Algorithmus zum numerischen Losen
zeitabhangiger Randwertprobleme, die auf einem Freiraum formuliert sind. Das Ziel der
weiteren Arbeit ist zweifach. Das zweite Kapitel widmet sich dem Losen hyperbolischer
partieller Differentialgleichungen in einem réaumlich unbegrenzten Auftengebiet und damit



dem ersten Hauptteil der Arbeit. Wir zeigen, wie eine effiziente Berechnung der Lisung
erfolgen kann, wenn zusétzliche Eigenschaften wie beispielsweise das Huygens-Prinzip
nicht ausgenutzt werden koénnen. Es folgt in Kapitel 3 der zweite Hauptteil. Darin entwi-
ckeln wir eine Moglichkeit der Losung von Transmissionsproblemen der Wellengleichung,
bei der im Auftenraum die Randintegralmethode und im Innenraum die Finite-Elemente-
Methode zum Einsatz kommt. Abschliefsend ziehen wir in Kapitel 4 ein Fazit der Ergeb-
nisse und geben einen Ausblick auf Erweiterungsméglichkeiten und Ankniipfungspunkte
ergénzender Studien.

Notationen und Bezeichnungen

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung beziiglich der innerhalb dieser Ar-
beit verwendeten Notation. In den folgenden Kapiteln werden wir mit Q € R%, d = 2,3,
offene, beschrinkte Gebiete mit Lipschitz-Rand I' := 9€) bezeichnen, das heifst, I" erlaubt
in Hinblick auf jede Zerlegung eine stiickweise Darstellung durch Lipschitz-stetige Funk-
tionen. Haufig werden wir sowohl auf das beschrinkte Innengebiet 2~ := ) als auch auf
das unbeschriinkte Aukengebiet QF := R%\ Q— zuriickgreifen. Beide Gebiete besitzen den
gemeinsamen Rand 90" = 9Q~ =TI'. Die Situation wird in Abbildung1.1 illustriert.

Q-l—

Abbildung 1.1: Darstellung des Innengebietes 2~ und des AuRengebietes QT mit Lip-
schitz-Rand I"

Zudem werden wir in der Folge elementare Eigenschaften spezieller Hilbert-Raume nut-
zen, ohne dazu spezielle Referenzen anzugeben. Wir verweisen an dieser Stelle allge-
mein auf die Literatur zu diesem Themenschwerpunkt, etwa [80] oder [88]. Fiir Gebie-
te Q verwenden wir den Raum L?(Q), die Menge der iiber {2 quadratisch Lebesgue-
integrierbaren Funktionen, aber auch die Standard-Sobolev-Riume H* (Q), k=1,2, die
Funktionen aus L?(2) enthalten, deren k-te schwache Ableitung ebenfalls in L2(Q) liegt.
Mit HJ () bezeichnen wir schlieflich den Sobolev-Raum mit Funktionen u € H'(Q),
fiir die Au € L*(Q) liegt. Das Skalarprodukt des L?(£2)-Raumes notieren wir mit (-, )q,
die Norm durch ||-||o. Die H*(Q)-Norm bezeichnen wir mit ||-||. An geeigneter Stelle
werden wir auch von der gewichteten H'(€2)-Norm |[ully s mit [[ull] 5 := 6*[Jull3 + || Vull3,
Gebrauch machen. AuRerdem kommen die fraktionalen Sobolev-Riume H*/2(I') auf
dem Rand 99 = T' zum Einsatz, die mit den Normen ||-|[1;/o ausgestattet sind. Das
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Dualitétsprodukt (-, -)p zwischen den Sobolev-Réumen H~/2(T") und H'/2(I") verstehen
wir als Sesquilinearform mit Linearitdt im ersten und konjugierter Linearitét im zweiten
Argument. Wir geben nachfolgend eine kompakte Ubersicht der verwendeten Notationen
und Bezeichnungen.

Q .. offenes, durch Lipschitz-Rand beschriinktes Gebiet im R%, d = 2,3
... Rand des Gebietes (2

L2(Q) ..... Menge der iiber €2 quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen
HF(Q) .... Standard-Sobolev-Réume, k =1,2,...

H*Y2(I') . fraktionale Sobolev-Rédume auf T

HX(Q) .... Sobolev-Raum mit Au € L?(Q)

() eeee Skalarprodukt von L?(£2)

Il - - L?(Q)-Norm

(R H*(Q)-Norm, k=1,2,...

[E{Ew gewichtete H'(Q)-Norm; [[ul} 5 := 6*[[ullg, + |Vull§, 6 > 0

[ ll+1y2 - H*'/2(T")-Norm

(-, oo Dualitétsprodukt zwischen H—'/?(T') und H'/?(I)

1.1 Integraloperatoren

Innerhalb dieses Abschnitts tragen wir die wesentlichen Eigenschaften der Randinte-
graloperatoren, die im Zusammenhang mit dieser Arbeit von Bedeutung sind, knapp
zusammen. Um diesen Abschnitt kurz und iibersichtlich zu halten, verzichten wir auf die
Beweise der Aussagen. Diese konnen zum Beispiel in [26, 75, 80] nachgeschlagen wer-
den. Diese Referenzen eignen sich ebenfalls fiir eine weiterfithrende oder tiefergehende
Einfiihrung in dieses Gebiet.

Wir betrachten beispielhaft, unter Verwendung der soeben im einleitenden Abschnitt
eingefiihrten Notationen, fiir u € H'(Q) die Helmholtz-Gleichung

—Au(z) + s*u(z) =0 2€Q (L1)

u(z) =g(x) z €T, '
wobei s € C, Res > 0, vorausgesetzt sei. Diese Form der reduzierten Wellenglei-
chung ergibt sich, wenn die Wellengleichung unter Einbeziehung der gestellten Nullan-
fangsbedingungen der Laplace-Transformation unterzogen wird. Die mit dem Modell-
problem (1.1) verbundene Fundamentallésung K (||x — y||,s) ist mit x,y € RY, z # v,
durch

3o (sllz —yl), d=2
K(llz -yl s) = (1.2)

e—slz—yll =3

drl|z—yll”




gegeben; siehe [75]. In (1.2) ist Ky(s) die Macdonald Funktion der Ordnung null; siehe
[61]. Beschreibt § die Dirac-Delta-Funktion, so ist (1.2) als Fundamentallésung von (1.1)
bei festem x und s die distributionelle Lésung von

~AyK(|lz =yl 5) = K (llz = yll, s) = 6(z —y) (1.3)

fiir y € R4\ {z}.

Mit Hilfe der Fundamentallésung lassen sich fiir ¢ € H~'/2(I") das Einfachschichtpoten-
tial S(s)p geméfs

(S()0)(x) = /F K(llz -yl )p(y) ATy, € RI\T, (1.4)

und fiir 1» € HY/?(T") das Doppelschichtpotential D(s)v gemif

D)) = [ =y vy, eriyr, (15)

definieren. Bei der Definition des Doppelschichtpotentials erfolgt die Ableitung in Nor-
malenrichtung, die durch den Einheitsnormalenvektor v angezeigt wird. Die Richtung des
Einheitsnormalenvektors ist dabei stets so gewéhlt, dass sie in das unbeschrinkte Gebiet
weist.

Lemma 1.1. Mit Dichten ¢ € H-Y%(T) und v € HY2(I') stellt die Funktion u(x)
mit u(z) = (S(s)p)(x) beziehungsweise u(x) = (D(s)y)(x) eine Lisung der homogenen
partiellen Differentialgleichung

—Au(z) + s?u(z) =0, zeRI\T, (1.6)

dar.

Beweis. Die Aussage folgt aus (1.3). Details kénnen [80, Proposition 3.1.7] beziehungs-
weise [80, Korollar 3.1.17| entnommen werden. O

Das Lemma 1.1 zeigt, dass wir fiir die Losung des Problems (1.6) den Ansatz u = S(s)p
beziehungsweise u = D(s)y machen konnen. Dieser Ansatz erfillt fiir jede Belegung
der Dichten die Gleichung (1.6). Beide Ansétze, Einfachschicht- und Doppelschichtpo-
tentialansatz, fiihren das Problem, die Losung u(z) von (1.1) zu finden, auf die Suche
nach derjenigen Dichte zuriick, fiir die zusétzlich die Randbeschrénkung des entsprechen-
den Potentials der Randbedingung gentigt. Diese Herangehensweise an die Losung des
Problems (1.1) wird als indirekte Methode bezeichnet.

Dem gegeniiber steht die direkte Methode, die auf eine auf der Green-Formel beruhenden
Darstellungsformel der Losung zuriickgreift. Bevor wir in Lemma 1.4 die Details angeben,
ist es notwendig, Beschrinkungen von Funktionen u € H'({)) auf den Rand I' vornehmen



zu kénnen. Eine sinnvolle Definition solcher Spuren ist fiir hinreichend glatte Oberflachen
moglich. Wir fithren die einseitigen Spuroperatoren

NE HYQF) - HY2(T) mit Ao =wv[p Yoe Y (ﬁ) (1.7)
und die einseitigen Normalenableitungen
viE L H2(QF) — H™Y2(T') mit viv = vV Yo e H? (Qi) (1.8)

ein. Der Definitionsbereich der Normalenableitung ldsst sich auf den Raum HX () er-
weitern.

Das Lemma 1.2 beschéftigt sich mit den Eigenschaften des Spuroperators aus (1.7).
Lemma 1.2. Es seien Q= ein Lipschitz-Gebiet mit Rand T' und QF := R?\ Q. Dann
sind die Spuroperatoren %j): : HY(QF) — HY2(I) stetige Operatoren.

Beweis. Der Nachweis wird in [80, Satz 2.6.8] erbracht. O

Lemma 1.3. Es seien Q™ ein Lipschitz-Gebiet mit Rand T' und QF := R?\ Q~. Dann
sind die Normalenableitungen ~viF : HX(QF) — H~Y/*(T) stetige Operatoren.

Beweis. Der Nachweis wird in [80, Satz 2.7.7] erbracht. O

Die Differenz aus innerer und &uferer Spur beziehungsweise innerer und duflerer Norma-
lenableitung einer Funktion bezeichnen wir als Sprung respektive Normalensprung der
Funktion am Rand I'. Zur Abkiirzung dieser Spriinge verwenden wir die Bezeichnungen
o] = v5u =5 u
und analog
] =7 u =~
Damit sind wir in der Lage, das folgende Lemma zu formulieren.

Lemma 1.4. Jede Lisung u(z) € H'(R3\T') der homogenen partiellen Differentialglei-
chung
—Au(z) + s*u(z) =0, ze€R3\T,

besitzt eine Darstellung der Form
u(z) = (Shul)(x) — (Phoul)(x).
Beweis. Diese Aussage wird in [80, Satz 3.1.11] gezeigt. O

Die bereits an den Stellen (1.4) und (1.5) eingefiihrten Potentiale besitzen am Rand T" ih-
nen charakteristische Sprungeigenschaften. Diese Eigenschaften listet das néchste Lemma
auf.



Lemma 1.5. Die in (1.4) und (1.5) erklirten Potentiale erfillen fiir alle o € H=Y/?(T")
und ¢ € HY?(T') die Sprungrelationen

oS¢] =0 und [yoDy] = — in HY(T)
sowie

1Syl =¢ und [yDY] =0 in H V(D).
Beweis. Der Nachweis wird in [80, Satz 3.3.1| erbracht. O

Im Lemma 1.5 nutzen wir formal einseitige Spuren des Einfachschicht- und Doppelschicht-
potentials, die mit w € L>(I") sowie den durch

Vsw)a) = [ K(lz =yl syl Ty, aeT, (19)
und
0
(K(s)w)(z) := /F%K(Ilw —yl,s)w(y) dl'y, = €T, (1.10)
erklarten Randintegraloperatoren die Beziehungen
(o S(s)w)(x) = V(s)w)(z), = €T,

und

1

(F D)) = (504 Klsw) (@), €T,

erfiillen.

Lemma 1.6. Der zum Finfachschichtpotential (1.4) gehdrende Randintegraloperator V(s)
mit
V(s) : H-Y2(I') — HY2(D)

ist linear und beschrankt.

Der zum Doppelschichtpotential (1.5) gehérende Randintegraloperator K(s) mit
K(s): HY2(T') — HY*(T)

ist linear und beschrdankt.

Beweis. Der Nachweis wird in 80, Satz 3.1.16] gefiihrt. O



1.2 Faltungsquadratur

Unter dem Begriff Faltungsquadratur versteht man die Approximation einer zeitlich kon-
tinuierlichen Faltung durch eine diskrete Faltung. Dazu fithren wir auf dem Zeitintervall
[0,T] ein Gitter mit dquidistanten Stiitzstellen ¢; = iAt ein, wobei i = 0,1,..., N sowie
NAt = T und fiir die Schrittweite At > 0 gilt. Ist das zu berechnende Faltungsintegral
durch

t
u(t) = /0 k(t —7)g(T) dr, t >0, (1.11)

gegeben, so wird es durch Anwendung der Faltungsquadratur an der Stelle ¢t = ¢,, durch
eine diskrete Faltung der Form

n
W tn) = un = Y whlig(t), n=0,1,....N,
=0

approximiert.

Die Berechnung wird oft dadurch erschwert, dass in vielen Anwendungsfillen die Kern-
funktion k(t) entweder distributionelle Terme enthélt oder gar nicht explizit bekannt ist.
Deshalb wird angestrebt, das Integral (1.11) lediglich mit Hilfe der Laplace-Transformier-
ten

K(s) = (Lk)(s) = /0 T k(e dt

zu berechnen, die eine vergleichsweise einfachere Gestalt hat und von der man iiberdies
haufiger explizite Kenntnis besitzt. Um die Verwendung der Laplace-Transformierten
hervorzuheben, verwenden wir die Notation, siehe [71],

u(t) = (K () ) (1 ::/0 k(t — 7)g(r) dr, £ >0, (1.12)

die auf den britischen Physiker und Mathematiker Oliver Heaviside zuriickgeht. Diese
Wahl findet ihre Begriindung in Eigenschaften der Faltung, mit anderen Worten einer-
seits in der Tatsache, dass mit g(0) = 0 die Beziehung K (9;)g = d:g(t) = ¢'(t) gilt, wenn
speziell K(s) = s angenommen wird, und andererseits in der Giiltigkeit der Kompositi-
onsregel

KQKl (8t)g = KQ (Bt) K1 ((%)g. (1.13)

Wir betrachten nachfolgend sektorielle Funktionen, das heifst Funktionen, die aufterhalb
eines Sektors, der einen spitzen Winkel in Richtung der negativen reellen Achse aufweist,
analytisch und dort polynomiell beschrinkt sind. Da wir im Verlauf dieser Arbeit immer
wieder auf sektorielle und nicht-sektorielle Operatoren zu sprechen kommen, geben wir
an dieser Stelle folgende Definition.
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Definition 1.7. Fine Funktion K (s) heifit sektoriell, falls es Konstanten ¢ € R, ¢ > 0,
€ R und B < 5 gibt, sodass K(s) innerhalb des Sektors

larg(s — ¢)| <7 — 8 (1.14)
analytisch und dort gemdf

beschrdankt ist.

Fine Funktion, fir die die Schranke (1.15) lediglich in einer Halbebene Re(s) > ¢ > 0

der komplexen Ebene gilt, das heifit in (1.14) mit 3 = 5, nennen wir nicht-sektoriell.

Es sei K (s) sektoriell. Dann ist die inverse Laplace-Transformation durch

211

kt) = (Z7'K) (t) = i / K(s)e® ds
ol

gegeben, wobei v vollstiandig im Sektor (1.14), in dem K(s) analytisch ist, liegt und
parallel zu dessen Rand verlduft. Durch diesen Ausdruck ersetzen wir k(¢) in (1.11) und
erhalten nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge

1
u(t)=K (0)) g = o / K(s)ygy(t,s) ds. (1.16)
¥
Die Funktion

t
yg(t)s) ::/ e(t—T)sg(T) dT
0

ist als Losung der gewthnlichen Differentialgleichung

Colt) — s y(1) = 901 (117

mit dem Anfangswert y(0) = 0 bestimmt.

Um das Integral (1.16) berechnen zu kénnen, wird nun die gewdhnliche Differentialglei-
chung (1.17) in der Zeit diskretisiert und anschlieflend zu den diskreten Zeitpunkten ¢;,
i = 1,2,..., N, berechnet. Die Zeitdiskretisierung kann mit Hilfe eines A(«)-stabilen
linearen Mehrschrittverfahrens, o > 8 und 8 aus (1.14), erfolgen. Mit t; = iAt ist ein
System der Form

oS (1) = 3 b sy 1) + 9 (1), m >0, (1.18)
J=0 j=0

11



zu 16sen. Multipliziert man jede der Gleichungen (1.18) mit ¢, |{| < 1, und summiert
daraufhin die Gleichungen, so ergibt sich unter Beriicksichtigung des Cauchy-Produktes

(’)A(?‘S)y(o:g“)’

wobel wir die formalen Potenzreihen

;)%‘Cj oo | o |
PO ="%— y(Q=> yt;)¢ und g¢() =2 g(t;)’

> 047 j=0 §=0

J=0

einfithrten. Setzt man die formale Lésung

00 = (9 -5) 0

in (1.16) ein, ergibt sich

0@ = g [ 506 (%47 ) 0@ as=k (290000

Die letzte Gleichheit ist ein Resultat der Cauchy-Integralformel.

Definieren wir schliellich die Faltungsgewichte ijt (K),7=0,1,..., iiber

K (%) - g)wft (K) ¢,

so lautet die Faltungsquadratur

n

un = (K(0P)g) (tn) = > whlig(t;), n=0,1,...,N.
=0

Sie stellt das zur kontinuierlichen Faltung (1.12) zeitdiskrete Pendant dar.

(1.19)

Erfolgt die Approximation von (1.17) durch ein lineares Mehrschrittverfahren, so sind
die p-Schritt-Verfahren der Riickwértsdifferenzen (BDF-Verfahren) mit p = 1,2,...,6
bekannte Kandidaten. Diese Verfahren sind A(«)-stabil und besitzen die Konsistenzord-

nung p. Fiir diese p-Schrittverfahren ist

PO =D =c).
j=0

Sofern p < 2 ist, sind diese Verfahren sogar A-stabil, das heifst, in diesen Fiéllen ist

a =90°. Wir zitieren fiir diesen Fall eine Konvergenzaussage aus [71].



Satz 1.8. Es sei K(s) sektoriell im Sektor (1.14) und g € CP [0, T]. Des Weiteren basiere
die Faltungsquadratur auf einem A(«a)-stabilen, o > B mit B aus (1.14), BDF-Verfahren
der Ordnung p. Dann existiert ein t, sodass fir alle0 < At <tundn=1,... N =T/At

<T<tn

p—1
lu(ty) —un| < C- t;”’_l{ ZAth ‘g(j)(O)‘ +t,AtP - [max g(p)(T)‘ }
=0

gilt, wobei die Konstante C nicht von At und n abhdngt.

Bemerkung. Durch Hinzunahme weniger Korrekturterme, siehe [71], oder im Fulle
g(0) = ¢g'(0) = ... = g (0) = 0 kann die volle Konvergenzordnung des zugrunde lie-
genden BDF-Verfahrens erreicht werden.

Ist K (s) nicht-sektoriell, das heift nur in der Halbebene Re (s) > ¢ > 0 analytisch und
durch die Schranke (1.15) beschrénkt, gilt folgendes Resultat, das in |73] zu finden ist.

Satz 1.9. Es sei K(s) nicht-sektoriell und die Faltungsquadratur basiere auf einem
A-stabilen BDF-Verfahren der Ordnung p. Des Weiteren mdgen die Ableitungen von g
bis zur Ordnung m — 1, mit m > max (p+ 2+ p,p), an der Stelle t = 0 verschwinden.
Dann existiert ein t, sodass fir alle 0 < At <t undn=0,1,..., N =T/At

tn
) — un| < C'- Atp/
0

g(m)(T)‘ dr
gilt, wobei die Konstante C' nicht von At und n abhdngt.

Wir betrachten das Einfachschichtpotential (1.4) des Helmholtz-Operators s2t — Aw = 0
mit Res > 0. Die Fundamentallosung (1.2) ist die Laplace-Transformation der zeitab-
hangigen Funktion

H(t—|lz—yl)

_9
bl =yl = 4 Ve (1.20)
t—|lz—y _
el > 4=

wobei 4(t) die Dirac-Delta-Distribution und H (¢) die Heaviside-Funktion darstellen; siehe
[35, Seite 622]. Mit der Notation (1.12) ist der Faltungsoperator S(9;) folglich durch

t
S(0) (1) = / / k(2 —yllot — T)ply,7) AT, dr, @€ R, £>0,  (L21)
0 N

gegeben. Dieser Operator wird als retardiertes Einfachschichtpotential bezeichnet. In
analoger Weise besitzt das mit dem Doppelschichtpotential (1.5) verbundene retardierte
Doppelschichtpotential D(9;) die Gestalt

t a B
D(O)(x,t) == /0 /1“ 8Vyk7(|]a: —yll,t —7)Y(y,7) dl'y dr, € R\ T, t>0. (1.22)
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Wir machen darauf aufmerksam, dass k (||z — y||,¢) die Fundamentallosung der Wel-
lengleichung darstellt und dass sowohl der Einfachschichtpotentialansatz S(0)¢(x,t)
als auch der Doppelschichtpotentialansatz D(0;)v(x,t) die homogene Wellengleichung
0?u — Au = 0 mit homogenen Anfangsbedingungen in R\ T fiir jede Belegung der Dich-
ten losen.

1.3 Ein rekursiver Algorithmus zur Losung der diskreten
Faltung

In diesem Abschnitt wollen wir eine rekursive Losungsstrategie vorstellen, mit deren Hilfe
ein System der Form

gn:Zwﬁfj(K)uj, n=0,1,...,N, (1.23)
3=0

hinsichtlich der unbekannten Grofen wu, effizient gelost werden kann. Wir unterstellen
hier, dass der beteiligte Operator K(s) und sein Inverses K~ !(s) in der Halbebene
Re(s) > 0 der komplexen Ebene analytisch und dort durch (1.15) beschréankt sind.
Der Faltungsquadratur liege ein lineares Mehrschrittverfahren zugrunde.

Ein naiver Zugang besteht in der Losung mittels Vorwéartssubstitution. Demnach lassen
sich die Groken u(t,) durch

n—1
-1
unz(wOAt(K)) gn—Zwﬁfj(K)uj , n=0,1,...,N,
=0

ermitteln. Zu jedem Zeitpunkt ¢, ist dabei die Losung ciner linearen Gleichung der Art
gn = wOAt (K) uy, zu bestimmen. In diesem Zusammenhang ist der Operator wOAt jeweils

derselbe. Die Komplexitét ist quadratisch in der Anzahl der Zeitschritte V.

Das Ziel besteht in der Reduzierung der Kosten auf fast lineare Komplexitit unter Bei-
behaltung der Tatsache, dass in jedem Zeitschritt nur ein und derselbe Operator zu
invertieren ist.

Aufgrund der Kompositionsregel (1.13) kann die Aufgabe (1.23) auch als Faltung mit
dem Operator K~! aufgefasst werden. Es ergeben sich die Groken u, in diesem Fall zu

un =Y wit (K™ g;, n=0,1,...,N. (1.24)
7=0

Dem Vorschlag in |72, 73] folgend, nach dem die geméfs (1.19) definierten Faltungsgewich-
At (K _1) durch Approximation der Cauchy-Integral-Darstellung unter Zuhilfenahme

te wy,
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der Trapezregel niherungsweise berechnet werden kénnen, erhalten wir zunéchst

Ly [ ETQ /A )\
oK) = 5 § G NN+1ZK (75)C]]V+1

und nach Einsetzen in (1.24) und Umordnung der Terme schliefslich

o N ¢ |
Up ~ NI jZ:;I(—l < N+1> (Z )\J tl CNﬁl) €N+1

Hierbei ist (ny11 = el%ll. Die Kontur C' ist ein Kreis mit Radius 0 < A < 1 und Mittel-
punkt im Ursprung der komplexen Ebene. Diese Losungsmoglichkeit wurde in [11] einge-
fiihrt. Der Ausdruck in der rechten Klammer stellt eine diskrete Fourier-Transformation
dar, sodass die Auswertung mit einer Komplexitit von O (NN log N) erfolgen kann. Auch
die Berechnung der dufseren Summe kann mit fast linearem Aufwand durchgefiithrt wer-
den, da es sich um eine inverse diskrete Fourier-Transformation handelt. Die Komple-
xitdt ist insgesamt fast linear in der Anzahl der Zeitschritte. Der Approximationsfehler
ist von der Ordnung O (AN*1); siehe [11]. In der Praxis kann jedoch nicht jede be-
liebige Genauigkeit erreicht werden, auch wenn A — 0 strebt. Der Grund liegt darin,
dass die Berechnungen von K (s) und der schnellen Fourier-Transformation nur mit der
Maschinengenauigkeit eps erfolgen kénnen. Deswegen kann insgesamt lediglich die Ge-
nauigkeit \Nt14+X""eps, n =0,1,..., N, erreicht werden. Die optimale Wahl ist folglich
A = epst/CN) die die Fehlerordnung /eps zur Folge hat.

Ahnlich wie bei der soeben skizzierten Losungsvariante werden auch bei dem nun vorzu-
stellenden rekursiven Algorithmus die Faltungsgevvlchte wAt (K) nicht explizit berechnet.
Letzterer hat zudem den Vorteil, dass lediglich w§' (K) = K (p(0)/At) invertiert wer-
den muss. Diese rekursive Variante wird in [8] Vorgestellt und stellt eine Modifikation des
Algorithmus in [57] dar. Die Abbildung 1.2 zeigt schematisch den Autbau der Prozedur.

Wir wollen die unbekannten Gréfen u, aus dem System (1.23) bestimmen. Dazu nehmen
wir an, dass die Grofen u, fir n = 0,1,..., N < N bereits bekannt sind, sodass sich das
Problem auf die Lésung von

n N
Z wﬁfj (K) u(ty) :gn—Zwﬁfj (K)uj, n=N+1,N+2,...,N,
j=N+1 Jj=0

beschrankt. Wenn

I
1=

&

&

der rechten Seite ausgewertet wurde, das entspricht einem der quadratischen Blocke P,
P oder P in Abbildung 1.2, kann die Bestimmung der restlichen Unbekannten, im Sche-
ma die verbleibenden Dreiecksblécke Py, auf rekursivem Wege erfolgen.
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Abbildung 1.2: Schematische Veranschaulichung des rekursiven Ermittelns der Lésung
des Systems (1.23)

Um zu zeigen, wie g, effizient berechnet werden kann, fithren wir die Vektoren

WA (K) o= (W (K) M (K) . AR (K)

und B T
ux = (ulto), u(tr), ..., ANult),0,....,0)

sowie die zirkulierende Matrix C (w§t (K)), deren erste Spalte mit dem Vektor wft (K)
besetzt ist, und die Diagonalmatrix A := diag (1, A, AN ) ein.

Dann ist g, = (g),, fﬁrn:N+1,N+27...,N, wenn g iiber

g:=A"'C (wt(K)) uxr
definiert ist.

Aus g, = (g),, leiten wir ab, dass g, effizient und ohne explizite Kenntnis der Faltungs-
gewichte berechnet werden kann, wenn das fiir die Eintrage des Vektors g der Fall ist.
Hier nutzen wir aus, dass zirkulierende Matrizen durch die Anwendung der diskreten
Fourier-Transformation diagonalisiert werden koénnen. Mit der Bezeichnung %y u fiir
die diskrete Fourier-Transformation eines Vektors w,

N
27i

—1q
(Fnp1u), = ZUjCNil, (N1 = eNt,
J=0

16



gilt deshalb

g= A_lﬂ‘&il diag (L@Nﬂwft (K)) FNL1UN- (1.25)
Unter Berticksichtigung der Definition der Faltungsgewichte, (1.19), ergibt sich
N —1
. p()) =
—1j —lj
(Frien® (), = 2 N (B) Gy = K| =3 | = 2 Mt (K) Gy
7=0 j=N+1

und eine Umordnung der Terme innerhalb der letzten Summe fiihrt zu

)\C N
At ( N +1> k(N+1) i A —lj
(Fnnwy®(K)), =K Z’\ DN gy (K) Gy

=0
Da es sich bei der inneren Summe um eine diskrete Fourier-Transformation handelt,
erhalten wir nach Anwendung von % ]G-li-]. auf die vorige Gleichung und gleichzeitiger
Einbeziehung von (1.25) schlieflich die Darstellung

_ )\C_N
et aing 5 (PO (20 PG
g:A ﬁN_Hdlag K(At_),K(At ,...,K T ﬂN.}.lUA

— Z ANHD diag (ka&VH) (K) 7W1<;A(t1v+1)+1 (K),... 7ka(tN+1)+N (K)) FNA1UA-
k=1

Wird die letzte Summe vernachlissigt, sehen wir, dass der Vektor g und somit auch gy,
n=N+1,...,N, lediglich mit Hilfe von Auswertungen des Operators K (s) berechnet
werden kann, ohne dass dazu Faltungsgewichte explizit bekannt sein miissen. Der Fehler,
der bei dieser Approximation gemacht wird, ist von der Ordnung O (AV*!). Aufgrund der
Tatsache, dass g nur durch Einsatz der diskreten Fourier-Transformation beziehungsweise
ihrem inversen Pendant berechnet werden kann, besitzen die Kosten mit O (N log N) fast
lineare Komplexitét.

Dieses Verfahren kann nun rekursiv fortgesetzt werden. Die Gesamtkosten sind dann
bei insgesamt log N Durchldufen von der Ordnung O (N log? N ); siehe [57]. Obwohl die
Anzahl der auszufiihrenden Operationen im Vergleich zur vorherigen nicht-rekursiven
Losungsvariante gestiegen ist, sind die einzelnen Operationen kostengiinstiger auszufiih-
ren; siehe |8]. Wird diese rekursive Strategie verfolgt, ist dariiber hinaus der Operator
Wit (K) = K (p(0)/At) der einzige, den es zu invertieren gilt.

1.4 Integralformulierung der Wellengleichung und
numerische Losungsmethoden

In diesem Abschnitt wollen wir die Integraldarstellung der Wellengleichung und deren
numerische Losungsstrategien beleuchten. Dazu betrachten wir mit der Notation des
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einleitenden Kapitels 1 fiir u(-,t) € H!(Q") die homogene Wellengleichung
OPu(z,t) — Au(z,t) =0 (z,t) € QT x (0,7)
u(x,t) = g(x,t) (z,t) €l x(0,T) (1.26)
u(-,0) = dyu(-,0) =0 in QF

im Zeitintervall (0,7"), T" > 0. Die vorangegangenen Abschnitte zeigen, dass wir zur
Losung der Wellengleichung (1.26) einen Einfachschichtpotentialansatz der Form

t
u(a:,t)=/ /k<||m—y||,t—r>so<ym> dr, dr, z€QF, t>0,
0 T

mit der Fundamentallosung k der Wellengleichung, siehe (1.20), nutzen kénnen. Gleicher-
mafsen besteht die Moglichkeit, den direkten Ansatz zu wéhlen, nach dem die Lésung mit
Hilfe einer Kombination aus Einfach- und Doppelschichtpotential als

t 0
ule,t) = /O /F gyl =l = 7)) dry dr

t
—/ /k(l\fv—yll,t—T)@(y,T) dr, dr, =€ Q*, ¢ >0,
0 N

dargestellt wird.

Beide Ansétze erfiillen sowohl die homogene Wellengleichung als auch die an sie gestell-
ten Anfangsbedingungen. Unter Beriicksichtigung der Spuren von Einfach- und Doppel-
schichtpotential sind wir in der Lage, die unbekannte Dichte ¢ iiber die Randbedingung
der Wellengleichung, g(z,t) = u(z,t) mit x € I', zu ermitteln. Diese Herangehensweise
fiihrt auf eine Randintegralgleichung fiir ¢. Wir erhalten

t
swt) = [ [kl —ylt = rotw.) dry dr ser >0, (20)
0o JI'

bezichungsweise

/ /k(||a:—y||,t—r)so(y,r) dr, dr
e (1.28)

t
1
=/ / 2 ke =yl t = 7)oy, ) dly dr — Sg(a,t), z €T, >0
o Jr vy 2

Im letzteren Fall ist eine physikalische Interpretation der Dichte ¢ moglich. Sie stellt das
Neumann-Datum %u der Losung u(z,t) auf I' dar.

Aussagen tiber Existenz und Eindeutigkeit der Losung u(x,t) werden in [6], siche auch
[73], untersucht. Fiir deren Formulierung fiihren wir den Raum Hj (0,T; HXV/2(I)),
r € R, ein, der gemélfs

Hg (O»T; Hil/?(r)) = {9 :T'x [0,T] = R : es existiert ein g€ H" (IE{; Hil/z(r))

mit g = gljo) und g=0 fiir tSO}
(1.29)
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mit
o0
H (R H¥2(T)) = {g: T x R > R / (14 )21 (FG) () oy < 00}
—00

definiert ist, wobei .# die Fourier-Transformation beziiglich der Zeitvariablen beschreibt.

Lemma 1.10. Es sei g € Hj"? (0,T; Hl/z(F)) fir r € R. Dann besitzt (1.27) eine
eindeutige Lisung ¢ € H (0,T; H_l/Q(F)).

Beweis. Zum Beweis verweisen wir auf [6, Proposition 3| und [73]. O

Die Ansétze (1.27) und (1.28) fiihren nach geeigneter Diskretisierung in Raum und Zeit
zu einem diskreten System. In Bezug auf die Raumdiskretisierung zéhlen neben den Kol-
lokationsverfahren die Galerkin-Verfahren zu den am haufigsten angewandten Methoden.
Wir geben im Folgenden einen kurzen Abriss der Grundideen dieser Verfahren.

In Hinblick auf die numerische Behandlung sei der Rand I' des zu betrachtenden Gebietes
wihrend der Berechnung durch die Vereinigung der M Dreiecks-Randelemente 75,

M
Fh = U T‘j?
j=1

approximiert. Die Randfunktion ¢ in (1.27) und (1.28) approximieren wir mit Hilfe von
Formfunktionen ;, die auf I'j, definiert sind, gemafs

M
eonla,t) =Y 9i(t)x (). (1.30)
j=1

Dabei sind die Koeffizienten ¢;(t) zeitabhéngige Funktionen. Wir setzen (1.30) in (1.27)
ein und erhalten

t M
/0 /Fk:(Hm —yll,t—1) Zgoj(r)xj(y) dl'y dr = g(z,t), z €T, t>0.
j=1
Nach Umordnung der Terme ergibt sich

ji:/ot </F k(lz =yl t = 7)x;(y) dFy> @i(1) AT = g(z, ). (1.31)

Wir machten bereits deutlich, dass wir zur Zeitdiskretisierung die Faltungsquadraturme-
thode, siehe Abschnitt 1.2, nutzen wollen. Dazu fiihren wir das Zeitgitter jAt mit der
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Zeitschrittweite At und j = 0,..., N = T/At > 0 ein. Die Faltungsquadraturmethode
iiberfithrt (1.31) mit g, = g(x,t,) in

ZZW (V. x3) @i(te) = gn- (1.32)

7j=1/¢=0

Die Groien weAt (V, x;) stellen Faltungsquadraturgewichte dar. Sie stammen aus der Dis-
kretisierung des Einfachschichtpotentials. Aufgrund der Approximation (1.32) erhalten
wir als Residuum

E(z,tn) = Zan ¢ Vo x5) 95 (te) — gn().

/=0 j=1

Die Grundidee der Kollokationsmethode besteht nun in der Forderung, dass E(z,t,) fiir
die Menge der Kollokationspunkte mf , k=1,..., M, verschwindet. Da die Anzahl der
Kollokationspunkte mf und der Koeffizienten ¢; tibereinstimmt, ergibt sich das diskre-
tisierte Einfachschichtpotential als quadratische Matrix. Wir erhalten insgesamt

n
VOQOn =9n — Z VZ‘Pn—Z?
/=1

wobei die einzelnen Vektoren und Matrizen die folgende Gestalt besitzen:

ViD= (o (V) @), 9 = antal), @) = st
Die mit dem Kollokationsverfahren verbundene Systemmatrix Vg ist vollbesetzt und

nicht symmetrisch.

Im Gegensatz zum Kollokationsverfahren, bei dem E(x,t,) an bestimmten Kollokations-
punkten verschwindet, wird bei Galerkin-Methoden verlangt, dass das Residuum ortho-
gonal auf gewissen Testfunktion y;, j = 1,..., M, steht. Die Testfunktionen erfiillen
daher

<E’Xj>r . /FE(SU’tn)Xj(m) dr = 0.
Demzufolge ergibt sich zum Zeitpunkt ¢, = nAt das vollstindig diskrete System

n
VU‘pn =4y — Z Vftion—@
/=1

WObei hier
‘ré 7.7) = <Xk»w£ t (V,X,])> 9 g7(~;]) . <X]7 7l>7 gi?) : ]( n)

gilt. Die Wahl der Testfunktionen fiithrt auch in diesem Fall zu einem quadratischen Sys-
tem, deren Systemmatrix wiederum vollbesetzt ist, diesmal jedoch symmetrische Gestalt
besitzt.
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In dieser Arbeit werden wir auf die Faltungsquadraturmethode zur Zeitdiskretisierung in
Verbindung mit der Galerkin-Randelemente-Diskretisierung zuriickgreifen. Dennoch exis-
tieren daneben weitere Moglichkeiten, die retardierten Randintegrale (1.27) und (1.28)
zu diskretisieren. Diese schlieften Raum-Zeit-Kollokationsmethoden ein. Dabei wahlt man
Basisfunktionen der Art

i, t) = xi(z)py(t), i=1,...,M, j=1,...,N. (1.33)

Die Funktionen x;(x) bilden eine Basis eines Finite-Elemente-Unterraums von H~Y2(T)
und die Funktionen ¢;(¢) sind als Basis auf dem Zeitintervall [0, 7] definiert. Die gesuchte
Funktion ¢ wird durch eine Linearkombination der Basis,

M N '
SDZt(x?t) = Zzaﬁjw;‘(x’t)? (1.34)

i=1 j=1

approximiert. Die Bestimmung von ¢ aus (1.27) wird schlieflich auf die Bestimmung der
unbekannten Koeffizienten o ; aus den Gleichungen

(V@ZJ(%?,UI;) = g(xf,ti{)

zuriickgefiihrt. Hierbei sind ¢X, k = 1,..., N Zeit- und X, ¢ =1,..., M Raumkolloka-
tionspunkte.

Kollokationsmethoden erfahren aufgrund ihrer einfachen Konstruktion vor allem im In-
genieursbereich grofsen Zuspruch und fithrten zu vielen weiteren Ansétzen; siehe [17, 76].
Fiir diese ist jedoch aufgrund geringer theoretischer Untersuchungen nicht nur die Frage
nach der Konvergenz, sondern vor allem auch nach der Stabilitdt oft nur unzureichend
beantwortet und lediglich fiir spezielle Gebiete geklart; siehe [34]. Die Stabilitdt hingt
entscheidend von der Wahl der Zeit-Basis-Funktionen ¢;(t) und der exakten Auswertung
der Randintegrale, die als Eintrdge der Systemmatrix auftreten, ab. Mit dem Ziel, die
Stabilitat zu erh6éhen, wurden Kollokationsverfahren mit geeigneten Stabilisierungstech-
niken entwickelt; siehe [16, 33, 38].

Zu Kollokationsverfahren stellen Galerkin-Verfahren in Zeit und Ort eine Alternative dar.

Bei dieser Variante wird die Bestimmung der unbekannten Dichtefunktion ¢ aus (1.27)

ausgehend von einer Raum-Zeit-Variationsformulierung — mit (1.33) und der Approxi-

mation (1.34) — auf die Bestimmung der Koeffizienten «; ; aus

M N T T

ZZ%/ /Vz/};(x,T) (@, 7)dT,dr :/ (g, 08pdr, k=1,...,M, t=1,...,N
0.JT 0

i=0 j=0
zuriickgefiihrt.

Durch mathematische Analysen konnten die Stabilitéit und die Konvergenz von Galerkin-
Approximationen in Raum und Zeit der Randintegrale (1.27) und (1.28) zunéchst fiir
glatte, abgeschlossene Riander auf ein theoretisches Fundament gestellt werden; siehe |6,
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51]. Die Stabilitét steht auch hier in engem Zusammenhang mit der genauen Auswertung
der auftretenden Integrale. Im Bereich der Akustik fanden diese Ideen in der Behandlung
von Streuproblemen in besonderem Mafe Anwendung; siehe [37, 42, 50, 52].

Ein aktueller Forschungsgegenstand beschéftigt sich damit, die Auswertung der Eintrége
der aus der Galerkin-Diskretisierung resultierenden Systemmatrix zu vereinfachen. Das
wird in [81] durch die Wahl einer speziellen Zeit-Basis, bestehend aus glatten Basisfunk-
tionen mit kompaktem Tréger, erreicht; siehe auch [82].

Die Diskretisierung der Randintegrale (1.27) und (1.28) mit Hilfe von Kollokations- oder
Galerkin-Verfahren in Raum und Zeit fithrt auf ein System, dessen Losung mit Ge-
samtkosten der Ordnung O(M2N) verbunden ist. Schnelle Losungsstrategien werden
entwickelt mit dem Ziel, diese Kosten zu senken. Wir weisen an dieser Stelle auf den
Plane-Wave-Time-Domain-Algorithmus hin, durch den mit Hilfe einer geeigneten Ent-
wicklung des gesuchten Feldes in ebene Wellen eine Reduktion der Gesamtkosten auf
O(MN log? M) erreicht wird; siehe [40, 41].

1.5 FEM-BEM-Kopplung nach Johnson und Nédélec

Dieser Abschnitt ist der Kopplung von Finiter-Elemente- und Randelementmethode nach
Johnson und Nédélec gewidmet. Als Anwendungsfall, der im Bereich der zeitharmo-
nischen Akustik eine grofe Rolle spielt, soll ein Transmissionsproblem der Helmholtz-
Gleichung dienen.

Dazu betrachten wir fiir u € H! (]Rd \ I‘) die Helmholtz-Gleichung (1.1) in R¢, d = 2, 3,
—Au+s*u=f inRY (1.35)

wobei Res > 0 positiv ist.

Es sei nun der Tréger von f in einem beschrinkten Gebiet Q= mit Lipschitz-Rand
00~ =T vollstandig enthalten. Dann ldsst sich das Ausgangsproblem (1.35) in ein Au-
Renraumproblem

—Au+s2u =0 inQF (1.36)
und ein Innenraumproblem

—Aut +s2ut = f inQ (1.37)
teilen. Auf dem Rand T stellen wir die Transmissionsbedingungen

Yo u' = g u® und 5 v’ = (1.38)
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die die beiden separaten Teilprobleme koppelt. Die Losung u des Ausgangsproblems
(1.35) kann mit der Losung der Teilprobleme (1.36) und (1.37) sowie den Transmissions-
bedingungen (1.38) auf dem Rand geméf

ué¢ in QF
u = > . —
' in Q

identifiziert werden. Die Losung des Transmissionsproblems (1.36), (1.37) und (1.38) ist
fir s € C\ R, Res > 0, eindeutig bestimmt; siche [31].

Die Grundidee der FEM-BEM-Kopplungsverfahren besteht darin, das Transmissionspro-
blem mit Hilfe zusétzlicher nicht-lokaler Randbedingungen auf ein Randwertproblem fiir
das Innengebiet 2~ zu reduzieren. Die angesprochenen Randbedingung erhélt man durch
Reduktion des Aukenraumproblems (1.36) auf eine Integralgleichung auf dem Rand. Das
Randwertproblem in 27, das wir auf diese Weise erhalten, kann mit der Finite-Elemente-
Methode gelost werden. Das bestimmt die Losung im Innengebiet und die Cauchy-Daten
auf dem Rand. Die Losung im Aufengebiet kann mit Hilfe geeigneter Darstellungsformeln
erhalten werden.

Der Vorgang der Reduktion des Aufsenraumproblems auf Randintegralgleichungen ist
kein eindeutiger Prozess und somit ergeben sich auch verschiedene Kopplungsverfahren.
Die Kopplungsstrategie von Johnson und Nédélec macht von der direkten Methode, das
heikt von der Darstellung der Losung w in Q1 mit Hilfe der Green-Formel, Gebrauch. Es
ergibt sich

e e a e
w(a) = [ sfu g K (le ol ds, = [ ATt @E(le=yl.s) ds, Vo e
Yy

Durch Einbeziehen der Sprungeigenschaften des Einfach- und Doppelschichtpotentials
aus Lemma 1.5 gelangen wir mit V(s) aus (1.9) und K(s) aus (1.10) zu folgender Rand-
integralgleichung

1
Yo ut = (ZI + IC) yiu® — VA aufT, (1.39)

die eine Beziehung zwischen ’yar u® und X\ := fyf u® herstellt. Unter Beriicksichtigung der
Transmissionsbedingungen geht (1.39) in die Gleichung

<;I - /c) Yu' +VA=0 aufTl

iiber, die wir anschliefend an das Innenraumproblem (1.37) koppeln kénnen. Wir gelan-
gen schliefslich zu folgendem Randwertproblem.
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Bestimme u’ € H' (Q7) und A € H~1/2(T"), sodass
At +2ut=f inQ
ou’
ov
1 :
<2I—IC> You +VA=0 aufl’

gilt.
Die zu (1.40) gehorende schwache Formulierung lautet:

Finde v’ € H' () und A € H~ /2 ("), sodass

a(u',v) — Ny vir = (f,v)g- Vv e I Q)

<w, (;I - /C) ’Yo_u">F +(w, VNr =0 Ywe H'2(T). (1.41)

Dabei bezeichnet a(u,v) die durch

a(u,v) = VuVo + suv dx
-

definierte Bilinearform.

Mit dem Operator A4 : H* (Q~) — (H* (Q_))', (Au)(v) := a(u,v) und dem Funktional
¢: H (Q7) = R, £(v) := (f,v) kénnen wir (1.41) folgendermaRen in Operatorform

schreiben
A =%\ (u\ (¢
Az-K)v% v )\A) \o)°

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dass diese gekoppelte Finite-Elemente-Randele-
mente-Formulierung auf ein nicht-symmetrisches Problem fiihrt.

Die erste theoretische Behandlung dieser auf ein unsymmetrisches System fithrenden
Kopplungsstrategie geht auf die Arbeit [60] von Johnson und Nédélec zuriick, die sich
mit dem Laplace-Problem auseinandersetzt. Der Nachweis der Stabilitdt dieser Methode
ist dabei eng an die Kompaktheit des entsprechenden Doppelschichtpotentials gekniipft.
Diese Eigenschaft setzt das Vorhandensein eines geniigend glatten, etwa eines Ljapunov-
reguldren Randes voraus. Bei Rdndern vom Lipschitz-Typ geht die Kompaktheit jedoch
verloren. Heute weifs man, dass die Stabilitdat des Verfahrens auch im Fall von Lipschitz-
Réndern gewéahrleistet ist. In [83], siehe auch [89], wird der Nachweis fiir das Modellpro-
blem der Yukawa-Gleichung ohne Berufung auf Kompaktheitsargumente erbracht und
das Ergebnis auf die Laplace-Gleichung iibertragen. Diese Erkenntnisse wurden in [44]
genutzt um die Stabilitdt des sogenannten quasisymmetrischen Kopplungsverfahrens von
Bielak und MacCamy, siehe [15], ebenfalls auf Lipschitz-Rénder zu erweitern.
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Kapitel 2

Effiziente Berechnung von
Randintegralgleichungen im
Zeitbereich fiir gedampfte und
ungedampfte Wellen

Lineare partielle Differentialgleichungen hyperbolischen Typs, die bei der mathemati-
schen Beschreibung einer Vielzahl physikalischer Phénomene auftreten, wie der Aus-
breitung oder der Streuung akustischer Wellen in einem rédumlich unbegrenzten Gebiet,
konnen als Randintegralgleichungen im Zeitbereich umformuliert werden und erlauben
so eine bessere numerische Behandlung. In diesem Abschnitt stellen wir eine Moglich-
keit zur effizienten Berechnung numerisch diskretisierter Gleichungen dieser Art vor. Wir
werden einen Algorithmus angeben, mit dessen Hilfe die Wellengleichung gelést werden
kann. Besonderes Augenmerk legen wir dabei darauf, wie bei Langzeitberechnungen eine
Einsparung des Speicherbedarfs erreicht wird, wenn das Huygens-Prinzip nicht gilt.

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Schilderung des zu behandelnden Problems, zeigen,
wie mit Hilfe der Methode der Faltungsquadratur die Semidiskretisierung in der Zeit vor-
genommen wird und motivieren daraus die folgenden Abschnitte. Anschliefsend werden
wir herausarbeiten, ob und wie im Fall nicht-sektorieller Operatoren, siehe Definition 1.7,
eine Approximation der Faltungsgewichte moglich ist. Im darauf folgenden Abschnitt er-
lautern wir die algorithmische Idee zur effizienten Umsetzung der vorangegangenen Er-
kenntnisse. Anhand eines numerischen Beispiels der geddmpften Wellengleichung werden
im abschliefsenden Kapitel die theoretischen Erkenntnisse praktisch illustriert.
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2.1 Problembeschreibung

Um die an einem akustisch weichen Hindernis gestreute Welle zu bestimmen, ist ein dufse-
res Dirichlet-Problem fiir die Wellengleichung mit verschwindenden Anfangsbedingungen
zu losen. Wir betrachten im Folgenden ein solches Szenario. Dazu sei 2 ein beschréanktes
Teilgebiet des R? (d = 2,3) und QF := R%\ Q dessen Komplement. Den gemeinsamen
Lipschitz-Rand bezeichnen wir mit I'. Wir suchen diejenige Funktion u(-,t) € H' (Q), die
der nachstehenden, gegebenenfalls geddmpften, Wellengleichung mit der hier zugunsten
der einfacheren Darstellung des Sachverhaltes als konstant angenommenen Ausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ > 0 und dem Dampfungsfaktor oo > 0 geniigt.

O2u(x,t) + adwu(z,t) — Au(z,t) =0, (z,t) € QT % (0,T), (2.1a)

mit Anfangsbedingungen u(z,0) = dpu (2,0) =0, z¢€QF, (2.1Db)
und Dirichlet-Randbedingung u(x,t) =g (z,t), (z,t)el x(0,T). (2.1c)

Dabei beobachten wir die Welle innerhalb des Zeitintervalls (0,7) mit 7' > 0. Es ist
bekannt, dass die entsprechende Losung u(z,t) existiert und dass diese fiir hinreichend
glatte Funktionen g(-,t) € H'/2 (T') mit der Eigenschaft g(x,t) = 0, falls ¢t < 0, eindeutig
ist; siehe [6, 73].

Da im zweidimensionalen Raum das Huygens-Prinzip unabhéngig vom Vorhandensein
eines Dampfungseffektes nicht gilt, setzen wir in diesem und den folgenden Abschnitten
dieses Kapitels a = 0 im Falle der zweidimensionalen Wellengleichung. Wenn umgekehrt
der dreidimensionale Raum zugrunde liegt, setzen wir o > 0, sodass folglich auch hier
die Giiltigkeit des Huygens-Prinzips verletzt ist.

Wir fithren das Ausgangsproblem (2.1) auf eine Randintegralgleichung zuriick. Dazu
wéhlen wir den Einfachschichtpotentialansatz und erhalten

u(a:,t)z/o /Fk(Hx—yH,t—T)go(y,T) dr, dr, (x,t) € Qt x (0,7),

in Bezug auf die Darstellung der Losung u(z,t). Die Dichte o (-,t) € H-Y2(T') stellt
die gesuchte Grofe dar, wohingegen k (r,t) die Fundamentallosung der Wellengleichung
(2.1a) beschreibt. Sie besitzt folgende Gestalt

H(t=2) d=2
2my 12— 15
k(r,t) = ‘ (22)

—at/2

E (5(t_2)+2\/03t27_r2[1<3 t2—§§)H(t—z)>, d=3.

In diesem Zusammenhang ist §(¢) die Dirac-Delta-Distribution, H (¢) die Heaviside-Funk-
tion und I7(¢) die modifizierte Bessel-Funktion erster Ordnung; siehe [30].

e
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Jede Dichtefunktion ¢ erfiillt die Gleichung (2.1a) mit der Anfangsbedingung (2.1b).
Demzufolge erhalten wir ¢ durch Einsetzen der Randbedingung (2.1¢) und anschliefender
Losung der so erhaltenen Randintegralgleichung

g(w,t):/o /Fk:(||$—y||,t—7')g0(y,7') dl'y dr, (z,t) e I'x (0,T). (2.3)

Wir wenden uns der Zeitdiskretisierung zu. Dazu betrachten wir ein Gitter bestehend
aus dquidistanten Stiitzstellen ¢; = jA¢, wobei j = 0,1,..., N ist und fiir die Zeitschritt-
weite At = T/N > 0 gilt. Im Zuge der Zeitdiskretisierung kommt die im Abschnitt 1.2
eingefiihrte Faltungsquadraturmethode zum FEinsatz. Diese Diskretisierungsmethode ver-

wendet an Stelle der in (2.2) gegebenen Funktion k(r,t) deren Laplace-Transformation
K(r,s) := Zk(r,t), die hier durch

=Ko () fallsd=2
o ZVsZtas

dr

K (r,s) = (2.4)

falls d = 3,

gegeben ist. Die auftretende Funktion Ky (s) stellt die Macdonald-Funktion der Ordnung
null dar; siehe [61].

An dieser Stelle zeigt sich ein Vorteil der gewdhlten Diskretisierungsmethode. Die Funda-
mentallosung im Zeitbereich besitzt vor allem im Fall der ungeddmpften Wellengleichung
eine komplizierte und uniibersichtliche Gestalt, die Distributionen enthélt. Nichtsdesto-
trotz ist ein weitaus komplizierteres Aussehen denkbar, zum Beispiel bei dynamisch vis-
koelastischen oder dynamisch poroelastischen Problemen, oder die Fundamentallésung
ist gar nicht explizit bekannt. Im Gegensatz dazu haben wir es im Laplace-Bereich mit
wesentlich einfacheren analytischen Funktionen zu tun.

Bei Anwendung der Faltungsquadraturmethode auf die Randintegralgleichung (2.3) gilt
es, die unbekannten Dichten gojAt(y) = pA(y,t;), die das zu (2.3) semidiskrete Pendant
l6sen, zu bestimmen. Dieses lautet mit g, (x) := g(z,t,)

Z/ iz —yl) e™(y) dry,  n=0,1,....N, zeTl, (2.5)

und die Gewichtsfunktionen wﬁfj (r) : Rs>o — R sind implizit iiber die erzeugende
Funktion

K (r,p(¢)/At) = ZwAt (2.6)

definiert. Die verwendeten Bezeichnungen stimmen mit denen des Abschnitts 1.2 {iber-
ein.
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Abbildung 2.1: Darstellung ausgewédhlter Vertreter der Gewichtsfunktionen fiir unge-
dampfte (links) und geddmpfte (rechts) Wellengleichung bei Verwendung
verschiedener Mehrschrittverfahren

Die Abbildung2.1 zeigt die Kernfunktion w4y (r) fiir das Beispiel der dreidimensionalen
Wellengleichung. Der Faltungsquadratur liegt das Riickwérts-Euler-Verfahren (BDF1-
Verfahren) beziehungsweise das BDF2-Verfahren zugrunde. In der linken Abbildung ist
jeweils ein Vertreter der Gewichtsfunktionen beziiglich der ungedédmpften Wellenglei-
chung und in der rechten Abbildung der geddmpften Wellengleichung zu sehen. Aus
beiden Abbildungen wird ersichtlich, dass sich die Graphen der Funktionen fiir grofe Ar-
gumente r schnell null ndhern. Darin zeigt sich die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Welle, nach der sie zu einem Zeitpunkt ¢, am Ort rAt noch keine Auswirkungen
zeigt, wenn r > n.

Im Fall der ungedampften Wellengleichung sind die Auswertungen der Gewichtsfunktion
nahe null, wenn rAt im Vergleich zu ¢, geniigend klein ist. Das findet Begriindung in
dem hier vorliegenden Huygens-Prinzip. Die rechte Abbildung verdeutlicht, dass dieses
Prinzip bei der gedampften Wellengleichung nicht gilt. Dennoch wird bereits angedeutet,
dass die beiden Graphen der Gewichtsfunktionen im Fall der geddmpften Wellengleichung
dhnliches Verhalten aufweisen, wenn auch hier rAt im Vergleich zu ¢, geniigend klein
ist.

In der Arbeit [55] wird bei angewendetem BDF2-Verfahren eine Losungsstrategie fiir
die Wellengleichung entwickelt, die bei Giiltigkeit des Huygens-Prinzips angewendet wer-
den kann. Darin wird vorgeschlagen, die Gewichtsfunktionen aufserhalb eines Intervalls
der Lange O (y/nAt) durch null zu approximieren, da die Gewichtsfunktionen dort na-
hezu verschwinden. Auf diese Weise wird eine Einsparung der Speicherkosten und des
Zeitaufwandes erreicht. Im folgenden Kapitel zeigen wir, wie auf dhnliche Weise eine Ap-
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proximation von Gewichtsfunktionen innerhalb entsprechender Teilintervalle moglich ist,
wenn das Huygens-Prinzip versagt.

Wir beschranken uns hier darauf, dass die Faltungsquadratur auf einem A-stabilen Mehr-
schrittverfahren der Riickwértsdifferenzen (BDF-Verfahren) fufst.

2.2 Approximation der Fundamentallosung

In diesem Abschnitt beleuchten wir die Funktionen r — wy,(r) naher.

In den Arbeiten [71] und [74] wurde bereits ein Approximationsresultat fiir den Fall
sektorieller Funktionen K (s), siehe Abschnitt 1.2, gezeigt. Wir zitieren den Satz 4.1 aus
[71]. Dabei bezeichnen w5 die durch (1.19) definierten Gewichte.

Satz 2.1. Es sei K(s) sektoriell im Sinne von Definition 1.7 und K(s) = 2 (k(t)).
Auferdem basiere die Faltungsquadratur auf einem A («)-stabilen linearen Mehrschritt-
verfahren der Ordnung p, wobei o > B mit dem Parameter B aus (1.14). Dann existiert
ein t, sodass fir alle 0 < At <t undn=1,2,...,N =T/At

Wit — At -k (nAt)| < CAPTrP
gilt, wobei die Konstante C nicht von At und n abhdngt.

Das bedeutet, dass die implizit definierten Gewichte wﬁt die skalierte Fundamentallosung
an der Stelle t,,, At-k(t,), mit einer Genauigkeit der Ordnung O(A#?*!) approximieren,
sofern die Laplace-Transformierte von k(t) sektoriell ist.

Wir werden daraus spéter ein vergleichbares Ergebnis fiir die in (2.4) eingefiihrten, nicht-
sektoriellen Funktionen K (r, s) ableiten. Dieses Resultat wird fiir geniigend grofe n giiltig
sein und wurde bereits in |77] vermutet. Im verbleibenden Teil dieses Kapitels gelte in Be-
zug auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1, um die Ausfiihrungen zu vereinfachen.

Bevor wir gezielt die Approximation der Gewichtsfunktionen betrachten, riicken wir die
Untersuchung der Gewichte des Verschiebungsoperators e™*" in den Mittelpunkt. Diese
Gewichte sind durch die erzeugende Funktion

oA = ST A () (2.7)

n
n=0

bestimmt und koénnen als Kurvenintegral

1 e~ 2 P(C)
ALY
Wy, (r) = o jé TR d¢

dargestellt werden. Die Kurve C kann als Kreis mit einem Radius kleiner als eins gewéhlt
werden, der seinen Mittelpunkt im Ursprung der komplexen Ebene hat. Im speziellen Fall,
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dass das Riickwérts-Euler-Verfahren die Basis der Zeitdiskretisierung bildet, das heifét,
wenn p(¢) = 1 —  gilt, lassen sich die Gewichte aus

~ _r 1 T \"
Gt = e 0 (50
berechnen, wohingegen bei Einsatz des BDF2-Verfahrens, hier ist p(¢) = % —2¢ + %CQ,
die Formel
. 1 r \"2 3. 2r
wﬁt(r) = E <TN> e 2atH, ( At) (28)

gilt; siehe [11, 55]. In der letzten Beziehung werden mit H,,(r) die Hermite-Polynome der
Ordnung n bezeichnet. Da die Gewichte &5 (r) in diesem Kapitel eine besondere Rolle
spielen, beginnen wir damit, wesentliche Eigenschaften zu zeigen.

Lemma 2.2. FEs seien At >0, e >0, und k = 1.086435--- sowie

1
Ine = [0, LW (—e(akl—p)P/"N,
wobei p = 1,2 die Ordnung des zugrunde liegenden BDF-Verfahrens beschreibt. Weiterhin
bezeichne W den Hauptast der Lambert-W - Funktion; siehe [27].
Dann gilt
(a) Fiir allen > 1
G2t ()| <e Vre ..

(b) Fiir alle r >0

o) 1/p
<Z |@$t<r>|p> <L
n=0

Bemerkung. Im speziellen Fall, dass das BDF2-Verfahren verwendet wird, ist ein zu
(a) vergleichbares Resultat in [55] abgeleitet worden.

Beweis. Um eine Abschéatzung fiir den Betrag der Gewichte zu erhalten, nutzen wir
die Schranke ¢**/227/2\/nlk fiir Hermite-Polynome n-ter Ordnung, H,(z), die in (2.8)
auftreten; siehe [3, 22.14.17|. Dabei ist k£ = 1.086435- - - . Es ergibt sich

1 /7r\n _»r
OAt (NP < p(p—1) = v
@AM < Wh= () e, (2.9)

woraus unmittelbar die Aussage (b) folgt.

Als niichstes wenden wir die fiir n > 1 giiltige Stirling-Formel n! > (n/e)" - (2mn)'/? auf
(2.9) an und erhalten

Bt (r)] < prmeen) )11 en (f) YAt gt (:e) T e/ ea 1 <
™ n n
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Die letzte Abschéitzung lasst sich zu

—

tie—r/tn < 7(5k1—p)p/n

@

umformulieren und schlieflich unter Zuhilfenahme der Lambert-W-Funktion W (x) nach

r auflosen.
r< —t,W (—1( kl—P)P/“) :

[§]

Damit ist Teil (a) gezeigt. O

Die Lambert-W-Funktion, die in Lemma 2.2 auftaucht, ist eine mehrwertige Funktion. Sie
geniigt der Beziehung x = W(a:)ew(:”). Wenn das Argument reell und positiv ist, so besitzt
W (z) nur einen Funktionswert. Im offenen Intervall (—1/e,0) hat die Funktion jedoch
zwei reellwertige Aste, von denen der Hauptast Funktionswerte innerhalb des Intervalls
(—1,0) liefert. Eine genauere Beschreibung von Theorie und Anwendung ebenso wie einen
historischen Abriss kann man in [27] finden.

Wir zeigen nun, dass die durch (2.6) bestimmten Gewichte w5t(r) die skalierte inver-
se Laplace-Transformation At - k (r,t) der Funktion K (r,s) zu diskreten Zeitpunkten
tn = nAt mit der Fehlerordnung O (AtP*!) approximieren. Néhere Auskunft gibt dies-
beziiglich der nachfolgende Satz. Zuvor geben wir noch ein Lemma, dessen Aussage fiir
die spatere Beweisfiihrung des Satzes benétigt wird.

Lemma 2.3. Es sei K(s) fir ein B < w/2 analytisch im Sektor |arg(s — ¢)| < w# —
und dort gemaf |K(s)| < M]|s|* beschrinkt. Dann existiert eine eindeutige Funktion
k € C™(Rs), sodass K(s) = (Lk)(s) = [,° e *'k(t)dt und zusitzlich

|k(t)] < C - M1

fiir alle t > 0 gilt.

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass die Funktion k(t) durch die inverse Laplace-Trans-

formation .
k(t) := 2 1“e(erc)tK(s +c¢)ds

mit der Kurve I' = T'{ + 'S + T'$ erkliirt ist, wobei
]_—‘(15 = (Ooei(ﬁ+ﬁl)’ (561(71"'1‘,3/)]71"3 — {56180 . ()0 c [_7r+ﬁ/, W_B/]},I‘g — [56_1(71—_;’_5')’ Ooe_i(ﬂ—'i_ﬁl))
mit 8 < B < /2 und § > 0 gegeben sind.

Wir teilen den Beweis und konzentrieren uns als erstes auf den Fall ;1 > —1. Wir werden
spater auf die Gleichheit

/ ste ds = D(p + 1)+ 1,
0
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die fiir ¢ > 0 gilt, zuriickgreifen; siehe [45, (3.381)]. Beziiglich der ersten Teilkurve erhalten

WITr
ect

o

MC [ / MC
stK ‘ < gt —rtcos(B’),.1u < ct—r 1 -1
/Fﬁe (s4c)ds| <e el ridr <e 37 cos(F7) 1 (p+1)t

und beziiglich der zweiten

ct

MC

™

€
2

3
/ S K (s+c) ds‘ < e ((5““4—(50“)/ gtdeos(e) g < e MO (6H 1 6cH)et?.

Fg —+8
Wir nutzen die Symmetrie der Teilkurven F‘ls und Fg aus, um mit gegen null strebendem
¢ das Erforderliche nachzuweisen.

Wir betrachten nun den Fall y = —1. Mit derselben Kurve I' erhalten wir diesmal fiir
die Teilkurve 'y

ect

M [ —rtcos(8’)
— / e K(s+c) ds‘ < eCt/ . W
27 79 2 Fy

™ r

M o0 -r ]\[
< e / z dr = eCtir(Ov ot COS(BI))’
27 Jst cos(g) T 2m

wobei wir uns im letzten Schritt der unvollstdndigen Gammafunktion bedienten; siehe
[3, 6.5]. Die Behandlung des zweiten Kurvenstiicks erfolgt in Analogie zum Fall p > —1.
Wir wihlen 6 = 1/t und erkennen, dass |k(t)| durch eine von ¢ unabhéngige Konstante
beschrankt ist.

Wir beschlieRen den Beweis mit dem Fall p < —1. Es gilt k(0) = [ K(s) ds und aus
der Cauchy-Integral-Formel folgt, dass die Beziehung k(0) = 0 erfiillt ist, und folglich
ZL(K(t))(s) = sK(s) — k(0) = sK(s) gilt.

Die Aussage des Lemmas sei fiir g 4 1 richtig. Dann ist sie auch fiir g richtig, denn fiir

|K(s)] < M|s|* innerhalb des Sektors |arg(s — ¢)| < 7 — 3 gilt:

t t
ko) =| [ K dr| < ome| [rar] = etnrcr e,
0 0

O

Satz 2.4. Es seienr € (0, D] und k (r,t) die inverse Laplace- Transformation von K (r, s).

AufSerdem sei €K (r,s) analytisch im Sektor |arg(s —c¢)| <7 — 3 , wobei f < w/2 und

¢ > 0, und erfille dort die Ungleichung |e"* K (r,s)| < M(r)-|s|* fir ein p > —p. Weiter-
At

hin bezeichne w; (r) die entsprechenden Faltungsgewichte, wobei der Faltungsquadratur
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ein lineares Mehrschrittverfahren der Rickwdartsdifferenzen der Ordnung p € {1,2} zu-
grunde liegt. Dann existiert ein t, sodass fiir alle0 < At < t und 0 < ¢ < C At HPTmax(0.p)
sowie

J = min {j eN:—jW <—e(sk1 P)p/f) > D/At} (2.10)

und beliebigem 6 > 0 mit t;+ d < T die Ungleichung
‘wﬁt (r)— Atk (r, nAt)‘ < C(é).M(r)AtpH, tn € [ty +96,T], (2.11)
gilt. Die Konstante C() héingt weder von At noch von d oder n ab.

Bemerkung. Diese Aussage stellt eine Erweiterung des Satzes 2.1 in [7}] auf die hier
vorliegende Klasse nicht-sektorieller Funktion K (r,s) dar.

Beweis. Wir werden den Nachweis in zwei Etappen fithren. Wir entwickeln als erstes
eine Gleichung, die eine Verbindung zwischen den Gewichten w5 () und der Funktion
k (r,nAt) herstellt. Als zweites leiten wir die Satzaussage (2.11) ab.

Wir beginnen mit dem ersten Schritt und fithren die Funktion

k(r,t) ==k (r,t +r)

ein, die eine Verschiebung von k(r,t) darstellt. Die Transformation von E(r, t) in den
Laplace-Bereich liefert K (r,s) = ¢"*K(r,s). Unter Berufung auf (2.6) und mit

(29 - S, R (n57) - S (e

PO, N
sowie e~ ar " = Z@ﬁt(r)cn
n=0
erhalten wir deshalb
o o0 o n
A ~ ~A ~A ~
S - (Saroe) (Lato) - X Sat s o
n=0 n=0 n=0
Ein Koeffizientenvergleich fithrt zu
n
= o nEr
7=0

Aufgrund der unterstellten Analytizitit und Beschrinktheit von K(r,s) = ™K (r, s)
innerhalb des Sektors |arg(s — ¢)| < m — 8 diirfen wir an dieser Stelle auf die Aussage
des Satzes 2.1 zuriickgreifen. Das liefert

GEH Y — At k(r,nA) = 6P e (1),
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wobei |€n(7°)| < CM(r)AtP+! gilt, sodass weiter

n—J—1 n

W)= 3 AL ME )+ Y R >{At F(r,jA0) + 67717 (r >}
j=0 j=n—J
n—J—1
= ZJAt G + Z AAt )t 1=pg —I—Atz AAt (r,jAt).
7=0 j=n—J j=n—J

(2.12)

Die Summe wurde in drei Terme geteilt mit dem Ziel, in der Folge jeden Term einzeln
zu betrachten.

Wir riicken zunéchst die letzte der Summen aus (2.12) in das Blickfeld und fiihren eine
Abschneidefunktion x(¢) € C*° (R) ein, die

0 fallst<5
t) = d ) <1
x(®) {1 falls t > ¢ o ()l =

mit der Konstanten § > 0 aus (2.11) erfiillt. Zudem sei f(r,t) durch

XtE r,t) fallst >
Flro1) = OO
0 falls t <

[CIISTY IS

gegeben. Demzufolge gilt fiir alle n mit ¢, — ¢ty > 0 die Beziehung

n

At D DRk (r gAY = At Y @at () (r, jA) x(jAT)

j=n—J J

mit einem Fehlerterm

n—J—1 ‘ n—J—1

J—
Z (r,jAY) At Z ‘E\uﬁtj( )k: (7, ]At)|

j=0 =1

(r)| = At

Nun ziehen wir zum einen mit Verweis auf (2.10) die Aussage (a) des Lemmas 2.2 heran,
die besagt, dass |©2%(r)| < e fiir k¥ > J und r € (0, D], zum anderen nutzen wir aus,

dass die Voraussetzungen an K (r,s) zur Folge haben, dass k(r,t) fiir positive ¢ durch
C - M(r)e’t~1=# beschrinkt ist; siche Lemma 2.3. Damit folgt weiter

n—J—1 n J-1

e(r)| <eat Y |k (rjAt)| <eAt-C-Mr)eT > At T
j=1 j=1 (J
n—J—1
1 At >0
= r)eTe - <eC - M(r)eTlog(3(n —J ’ .
;j i < 20 M(r)eT log(3( >>{T_M, o
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Der letzte Schritt ist eine Konsequenz der Schranke in [45, (0.131)| fiir die harmonische
Summe.

Die Faltungsgewichte @]-At(r) werden von dem Operator e~ "*, siehe (2.7), erzeugt. Da
dieser Operator eine Verschiebung um —r im Zeitbereich bewirkt, schliefen wir aus [73,
Theorem 3.1], dass

ALY B0 (r) f (r,jAL) = Atf(r,nAt — r) + E(r, d)
j=0

mit [£(r,8)| < C(r,8)AtP+!. Die Konstante C(r,d) ist durch C(T) maxe(o,7) |0F" f(r,1)]
beschrankt, wobei C(T') eine nur von T' und m = p+ 2+ p abhéngige Konstante ist. Wir
weisen darauf hin, dass

L0 f(r, )| = [ L f(r, )| < Clo)]s[™

fir alle Res > o > 0. Die letzte Abschitzung gilt, da f(r,-) fiir nichtnegative ¢ eine
Funktion in C*° ist und hochstens polynomiell wéchst. Folglich konnen wir das Lemma 2.3
anwenden, um eine Schranke fiir 9;" f(r, t) zu erhalten:

()] = T f ()] < OM(r)eTsm
tgﬁ]\@t f(r,t)] ter[{;lg%ﬂ\@t flrt)| < CM(r)e

Wir betrachten nun die zweite Summe in (2.12). Dazu verwenden wir die Bezeichnung
(r) =sup{|e;(r)| : j=n—J,...,n}, sodass &(r) < CM(r)AtP™! gilt, und erhalten
1/p

< ‘EN(?“)| Z tj—(ﬂ+1+p)p

n

~ Cu—1—
Z wﬁfj(r)tj o Pes(r)

j=n—J

j=n—J
Dabei zogen wir die Aussage im Teil (b) des Lemmas 2.2 heran. Unter Berticksichtigung
der Annahmen n — J > §/At und p > —p schlussfolgern wir

n

7 B ()t Pey(r)

Jj=n—J

< C(8)M(r) At

Schlieflich schétzen wir die erste Summe aus (2.12) ab. Wir stellen fest, dass als Folge des
Theorems 2.1 in [74] und der Tatsache, dass k(r,t) durch C - M (r)e't—1=# fiir positive
t beschrénkt bleibt, erstens der Betrag der Gewichte @5t(r) fiir positive n durch den
Ausdruck CM (r)Atetr - t;,'~" beschriinkt ist, und zweitens w5t = K(p(0)/At) sofort
| ()| < CM (r)At~# nach sich zieht. Daraus und aus Lemma 2.2, das uns hilft, @4 (r)
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At

Abbildung 2.2: Entwicklung von t;, wenn At — 0 fiir festes T'= 25 und D = 2

abzuschétzen, ergibt sich

—J— n—J—1
Z Gt (@t <e Y |@Rtr)]
n—J—1
< eACM(r)e™ > (jAL) T 4 eCM(r)e T ALH
Jj=1
n—J— 11
<eCM(r)e™ | Y —(jAL) T+ ALH
J=1 J
At 0
< eOM(r)eT (log(3(n — J)) + 1) R
T <0

Fiihrt man die Teilergebnisse der drei Terme in (2.12) zusammen, folgt die Behauptung

(2.11).

Um zu zeigen, wie sich t 7 verdndert, wenn die Schrittweite At gegen null strebt, halten wir
die Zeit bei T' = 25 und den Durchmesser des Gebietes bei D = 2 fest. Die Abbildung 2.2
zeigt die Entwicklung fiir die Riickwartsdifferenzenverfahren der Ordnung eins und zwei.
In beiden Féllen wird ersichtlich, dass ¢; mit fallendem At ebenfalls fallt. Das bedeutet,
dass die Lange des interessierenden Intervalls, in dem die Approximation (2.11) Giiltigkeit
besitzt, wichst. Dieses Verhalten ist eng an die Eigenschaften des Hauptzweiges der
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Lambert-W-Funktion gekniipft, die monoton gegen —1 strebt, wenn ihr Argument gegen
—1/e geht. Das hat zur Folge, dass t; — D, falls At — 0.

Als néchstes zeigen wir, dass die Voraussetzungen des Satzes 2.4 von den Kernfunktionen
der Wellengleichung in zwei und drei Raumdimensionen, siche (2.2), und der jeweiligen
Laplace-Transformation, siehe (2.4), erfiillt werden.

Lemma 2.5. Fir jedes a > 0 und r > 0 gilt:
(a) Die Funktion s — €"* (%e—rv 32+°‘5) ist in der Schlitzebene C\ (—o0, 0] analytisch

und es existiert eine Konstante M,,(c) > 0, sodass mit m = 0,1,... und ¢ > 0 gilt

s fsl = ¢

< Mm(c) {lslm/2

e’'s ( o e—r\/sz—f—as)

rm

. sl <e

(b) Fir jedes 8 > 0 existiert eine Konstante M > 0, sodass mit |arg(s)| < = — 5 und
|s| >0
1
Ko (sr)| < M 4L 108 lsrl <
jsr[ Y2, fsr| > 1

und fir jedes m € N mit einer Konstanten M,, > 0 gilt

|sr|~™,  |sr| <1
< My, |s|™
> m| ’ {|ST‘|_1/2, |87’| > 1.

Beweis. Die Aussage in Teil (a) des Lemmas beziiglich der Analytizitéit folgt aus der
Ungleichung

T8 am
e 5y Koy(sr)

Re (s) < Re (\/ s? + as) ,
die wir zunéchst zeigen.

Wir betrachten die Funktion f(s) := s —v/s2 + as. Die komplexe Ebene sei im Intervall
[—a, 0] geschlitzt, sodass die Funktion f(s) in dem Gebiet C \ [—«,0] analytisch und
einwertig ist. Daraus folgt, dass der Realteil Re (f) harmonisch ist. Da Re (f) — —a/2,
wenn |s| — oo, und Re (f(s)) < 0 fiir alle s € [—«, 0] schliefen wir mit Hilfe des Maxi-
mumprinzips, siehe [5], dass Re (f) < 0.

Die Schranke in Aussage (a) folgt aus der gerade gezeigten Ungleichung mit

—/s2 2
_ erRe(s s2+as) |82 +048|m/

e’s ( am e—r\/32+as>

arm

und der Abschétzung

|s* + Ozs|m/2 <|sI™ (1 + ’(:|) <|s|™ <1 + %)
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im Fall |s| > ¢ > 0 bezichungsweise
|52 +a5|m/2 < (82 + als)™? < (c + a)™/2|s|™/?

im Fall |s| < c.

Wir wenden uns nun Teil (b) zu. Geméf [3| ist die Funktion Kj (z) analytisch in der
entlang der negativen Realteilachse geschlitzten komplexen Ebene. Gleiches gilt infolge-
dessen auch fiir e"*Ky(rs) als Funktion von s.

Wir fiihren den Beweis in Bezug auf die Beschranktheit in zwei Teilen. Es gelte zunéchst
|rs| < 1. Unter Berticksichtigung der Potenzreihenentwicklung fiir Ky (2), |2| < 1, die in
[3, (9.6.13)] zu finden ist, erhalten wir mit der Euler-Konstanten vy = 0.5772157 - - -

ko) = (e () ) X (B) e (2) 2ok

woraus die Schranke in Aussage (b) fiir 0 < |sr| < 1 sowie m = 0 direkt folgt. Fir
m = 1,2,... erhalten wir die Abschitzung, nachdem wir die Potenzreihenentwicklung
gliedweise differenziert haben.

Aus der asymptotischen Entwicklung [3, (9.7.2)]
ooy~ e {1 - L+ GUEY , ENCIC2 )

2:° 82 ' +

8z 2!(82)2

die fiir [2| — oo und |argz| < 37 gilt, schlieken wir

Ko=) =y Blel 27 4 0(1z| /2,

Somit ist |Ko(2)| < const|z|~/2e~R¢* und da Ky(z) in der Schlitzebene analytisch ist,
gelten mit der Cauchy-Integralformel dieselben Schranken, eventuell mit verschiedenen
Konstanten, auch fiir die Ableitungen Kém)(z). Damit ist der Beweis der Aussage (b)

vollstédndig gefiihrt. O

Lemma 2.6. Es sesm =0,1,....
(a) Mit o >0 sei K(r,s) =e "V F9 Dann, gilt

m

ersiK(r, s)

< - |s|™
Gy < M(r)-|s|

innerhalb des Sektors |arg(s)| < m im Falle m = 0 und anderenfalls innerhalb des
Sektors |arg(s — ¢)| < m— B fir jedes 0 < B < w/2 und ¢ > 0.
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(b) Es sei K(r,s) = Ko(sr). Dann gilt

m

e ——K(r,s)

K (r5)| < M) 5|2

innerhalb des Sektors |arg(s — ¢)| < m — B fir jedes 0 < f < w/2 mit ¢ = 0 im
Falle m = 0 und ¢ > 0 anderenfalls.

Die Konstante M(r) hingt in beiden Aussagen von m und im Fall m > 1 auch von ¢ und

B8 ab.

Beweis. Aufgrund der Aussage (a) des Lemmas 2.5 ist offensichtlich auch die Aussage (a)
dieses Lemmas im Fall m = 0 giiltig. Unter Beriicksichtigung, dass innerhalb des Sektors
|arg(s — ¢)| < m — (3 die Schranke |s| > o = ¢sin(8) gilt, folgt auch die Behauptung fiir
m > 1.

Wir zeigen als néchstes den zweiten Teil. Der Fall m = 0 folgt ebenfalls aus dem Lem-
ma 2.5, diesmal vom Teil (b), und aus der Ungleichung 1 4 log(1/z) < 2z~/2, die von
allen positiven z erfiillt wird.

Es sei nun m € N. Der Fall |sr| > 1 wird aus dem Lemma 2.5 ersichtlich. Wir betrachten
deshalb den Fall |sr| < 1 und stellen fest, dass innerhalb dieses Bereiches |s| > r gilt,
wenn |s| > 1. Weiterhin gilt im Sektor |arg(s — ¢)| < 7 — 8, dass |s| > o = ¢sin(f). Die
Aussage (b) folgt dann aus Lemma 2.5 und aus

P — r—m|5’m—1/2|8|—m+1/2 < |8|m—1/2 T—ma.—m—f—l/Z o< |$| <1
- T_2m+1/2 ‘S‘ > 1.

Die Konstante M (r) kann als Maximum der Werte =g~ "+1/2 p=2m+1/2 gowic r—1/2
gewihlt werden. Damit ist der Beweis erbracht. O

Wir zeigten, dass die Gewichtsfunktionen w5 (1), die durch die erzeugende Funktion (2.6)
des nicht-sektoriellen Operators K definiert sind, fiir geniigend grofse Indizes n eine ge-
eignete Approximation der skalierten Fundamentallésung im Zeitbereich zum Zeitpunkt
t, darstellen. Aufserdem wiesen wir nach, dass das insbesondere auf die Operatoren (2.4)
zutrifft. Das folgende Korollar gibt dariiber Auskunft, dass im speziellen Fall der Wellen-
gleichung eine &hnliche Approximationseigenschaft auch fiir die rdumlichen Ableitungen
der Gewichte Giiltigkeit besitzt. Dabei wird dieselbe Konvergenzordnung erreicht.

Korollar 2.7. Firr € (0,D], § >0, t,, € (t;+0,T], wobei J die im Satz2.4 definierte
Grifse ist, gilt mit u = m unter den Voraussetzungen des Satzes 2.4 das Folgende:

(a) Fir K(r,s) = Lk = Ky(sr)

9m At 9m
_ g — — < P+1'
. wit(r) — At k(r,nAt) C(r,6)At
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(b) Fir K(r,s) = Lk =e V05 /p >0,

8874’“ [rwﬁt(r)] — At - ;ﬂm [dEk(r,nAt)]| < C(r, 5)Atp+1‘

Die Konstante C(r, ) ist durch C(0)(1+|logr|) im zweidimensionalen Fall und durch die
Konstante C(6) im dreidimensionalen Fall beschrinkt. Im letzteren Fall existiert keine
Abhdngigkeit von r.

2.3 Algorithmische Aspekte

In diesem Kapitel werden wir die algorithmische Umsetzung ins Blickfeld riicken. Im Ab-
schnitt 2.3.1 werden wir beleuchten, wie wir von den Erkenntnissen des vorhergehenden
Abschnitts profitieren konnen. Dazu werden wir eine Interpolationsstrategie vorstellen,
mit deren Hilfe die Kosten in Bezug auf Speicherbedarf und Berechnungsaufwand ge-
senkt werden konnen. Daraufhin wenden wir uns im Abschnitt 2.3.2 der algorithmischen
Umsetzung zu. Wir werden zeigen, wie die Interpolationsstrategie mit dem rekursiven Al-
gorithmus aus [8], siche auch Abschnitt 1.3, verbunden werden kann. Im letzten Abschnitt
werden wir in Hinblick auf die Reduzierung der Speicherbelastung bei Langzeitberech-
nungen beschreiben, wie die Idee der Interpolation der Gewichtsfunktionen mit dem auf
unseren Sachverhalt angepassten schnellen Faltungsalgorithmus, der von Schédle et al.
in [84, 85, 86] entwickelt wurde, verkniipft werden kann.

2.3.1 Interpolation der Gewichtsfunktionen

Wir betrachten das einfithrende Beispiel (2.1). Im vorangegangenen Abschnitt zeigten
wir, dass fiir einen festen Zeitpunkt ¢,,, wobei n > J fiir gewisse J > D/At, die in (2.6)
definierten Kernfunktionen w2¥(r) die skalierte Fundamentallssung im Zeitbereich ap-
proximieren. Das Korollar 2.7 besagt zudem, dass ein dhnliches Ergebnis mit derselben
Konvergenzordnung auch fiir die rdumlichen Ableitungen der Gewichtsfunktionen gilt.
Das bedeutet zugleich, dass die raumlichen Ableitungen von k(r,t,) eine Schranke fiir
die rdumlichen Ableitungen der Gewichtsfunktionen wA*(r) darstellen, wenn wir unter-
stellen, dass t, gentigend grofer als r ist. Da k(r,t) fir ¢ > r, das heift, nachdem die
Wellenfront vorbeigezogen ist, sehr glatt ist, kénnen wir sowohl w2(r) als auch k(r,t,)
unter Verwendung nur weniger Interpolationspunkte aus dem Intervall r € [0, D] mit
hoher Genauigkeit im Ort approximieren, sofern ¢, geniligend grofer als D ist. Diese Idee

der Interpolation soll uns nun beschéaftigen.

Wir betrachten dazu einen festen Zeitpunkt ¢; < T'. Es seien ¢ 4 1 voneinander verschie-

dene Interpolationspunkte 73 € [0,diam(I")], k¥ = 0, ..., ¢, zusammen mit den entspre-
At

chenden Auswertungen ry, ; = wj (rr) gegeben. Wir fiithren einen Interpolationsoperator

Z, : C ([0,diam (T')]) — Py ein, der eine auf dem Intervall [0, diam (T')] stetige Funktion
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auf ein Polynom vom Grad ¢ abbildet. Dieses Polynom interpoliere w;(r) an den Stellen
r,. Genauer definieren wir

q
(Zgwf) (r) =D hon - be(r), (2.13)

k=0
wobei £i(r), k =0, ...,q, die interpolierenden Polynome beschreibt. Bei der numerischen

Umsetzung werden wir Lagrange-Polynome verwenden, die durch
n
G = 1] | :]__:kk
k=0,k#j
gegeben sind.

Wir betrachten nun die diskrete Faltung (2.5) und wenden darauf den Operator (2.13)
an. Es ergibt sich

Z / Az =yl () dr, ~Z / T (e — ol (y) dr
—Z/Ek |z —yl) Zﬂkn JSDJ dry
k=0

q

Z Z“km—j@ft(-) (z), (2.14)

wobel

Teo(a /zk Iz — () d

Der Vorteil dieser Herangehensweise zeigt sich darin, dass wir, anstatt alle Operatoren
W o= [rwi(llz —yl)e(y) ATy, j > J, abspeichern zu miissen, lediglich die dazu-
gehorigen Koeffizienten und weitere ¢ + 1 Operatoren bendtigen. Da ¢ klein ist, kann
auf diese Weise eine signifikante Einsparung der Speicherkosten erreicht werden. Wir
bemerken abschliefend, dass die innere Summe iiber j in (2.14) mit Hilfe der schnellen
Fourier-Transformation effizient ausgewertet werden kann.

2.3.2 Algorithmische Umsetzung
Wir betrachten das zeitdiskrete Problem (2.5), dem die unbekannten Gréfen ¢4t mit

n =0,..., N geniigen miissen. Die dem linearen System zugeordnete Systemmatrix be-
sitzt die Gestalt einer unteren Dreiecks-Toeplitz-Matrix, deren erste Spalte durch den
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Vektor aus Faltungsgewichten (W, WAL ... WEHT gegeben ist. In unserem Fall sind
die Faltungsgewichte Randintegraloperatoren WAt : H=1/2(I') — H'/2(I') und durch

(W) (2) = [ wfl(lle —yl)e(w) drye  w €T,
T

definiert.

Zur Losung des unteren Dreiecks-Toeplitz-Systems werden wir den in [57] eingefiihr-
ten und in [8] weiter modifizierten rekursiven Algorithmus heranziehen; siehe auch Ab-
schnitt 1.3. Unser Losungsalgorithmus besitzt dann eine Komplexitat von O(N log? N )
und verwendet ausschlieftlich die Kernfunktionen im Laplace-Bereich. Dariiber hinaus ist
lediglich der Operator WOAt zu invertieren.

Wir werden nun darlegen, wie der Interpolationsansatz mit dem rekursiven Algorithmus
vereinbart werden kann. Das zeitdiskrete System (2.5) sei Ausgangspunkt der Uberle-
gungen. Wir unterstellen, dass die Kernfunktionen w3*(r) des Integraloperators W2¢ fiir
n > J bei Verwendung weniger Interpolationspolynome ¢, k = 0,1...,q, mit hoher Ge-
nauigkeit interpoliert werden kénnen. Da die n-te untere Diagonale der Toeplitz-Matrix
durch WnAt beschrieben wird, befinden sich alle Kerne, die wir durch eine Interpolation
ersetzen wollen, unterhalb der J-ten unteren Diagonale. Die Losung des Systems (2.5)
folgt dann den nachfolgend beschriebenen Ideen, die in Abbildung 2.3 grafisch aufbereitet
sind.

Fa

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der rekursiven Losungsstrategie
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Das Problem (2.5) lautet

Loqegn—ZWnAtjgoj, n=20,1,...,N, t,=nAt.
7=0

Wir teilen das Problem in zwei Teilprobleme, die wir mit P; und P, bezeichnen. Diese
Teilprobleme sind von der Gestalt

N
P Lose ZWNJ@J =g, firn=0,1,..., {2J

n
PQ . Lose Z WAt]SDJ =gn — Up fir n = \‘J +1,7N
=5+
5]

mit v, = Z WAt]goj .
j=0

Die Teilprobleme P; und P> sind das Ergebnis der Halbierung des gesamten Problems
(2.5). Die gestrichelt dargestellte Linie in Abbildung 2.3 deutet die J-te untere Diagonale
der Systemmatrix an, sodass sich die Faltungsgewichte, deren Kern wir zu interpolieren
beabsichtigen, im linken unteren Dreieck befinden.

Wir nehmen an dieser Stelle an, dass das Teilproblem P; bereits gelost wurde und infolge-
dessen die Dichten cijt, j=0,...,]N/2], bekannt sind. Die Losung dieses Teilproblems
kann in rekursiver Form erfolgen, indem der Algorithmus aus [8] in unverénderter Weise
angewandt wird. Ist auch die rechte Seite g, —v,, n = | N/2|+1,..., N, berechnet, kann
das Teilproblem P, auf die gleiche Art gelost werden. Zur Berechnung von v, ist eine
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix u in Abbildung 2.3 nétig. Wir weisen darauf
hin, dass einerseits der Block ¢, das heiftt der rechte obere Teil der Matrix u, bereits be-
rechnet wurde, als wir das Teilproblem P; 16sten. Folglich konnen wir bei der Berechnung
der rechten Seite auf diesen Block zuriickgreifen. Andererseits befinden sich im verblei-
benden L-férmigen Teil des Matrixblockes u der Abbildung 2.3 einzig Operatoren WjAt,
fiir die j grofer ist als J, sodass wir von der Interpolationsidee des Abschnitts2.3.1 pro-
fitieren kénnen. Das bedeutet insgesamt, dass wir in der Lage sind, v,, ohne Berechnung
weiterer Operatoren zu bestimmen, vorausgesetzt, dass die Operatoren I, k= 0,...,q,
aus (2.14) schon vorliegen.

Sollen grofsere Probleme behandelt werden, ist, schematisch gesprochen, der Abbildung 2.3
ein weiterer Dreiecksblock P anzufiigen, der wiederum rekursiv geldst werden kann, wo-
bei die rechte Seite erncut nur mit Hilfe des bekannten Blockes ¢ und Operatoren WJ-At
mit j > J berechnet wird.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die dargelegte algorithmische Idee in Hinblick auf die
Losung des in Abschnitt 2.4 zu besprechenden numerischen Beispiels noch nicht optimal
ist. Es spricht nichts dagegen, bereits die im Teilproblem P; auftretenden Operatoren
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WjAt mit j > J zu interpolieren. Um die Implementierung einfach zu halten, verzichte-
ten wir bei unserem numerischen Experiment auf die Approximation der Operatoren in
diesem Teilproblem. Dementsprechend macht sich der Interpolationsgedanke nicht zum

Zeitpunkt ¢, sondern erst zu einem spéteren Zeitpunkt bemerkbar.

2.3.3 Anmerkungen zur Anwendung des schnellen Faltungsalgorithmus

Der Algorithmus, den wir im Abschnitt 2.3.2 beschrieben, besitzt die Berechnungen be-
treffend eine Komplexitéit von O(N log? N) und den Speicherbedarf betreffend eine Kom-
plexitét von O(N). Letzterer ist unter dem Gesichtspunkt von Langzeitberechnungen
nicht optimal. Verbesserungen kénnen, sofern anzuwenden, durch den schnellen Faltungs-
algorithmus von Schédle et al., siehe [84, 85, 86| erreicht werden. Er benétigt, im Gegen-
satz zum Algorithmus aus Abschnitt 2.3.2, lediglich O(log N) aktiven Speicher. Obwohl
der schnelle Faltungsalgorithmus im hier vorliegenden Fall nicht-sektorieller Operatoren
nicht direkt eingesetzt werden kann, besagt der Satz 2.4, dass wir zumindest fiir spatere
Zeitpunkte von ihm Gebrauch machen kénnen. Obwohl diese Verbesserung unseres Algo-
rithmus bei der Implementierung nicht beriicksichtigt wurde, wollen wir die Gelegenheit
nutzen und ein paar Hinweise geben, wie sich dieses Verfahren in unser Problem einfiigen
l&sst.

Der schnelle Faltungsalgorithmus ist kein neues Quadraturverfahren zur Berechnung von
Faltungsintegralen, aber ein raffinierter Algorithmus zur schnellen und Speicherplatz spa-
renden Berechnung von Faltungsquadraturen. Er beruht darauf, dass die Faltungsgewich-
te mit Hilfe der Formel der inversen Laplace-Transformation iiber eine hyperbelformige
Kurve ~, die sich in die linke Hélfte der komplexen Ebene erstreckt, effizient berechnet
werden konnen. Der Satz 2.4 erlaubt es, die Gewichte ijt(r) fiir j > J durch

wrt(r) ~ At - k(r,tj) = ﬂ

; — / G K (r, s) ds

.
zu ersetzen. Da sowohl e*” K (r, s) ein sektorieller Operator ist als auch ¢; > r gilt, kann die
inverse Laplace-Transformation iiber eine hyperbelférmige Kurve, wie in [69] beschrieben,
effizient berechnet werden.

Diese Ersetzung hat zur Folge, dass Summen der Form, siehe (2.15),

/es(t"—j_r)eSTK(r, s) ds <pj-At = 1/65(75"_“4)}?(7"7 )P (ty,5) ds  (2.16)
¥ Y

27

b At
27l
j=a

auftreten. Hierbei wurde die verkiirzende Schreibweise

b
1/1At(tb, s) = At Z es(f/b—tj)(pjm

j=a
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genutzt. Die damit vergleichbare Grofe im origindren schnellen Faltungsalgorithmus aus
[84] erhilt man dort durch das Losen der Differentialgleichung ¢ = s1) + ¢(t) mit Hilfe
eines linearen Mehrschrittverfahrens. Aufgrund der Ersetzung der Gewichte durch die
Fundamentallsung im Zeitbereich verlieren wir diese Verbindung. Dennoch ist es mog-
lich, 1®t als Approximation der obigen Differentialgleichung aufzufassen. Wichtiger ist
jedoch, dass wir ¢ {iber die Zeitschrittformel

PP (i1, 5) = e MR (1, 5) + AtSDbA—ﬁl

gewinnen koénnen.

Der schnelle Faltungsalgorithmus aus [84] kann nun auf die Berechnung von (2.16) ange-
wendet werden; man vergleiche die Gleichung (4.1) in [84] mit (2.16).

Wir weisen darauf hin, dass signifikante Verbesserungen erst erreicht werden, wenn
N > J, da der schnelle Faltungsalgorithmus nur fiir Zeitpunkte grofer als ty, mit J
aus Satz 2.4, Anwendung findet. H&alt man At > 0 fest und ldsst N — oo streben, so
werden auch hier insbesondere bei Langzeitberechnungen als Konsequenz des schnellen
Faltungsalgorithmus die Speicheranforderungen auf O(log N) reduziert.

Wir machen aufserdem darauf aufmerksam, dass die Methode der schnellen Faltung ohne
weiteres mit der Interpolationsstrategie verbunden werden kann. In diesem Fall reicht es
aus, (2.16) an den Interpolationsstellen r auszuwerten.

2.4 Numerisches Beispiel

Dieser Abschnitt ist der numerischen Illustration der theoretischen Erkenntnisse der vo-
rangegangenen Abschnitte dieses Kapitels gewidmet. Das Ausgangsproblem (2.1) bildet
die Grundlage dieser Experimente. Wir werden im Abschnitt 2.4.1 zunéchst mit der Un-
tersuchung der Konvergenzeigenschaft des Approximationsfehlers |w2(r) — At-k(r, nAt)|
fiir At — 0 beginnen, um die im Satz 2.4 ausgewiesene Konvergenzrate zu bestatigen. Im
Anschluss werden wir im Abschnitt 2.4.2 ein umfangreicheres numerisches Experiment
durchfiihren. Es soll die Wirksamkeit der entwickelten Interpolationsstrategie unterstrei-
chen.

2.4.1 Approximationseigenschaft der Gewichtsfunktionen

Wir wollen die Aussage des Satzes 2.4 bestétigen. Dazu betrachten wir das Problem (2.1)
im dreidimensionalen Raum, setzen den Dampfungsparameter o« = 2 und wéhlen fiir
die Ausbreitungsgschwindigkeit ¢ = 1. Wir sind daran interessiert, die Gewichtsfunk-

tionen w5(r) aus (2.6) und die Fundamentallosung im Zeitbereich k(r,t) aus (2.2) zu
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Abbildung 2.4: Fehler |wit(1) — At - k(1,t,)| fiir t, = 4 aufgetragen gegen At fiir die
rdumlich dreidimensionale Wellengleichung mit Dampfungsfaktor o = 2
fiir verschiedene Mehrschrittverfahren

vergleichen. Die Gewichtsfunktionen sind durch das Kurvenintegral

1 1 e 2 VPO +altp(Q)

At _ = -
o (r) = 271 Jo Anr ¢l d

gegeben. In diesem Zusammenhang beschreibt die Kurve C' einen Kreis in der komplexen
Ebene, der seinen Mittelpunkt im Ursprung hat und einen Radius kleiner als eins besitzt.
Die Funktion p(¢) fithrten wir im Abschnitt 1.2 ein. Sie ist der Quotient der erzeugen-
den Polynome des Mehrschrittverfahrens, auf dem die Zeitdiskretisierung basiert. Die
Gewichtsfunktionen kénnen durch Anwenden der Trapezregel numerisch approximiert
werden. Wir verweisen dazu auf [73].

Um nun die Konvergenzeigenschaft fiir At — 0 zu sehen, setzen wir » = 1 und halten
die Zeit bei t = nAt = 4 fest. Der absolute Fehler |w2t(r) — At - k(r,nAt)|, der aufgrund
der Approximation gemacht wird, wird in der Abbildung2.4 gegen At aufgetragen.

Die Abbildung 2.4 zeigt die Auswertung bei Verwendung der Riickwértsdifferenzenfor-
meln der Ordnung eins und zwei. Die numerischen Resultate bestétigen die Aussage
des Satzes?2.4. Es ist zu erkennen, dass die Konvergenzrate AtPT! betrigt, wenn ein
BDF-Verfahren der Ordnung p zugrunde liegt. Zum Vergleich wurden diese Raten als ge-
punktete Linien ebenfalls in das Diagramm integriert. Dartiber hinaus wird deutlich, dass
bei Anwendung des BDF1-Verfahrens die asymptotische Konvergenzrate eher erreicht
wird als bei dem BDF2-Verfahren, bei dem wiederum ein schnellerer praasymptotischer
Bereich zu existieren scheint.
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2.4.2 Ein Langzeitexperiment

Es folgt ein numerisches Experiment im dreidimensionalen Raum, dem das Problem (2.1)
zugrunde liegt. Dazu sei I' die Einheitskugel, das heift I' = §* = {2 € R® : ||z = 1}.
Der Einfachheit halber nehmen wir fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ¢ = 1
an. Nachdem wir einen Einfachschichtpotentialansatz gemacht und die Randbedingung
eingesetzt haben, besteht das Problem darin, die unbekannte Grofe ¢(z,t) aus der Inte-
gralgleichung

g(a:,t)z/o /Fk(||x—y||,t—7')<p(y,7') dr, dr, (#,t) €T x (0,7),  (2.17)

mit k(r,t) aus (2.2), zu bestimmen.

In Hinblick auf das numerische Experiment sei die rechte Seite g(x,t) dergestalt, dass sie
einen in der Zeit und im Ort separablen Ausdruck der Form g(z,t) = g(t)e(z) darstellt.
Hierbei ist e(z) eine Eigenfunktion des Einfachschichtpotentials V(s), das wir in (1.9)
einfiihrten. Wie in [11] ausgefithrt wird, erlaubt es diese Wahl, das Ausgangsproblem
(2.17) auf ein Problem zuriickzufithren, dass nur von der Zeitvariablen abhéngt, da auf
diese Weise auch die Losung ein separabler Ausdruck der Art ¢(z,t) = (t)e(x) ist.
Die einfachste Moglichkeit besteht darin, g(z,t) fiir einen festen Zeitpunkt konstant zu
withlen. Wir setzen speziell g(t) = sin’(t) und e(r) = 2/7Yy = 1, wobei Yy die Kugel-
flachenfunktion vom Grad null und der Ordnung null und somit eine Eigenfunktion des
Einfachschichtpotentials darstellt; siche [62, 78§].

Schlieflich treffen wir in Bezug auf den Dampfungsfaktor die Wahl a@ = 2 und verwen-
den die Zeitschrittweite At = 0.1 bei der Zeitdiskretisierung des Zeitintervalls [0, 25],
innerhalb dessen wir die Losung suchen.

Mit diesem Experiment wollen wir den Einfluss auf die Losung untersuchen, wenn wir
die aus der Interpolation der Kernfunktionen der Gewichte resultierenden gestorten Fal-
tungsgewichte anstelle der originalen Faltungsgewichte verwenden.

Bei diesem Experiment bilden die Rickwartsdifferenzenformeln der Ordnung zwei die
Grundlage der Zeitdiskretisierung und die Grofe € des Lemmas 2.2 betrage 1076, Wir hal-
ten zudem fest, dass das Gebiet einen Durchmesser von zwei aufweist. Aus der Bedingung
(2.10) folgt somit J = 62. Wir verwenden die Lagrange-Interpolation mit Chebyshev-
Knoten der zweiten Art. Die Interpolationspolynome wahlen wir so, dass sie den Grad
q = 6 beziehungsweise den Grad ¢ = 10 besitzen. Infolgedessen sind die Operatoren
I}, und die Interpolationskoeffizienten ry ; fiir j = J+1,...,N und k = 0,1,...,q zu
berechnen; siehe auch (2.14).

Obwohl die Losung dieses einfach strukturierten Problems auch ohne Diskretisierung des
Raums erfolgen kann, verwendeten wir die Galerkin-Randelementmethode mit stiickweise
konstanten Basisfunktionen zur Diskretisierung, um unseren Algorithmus zu testen. Die
aus der Diskretisierung der Operatoren stammenden Matrizen wurden mit Unterstiitzung
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Abbildung 2.5: Langzeitexperiment der rdumlich dreidimensionalen Wellengleichung mit
a =2 und At = 0.1: Absoluter Fehler | (x,t) — &(x,t)]

der HLIBpro-Bibliothek von Ronald Kriemann, siehe [63, 64|, nicht nur im H-Matrix-
Format berechnet, sondern auch gespeichert.

Die hierarchischen Matrizen wurden in [53] eingefiihrt. Sie erlauben die Darstellung der
hier auftretenden Matrizen in einem datenschwachen Format. Des Weiteren kénnen Ma-
trixoperationen wie etwa die Matrix-Vektor-Multiplikation mit fast linearem Aufwand
ausgefiihrt werden. Einen Uberblick iiber dieses Gebiet geben die Arbeiten [18] und [54];
siehe auch [46].

Die Berechnung der Matrizen wurde parallel ausgefiihrt.

Die Abbildung 2.5 zeigt den absoluten Fehler |o®(z,t) — @(x, t)| fiir ein festes z € T und
fiir verschiedene Anzahlen ¢ von Interpolationspunkten. Wir bezeichnen mit @At(x, t) die
diskrete Losung, die wir bei Verwendung der originalen Faltungsquadratur und mit ¢(x, t)
die Losung, die wir nach Approximation der Gewichte durch die Interpolationsstrategie
erhielten.

Wir weisen darauf hin, dass die rechte Seite so konstruiert wurde, dass die Losung fiir
einen festen Zeitpunkt konstant ist und demzufolge der ausgewiesene Fehler fiir alle x
auf dem Rand der Kugel vergleichbar ist.

Die Implementierung erfolgte in Anlehnung an den im Abschnitt 2.3.2 vorgestellten Algo-
rithmus. Bei der numerischen Umsetzung approximierten wir die Gewichte zu den Zeiten
t > 13. Das hat zur Folge, dass der Fehler | (z,t) — @(x,t)| fiir ¢ < 13 verschwin-
det und ein Unterschied in der Genauigkeit erst fiir ¢ > 13 deutlich wird. Die grafische
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Darstellung deutet darauf hin, dass in diesem Experiment kein signifikanter Anstieg des
Fehlers bei fortschreitender Zeit zu beobachten ist.

In diesem konkreten Experiment sind wir in der Lage gewesen, im Vergleich zur Verwen-
dung der originalen Gewichte, bei Einsatz einer Interpolation vom Grad 6 und vom Grad
10 eine Zeitersparnis von 51% beziehungsweise 49% der CPU-Zeit zu erreichen. Werden
laingere Rechnungen ausgefiihrt, sind weitere Einsparungen zu erwarten.

Die Abbildung 2.5 unterstreicht die Méglichkeit der Umsetzung dieser Interpolationsstra-
tegie. Der vorgestellte Algorithmus ist jedoch nicht auf die hier als Grundlage gewéhlte
Wellengleichung beschrankt. Vielmehr erlaubt dieses Interpolationsverfahren die Anwen-
dung auf eine breitere Klasse linearer hyperbolischer Operatoren, wie sie etwa bei dyna-
misch viskoelastischen oder elektromagnetischen Problemen auftreten, siehe [12], da die
entsprechenden Kernfunktionen eine vergleichbare Gestalt besitzen und die Vorausset-
zungen des Satzes 2.4 erfiillen.
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Kapitel 3

FEM-CQ-BEM-
Kopplungsverfahren zur Losung
von Transmissionsproblemen der

Wellengleichung

Dieser zweite Hauptabschnitt wendet sich der ndherungsweisen Losung von Transmis-
sionsproblemen der Wellengleichung zu. Solche Probleme finden sich iiberwiegend im
Gewand von Streuproblemen, bei denen man sich fiir das gestreute Feld interessiert, das
durch Auftreffen einer einfallenden Welle auf ein Streuobjekt entsteht.

Das gesamte Problem wird dabei, eventuell durch Einfiihren eines kiinstlichen Randes, in
ein Aufsen- und ein Innenraumproblem geteilt. Die Separierung erfolgt derart, dass even-
tuelle Inhomogenitidten oder Nichtlinearitdten im Innengebiet konzentriert sind. Beide
Teilprobleme stehen iiber Transmissionsbedingungen, die auf dem den Teilgebieten ge-
meinsamen Rand gestellt werden, miteinander in Beziehung.

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, eine Strategie zur Losung von Transmissions-
problemen der Wellengleichung zu entwickeln. Dabei werden wir uns bei der Kopplung
des Innenraumproblems an das Aufenraumproblem der gekoppelten Finite-Elemente-
Randelemente-Formulierung bedienen, die auf Johnson und Nédélec zuriickgeht; siehe
[60]. Die wesentlichen Grundziige dieses Verfahrens wurden im Abschnitt 1.5 dargelegt.
FEin Anliegen besteht darin, diese Variante der Kopplung von Finiter und Randelement-
methoden mit unterschiedlichen Zeitdiskretisierungsmethoden fiir die Teilgebiete zu ver-
binden. Insbesondere werden wir uns einem Faltungsquadraturverfahren zur Zeitdiskreti-
sierung im Auftenraum bedienen, siehe Abschnitt 1.2, um N&dherungslésungen der Trans-
missionsprobleme zu berechnen.
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Wir beginnen dieses Kapitel mit dem Abschnitt 3.1, worin wir eine allgemeine Beschrei-
bung derjenigen Transmissionsprobleme geben, die das Ausgangsproblem dieses Kapitels
darstellen. Im Anschluss daran werden wir im Abschnitt 3.2 ein Kopplungsverfahren zur
Losung dieser Transmissionsprobleme entwickeln und diskutieren und diese Losungsstra-
tegie durch eine tiefergehende Analyse auf ein theoretisches Fundament stellen. Zum
Abschluss werden wir dessen praktische Einsatzfihigkeit anhand numerischer Beispiele
illustrieren.

3.1 Problembeschreibung

Im Folgenden betrachten wir Transmissionsprobleme im freien Raum R3, denen die Wel-
lengleichung zugrunde liegt. Wir beschriinken uns dabei aus Griinden der Ubersichtlich-
keit auf ungeddmpfte Wellen. Der angesprochene freie Raum R? wird bei der Behand-
lung des Transmissionsproblems in ein beschrinktes, offenes Innengebiet 2~ und ein
unbeschriinktes, zusammenhingendes Aufengebiet QT geteilt. Der den beiden Teilgebie-
ten gemeinsame Rand I' ist vom Lipschitz-Typ. Die Abbildung1.1 veranschaulicht die
Situation grafisch.

Wir interessieren uns fiir die Entwicklung der Welle innerhalb eines Zeitintervalls [0, 77,
wobei T > 0 einen festen Endzeitpunkt darstellt. Das Ziel besteht darin, eine Funktion
u(-,t) € H'(R3) zu bestimmen, die das allgemeine Problem

1
c(x)?

mit den Anfangsbedingungen u (x,0) = ug(x) und du (z,0) = vo(z), € R3, 15st.

OPu(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) (z,t) € R3 x [0,T] (3.1)

In Bezug auf das auftretende Eingangsdatum gelte f(-,t) € L? (7). Schlieflich bezeichne
c(x) € L®(Q7), c(x) > 0, die eventuell vom Ort abhéngige Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Welle. Die Funktion ¢(z) sei im Aufengebiet Q7 konstant und es gelte zudem

suppug CC 27, suppvg CC Q™ und suppf CCQ,

sodass sowohl die Anfangsdaten ug(z) € HA(Q7) und vo(xz) € HA(Q™) als auch der
Kraftterm f(z,t) jeweils einen kompakten Trager besitzen, der vollstdndig im Innengebiet
Q™ enthalten ist.

Der folgende Satz gibt Auskunft {iber die Losbarkeit des Problems (3.1).

Satz 3.1. Das Problem (3.1) besitzt unter den oben gemachten Annahmen eine eindeu-
tige Losung u(-,t) € H* (R3), falls die durch ||Jvol|3- + ||[Vuoll3- erklirte Energie zum
Zeitpunkt t = 0 beschrinkt ist.

Beweis. Der Nachweis findet sich in [68].
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3.2 Losen von Transmissionsproblemen der
Wellengleichung

In diesem Abschnitt werden wir ein Verfahren zur Losung des Ausgangsproblems (3.2)
entwickeln. Wir werden in den verschiedenen Teilgebieten Q% und Q= unterschiedliche
Zeitdiskretisierungsverfahren verwenden. Insbesondere werden wir im Aufiengebiet ein
Faltungsquadraturverfahren heranziehen, dem wir ein implizites Mehrschrittverfahren
zugrunde legen; sieche Abschnitt 1.2. Im Innenraum werden wir dagegen auf das Leapfrog-
Verfahren zuriickgreifen, welches zu den expliziten Diskretisierungsverfahren zéhlt. Der
Vorzug einer expliziten Methode fiir das Innengebiet begriindet sich nicht allein in ihrer
einfacheren und kostengiinstigeren numerischen Behandlung. Von Vorteil ist dabei auch,
dass gerade bei nichtlinearen Problemen die aufwéndige iterative Berechnung umgan-
gen werden kann. Die Wahl des expliziten Zeitdiskretisierungsverfahrens fithrt, da es nur
bedingt stabil ist, jedoch zur Einschrinkung der Grofe der Zeitschrittweite. Wir sind
deshalb bestrebt, die in QT und Q~ gestellten Probleme weitestgehend separat zu be-
handeln, um den Einsatz verschiedener Zeitschrittweiten zu ermoglichen. Auf diese Weise
kénnen wir die Zeitschrittweite im Aufiengebiet unabhéngig von der im Innengebiet wih-
len. Das wiederum bedeutet in Bezug auf das Faltungsquadraturverfahren eine Ersparnis
der Kosten, da im Vergleich zur Verwendung der kleineren Zeitschrittweite des Innen-
gebietes weniger Faltungsintegrale ausgewertet und weniger Faltungsgewichte berechnet
werden miissen.

Wir besprechen im Abschnitt 3.2.1 die Teilprobleme des Innen- und Aufengebietes und
erliutern die Strategie, mit deren Hilfe wir diese Teilprobleme koppeln. Im folgenden
Abschnitt 3.2.2 gehen wir im Detail auf die Raum-Zeit-Diskretisierung des Kopplungs-
verfahrens ein. Im Anschluss daran diskutieren wir im Abschnitt 3.2.4 die praktische
Umsetzung der Ideen.

3.2.1 Kontinuierliches Problem

Wir betrachten das allgemeine Transmissionsproblem der Wellengleichung
1
[ou] =0 (z,t) €T x [0, T]

[7171‘] =0 (xvt) el'x [OvT]
mit den Anfangsbedingungen u (z,0) = ug(x) und dsu (z,0) = vo(x), = € R3\ I.

In diesem Zusammenhang erinnern wir an den im Abschnitt 1.1 eingefiihrten Sprung
[You] :== 75 u — 7g « und den Normalensprung [yiu] := v, u — v; u.

Aus der Formulierung des Transmissionsproblems (3.2) wird deutlich, dass es sich in
zwei separate Probleme teilen ldsst, die iiber die Transmissionsbedingungen auf dem
gemeinsamen Rand der jeweiligen Teilgebiete miteinander verbunden sind.
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Wir wenden uns zunéchst dem Teilproblem im Innenraum zu. Dieses wird durch

Ofu(z,t)

@? Au(z,t) = f(z,t) (z,t) € Q~ x [0,T]

vy u(z,t) = g% (a,1) (z,t) € T x [0, (3.3)

u(z,0) =wug(x), Ou(z,0)=uv(x) reQ
beschrieben. Hierbei gilt mit der entsprechenden Transmissionsbedingung des Ausgangs-
problems (3.2), dass die Randbedingung geméif g~ (x,t) := v u(z,t) definiert ist. Wenn
wir unterstellen, dass das Neumann-Randdatum ~; u(z,t) bekannt ist, liegt ein inneres
Neumann-Problem fiir die méglicherweise inhomogene Wellengleichung vor. Wir geben
fiir dieses Innenraumproblem die schwache Formulierung an. Dazu multiplizieren wir die
starke Form mit Testfunktionen v(-,t) € H'(Q7) und suchen u(-,t) € H' (27), sodass
O?u
c(x)?’

mit den Anfangsbedingungen

u (z,0) = uo(x) und du (z,0) = vo(x), x€Q,

(Vu,Vov)o- + ( v) o =(f,v)o- + (M w9 v)r Yu(-,t) € H' Q™) (3.4)

erfullt wird.

Wir fahren mit der Betrachtung des Aufenraumproblems fort. Da sowohl f(z,t) als auch
die Anfangswerte ug und vg einen ganz in 2~ enthaltenen kompakten Trager besitzen,
lautet dieses

Clza,?u(x,t) — Au(z,t) =0 (@,8) € QF x [0,7]

g ulz,t) = g7 (x,1) (,) €T x [0,7] (3.5)
u(z,0) =0u(z,00=0  z€Qt,

wobei die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ konstant ist. In diesem Zusammenhang gilt mit
der Transmissionsbedingung in (3.2) g (x,t) := 75 u(x,t). Unter der Annahme, dass die
Spur v, u(z,t) bekannt ist, handelt es sich bei (3.5) um ein &dufieres Dirichlet-Problem.
Die Wellengleichung, die es hier zu losen gilt, ist im Unterschied zum Teilproblem (3.3)
homogen und besitzt vorgegebene Nullanfangsbedingungen. Fiir diese Klasse von Pro-
blemen existiert eine eindeutige Losung, sofern ¢g” hinreichend glatt ist und g” sowie
wenigstens dessen erste Zeitableitung in ¢ = 0 verschwinden. Wir 16sen (3.5), indem wir
die direkte Randintegralmethode anwenden. Die Losung im Gebiet Q7 ldsst sich nach
der direkten Methode, siche [65], durch

u(z,t) = D(O)vg u(z,t) — SOy u(x,t), =e€QF, tel0,T],

beschreiben. Nachdem wir den dufieren Spuroperator angewendet und die daraus resul-
tierenden Terme umgeordnet haben, erhalten wir

V(at)fyfu(a:,t) = <IC — ;I) (Bt)’yaru(a:,t), xzel, tel0,T], (3.6)
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wobei V(9;) und K(09;) die Spur des retardierten Einfach- beziehungsweise Doppelschicht-
potentials beschreiben; siehe (1.21) beziehungsweise (1.22).

Wir definieren die &ufsere Dirichlet-zu-Neumann-Abbildung, die einer Losung des dufieren
Dirichlet-Problems die Neumann-Daten zuordnet, geméfs

DIN*' () := <v—1 (/c - ;1)) ().

Aufgrund der Eigenschaften der Faltung lasst sich die Gleichung (3.6) mit Hilfe des
soeben erklirten Dirichlet-zu-Neumann-Operators in die dquivalente Darstellung

v u(z,t) = DENT(9)ygu(x,t), z €T, tel0,T] (3.7)

uberfihren.

Wir testen die Gleichung (3.7) mit Testfunktionen ¢ (-,t) € HY/?(T") und gelangen so zur
schwachen Formulierung

(Www) = (DIN* @) uw) V(1) € H (D) (3.8)

mit vorgegebenen Nullanfangsbedingungen fiir w.

Die beiden Teilprobleme (3.4) und (3.8) werden iiber die Kopplungsterme auf dem Rand
miteinander verbunden. Um diese Kopplung umsetzen zu kénnen, ersetzen wir die Rand-
daten in (3.8) durch die Ubergangsbedingungen des Ausgangsproblems (3.2). Das fiihrt
zu folgender modifizierten Formulierung des Aufsenraumproblems

(ruwr = (DN @nguw)  vel.t) € B (D),

in der nun die innere Dirichlet- und die innere Neumann-Spur auftreten, sodass die
Kopplung an das Innenraumproblem (3.4) erfolgen kann. Das finale Kopplungsproblem
lautet:

Finde u(-,t) € HY(Q™) und (-, t) € H~Y2(I), sodass

1 . _
( zu,v) + (Vu, Vu)g- = (f,v)og- + (@, 7 v)r (3.9a)
c(x) Q-
(e = (DEN*(@)g u, ) (3.9b)
mit den Anfangswerten u(z,0) = ug(z) und @(z,0) = vo(z) fir alle Testfunktionen

v(-,t) € H'(Q7) und ¢(-,t) € HY?(T') gilt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit machten
und machen wir im Folgenden die partiellen Ableitungen nach der Zeit durch Punkte
deutlich.

54



Den Nachweis, dass eine eindeutige Losung des Kopplungsproblems (3.9) existiert, wer-
den wir mit Hilfe eines Energieargumentes erbringen. Aus diesem Anlass fiihren wir die
Energie

1y _ w2 1, _
E,(t) := QHe JtEHQ— + §He T3 (3.10)

mit o > 0 ein. Speziell fiir Ey(t) verzichten wir in der Folge auf den Index und schrei-
ben kurz E(t). Insbesondere stellt sich E(¢) als Summe aus kinetischer und potentieller
Energie dar.

Wir testen das Teilproblem (3.9a) mit der speziellen Belegung v = 4 sowie (3.9b) mit
1 = v, % Hiernach summieren wir die auf diese Weise erhaltenen Gleichungen auf und
gelangen zu

<C(;)QUU>Q_ + (Vu, Vi)o- = (f, i)o- + <DtN+(8t)'y0_u,fyO_u>F. (3.11)

AnschlieRend multiplizieren wir (3.11) mit e~2°%. Das fiihrt unter Berufung auf

i — 20t y L _ 20t E 2 2
G0 = (Fu i + () ) =oe (2] < 1vuli

zu der Beziehung

d —20 |2 —20 . —20 — —
B0 == oe (|20 ITulR- )+ e (s g+ 2 (DN @02 i)

Dieses Resultat integrieren wir iiber das Zeitintervall [0, t], sodass wir mit ¢ = 1/7" und
mit F,(t) > e 2°TE(t), da t < T ist, schlieklich zu

t t
¢ 2E(t) <E(0) + / 2T (f i) g dr + / e_2T/T<DtN+(8t)75u,fyO_u>F dr (3.12)
0 0

2

gelangen. Das Erfordernis der Skalierung mit dem Faktor e=2°! in der vorangegangenen

Rechnung wird durch das folgende Lemma deutlich.

Lemma 3.2. Es sei DtNT die dufiere Dirichlet-zu-Neumann-Abbildung. Dann gilt fiir
te[0,7)

t o . 1 t )
= [ (DNt @i, dr 2 g [V + i) e dr
0 e Jo

fiir alle 4(-,t) € HY2 ('), wobei u := D(9)1) — S(0) (DN (0;)1p).

Beweis. In der Beweisfithrung greifen wir auch auf Ideen aus [10] zuriick. Wir definieren

zunachst

u:=D(9)p — S(0)(DINT(9)),
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sodass u die homogene Wellengleichung mit Nullanfangsbedingungen im Teilgebiet QF
16st. Es sei weiterhin @ := Zu die Laplace-Transformation von u. Mit s € C, wobei
s =0 +ip mit 0 = 1/T gilt, ergibt sich

—Re (DN (s)vg 1, s7¢ @, )r = Re (=, 4, svg a)r.
Wenden wir darauf die Green-Formel
<_7f_av 73—’0>F = (V’I/L VU)Q+ + (Aaa U)Q+

an und benutzen die Tatsache, dass u die homogene Helmholtz-Gleichung 16st, mit an-
deren Worten, dass @ die Gleichung —A% + s%4 = 0 erfiillt, konnen wir
Re (7@, 57 @)r =Re (5 (Va, Vl)g) + Re (s (s, si)-)

R R (3.13)
=0|[Vil[§ + olsl* |l

folgern. Wir weisen darauf hin, dass die Sesquilinearform in vorangegangener Rechnung
definitionsgeméfs linear im ersten und antilinear im zweiten Argument ist.

Fiir die weitere Betrachtung nehmen wir an, dass ¢(-,7) kausal ist, das bedeutet, dass
¥(-,7) =0, falls 7 < 0. Dann ist zunéchst

_ / e—QT/T<DtN+(8t)7(Tu(-, T), 73‘11(-, 7')> dr
0 r
:/ e /T~ DIN* (@) ul, ), (7)) dr.

Fiir kausale Funktionen f gilt zwischen der Laplace-Transformation und der Fourier-
Transformation, mit s = ¢ + iw, die Beziehung

[e.e] [ee] A (e} .
210 = [ Jwemar= [eompme T ar = [ fredr = 7 (7).
0 0

—00

Unter Berticksichtigung der Parseval-Gleichung, siehe [67], in Verbindung mit dieser Be-
ziehung sowie (3.13) fithrt das weiter zu

/ e—2T/T< - DtN+(<9t)’75rU('v7)776ru("7)>r dr

=/ < — e_T/TDtN+(8t)75ru(-, 7'), e_T/T’)/(—)i_a('v T)>1" dr

—0o0

1 [o¢]

— — DIN* (s +A> d
5 _oo< (s)vo w, 57y - w
11 [

~12 20175112
=5r7 | IVl + 1Pl do
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Der Satz von Plancherel als Spezialfall der Parseval-Gleichung in Bezug auf L?-Normen
zeigt

11/~
2r'T J_

1> . .
:T/o o= 27/T (HVU(77-)]|?2++”u(77)”?2+) dr.

(IVallgs + lIsalg:) dw

Aufgrund der Kausalitit lasst sich der Integrationsbereich auf das Intervall [0,¢], t < T,
einschranken, sodass sich

t
- [ e (DNt @i ut.ragatn), dr
0 r

1t .
7 | T (Ve + i) o

1 ¢ .
> L / IVa( )3 + il 7|2 dr
Te 0

ergibt und damit die Aussage des Lemmas. O

Bemerkung 3.3. Das Lemma 3.2 in Kombination mit (3.12) zeigt, dass, wenn f =0
gilt, die Energie zum Zeitpunkt t durch die Anfangsenergie beschrinkt wird.

Die Losbarkeit des Problems (3.9) ergibt sich aus der Tatsache, dass es aus dem Aus-
gangsproblem (3.2) lediglich durch den Ubergang zur schwachen Formulierung — nach
Multiplikation mit geeigneten Testfunktionen, Integration iiber das jeweilige Gebiet und
Anwendung der Green-Formel — und anschliefender Einbeziehung der Transmissionsbe-
dingungen hervorgeht. Die Bemerkung3.3 gibt Anlass zu nachstehendem Lemma, das
auf die eindeutige Losbarkeit des gekoppelten Problems (3.9) abzielt.

Lemma 3.4. Obige Kopplungsstrategie gestattet die eindeutige Losbarkeit des Transmis-
sionsproblems (3.2).

Beweis. Das Problem (3.1) erfiillt die Transmissionsbedingungen in (3.2), womit dic Exis-
tenz der Losung des Problems (3.2) aus dem Satz 3.1 folgt.

Wir fiihren den Beweis der Eindeutigkeit durch Widerspruch. Wir nehmen an, es gibe
zwei voneinander verschiedene Losungen wui(z,t) # ug(x,t) des Transmissionsproblems
(3.2). Die Differenz u(z,t) := ui(x,t) — ug(z,t) # 0 erfiillte folglich

i(z,t)
c(x)?
[You] =0, [yiu]=0 (z,t) €l x[0,T]

Au(z,t) =0 (z,t) € R3\T x [0,7]

mit den Anfangsbedingungen u (z,0) = dyu (x,0) = 0.
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Hinsichtlich dieses konkreten Problems zeigt das Lemma 3.2, dass F(t) < ¢?E(0) gilt.
Einerseits folgt aus der Definition (3.10) der Energie die Giiltigkeit von E(0) = 0, da
hier Nullanfangsbedingungen vorliegen, andererseits ist E(t) per Definition nichtnegativ
fiir alle t > 0. Daraus schliefen wir E(¢) = 0 und mithin, dass u konstant ist. Aus den
Nullanfangsbedingungen ergibt sich somit u = 0. Da das im Widerspruch zur Annahme
steht, ist der Beweis erbracht. ]

Zum Abschluss dieses Abschnittes geben wir das folgende Resultat beziiglich der Stabi-
litat.

Lemma 3.5. Die Energie E(t) in (3.10) erfallt fir t € [0,T] die Schranke
L[t 2
B < (BO+5 [ 1761k ar).
Die Konstante C' hingt dabei nicht von t ab.
Beweis. Aus (3.12) und dem Lemma 3.2 erhalten wir

E(t) <e? <E(0) + ‘ /Ot e 2T (f 0) o dTD .

Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Ungleichung vom arithmeti-
schen und geometrischen Mittel auf den Integralterm ergibt zunéchst

¢ 1/t 1
50 <@ (B0)+ 5 [ IR a5 [ o2 it DR o)
0 0
und wegen e 27/T < 1, falls 7 > 0, weiter
9 t [t 5 1t . 5
B(t) < (BO) +5 [ IfCDl dr+5 [ Sla(,7)lE- ar).
0 0

Den Term, der u enthélt, schitzen wir mit Hilfe der Energie F(t) in (3.10) ab. Mit Bertick-
sichtigung des Gronwall-Lemmas in Integralform, siche [48], erhalten wir die Schranke

s <c (B0 +L [l ).

mit der wir den Beweis beenden. O

3.2.2 Diskretes Problem

In diesem Abschnitt werden wir, den vorangegangenen Ausfiihrungen folgend, eine Kopp-
lungsvariante ableiten, die eine perfekte Energiebilanz sichert, wenn das Ausgangspro-
blem (3.2) in Raum und Zeit diskretisiert wird.
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Raumdiskretisierung

Wir beginnen die Diskussion des diskreten Problems mit der Einfithrung der Semidiskre-
tisierung beziiglich der raumlichen Variablen. Hier verwenden wir eine Galerkin-Finite-
Elemente-Diskretisierung im Innengebiet 2~ und eine Galerkin-Randelement-Diskreti-
sierung auf dem Rand I'. Wir wahlen dazu ein reguldres Finite-Elemente-Gitter Grpas
in 27, das ausschlieflich aus linearen Lagrange-Tetraedern besteht, sowie ein reguléres
Randelementgitter Gpgas auf I'. Den Begriff eines reguldren Gitters verwenden wir in
diesem Kontext im Sinne der Triangulierung nach Ciarlet; siehe [22] oder [19]. Aukerdem
nehmen wir an, dass das Randgitter Gpras und das Volumengitter Grrys kompatibel
sind. Unter der Kompatibilitat verstehen wir, dass die Knoten des Gitters Gppps mit den
Randknoten des Gitters Grpys zusammenfallen. Diese Einschréankung zieht lediglich eine
weniger aufwiandige Umsetzung der numerischen Experimente nach sich, als es bei der
Behandlung nichtkompatibler Gitter notwendig wére.

Mit der Menge der Polynome vom Grad k € N in einem Gebiet D, die wir mit 2% (D)
bezeichnen, fithren wir die nachfolgenden endlichdimensionalen Rdume der stiickweise
konstanten und der stetigen, stiickweise linearen Funktionen auf I,

P29 () = {g e L2(T): glr € 2°(T) VT € gBEM}
und 2} (1) = {g e CO(T) : gy € PH(T) VT € gBEM},

sowie den endlichdimensionalen Raum der stetigen, stiickweise linearen Funktionen in
O
)

92}%(9_) Z{QECO( BE glr € 2 (T )VTEQFEM}7
ein.

Das semidiskrete Aquivalent zu dem kontinuierlichen Problem (3.9) ldsst sich wie folgt
formulieren:

Finde u”(-,t) € 2} (Q7) und "(-,t) € 2 (I), sodass

1 -h L
(g, + (o Fola- = (foda + (g

s (3.14)
(" ) <DtN+ 0 h,¢>r
mit den Anfangswerten u"(0) = ul und @"(0) = o} fiir alle v(-,t) € 2} (Q7) und
U(,t) € t@,}b (T") erfillt wird. Dabei gehen ug und vg jeweils aus der L2-Projektion von
uo(z) und vo(z) auf den endlichdimensionalen Raum 2} (27) hervor. Fiir dieses rium-
lich-diskrete Problem ergibt sich analog zu den Ausfiihrungen des Abschnittes3.2.1 die
Eindeutigkeitsaussage der Losung mit Hilfe eines Energieargumentes.

Wir wollen eine Abschétzung beziiglich des Fehlers zwischen der Losung des kontinuier-
lichen Kopplungsproblems (3.9) und des semidiskreten Pendants (3.14) angeben. Dazu
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werden zusétzliche Aussagen benétigt, die das Lemma 3.6 bereitstellt. Es gibt Auskunft
iiber die Koerzivitdt und Stetigkeit der Sesquilinearform

a(u,v) := (szu,v)ﬂ_ + (Vu, Vu)g- — <DtN+(s)fyO_u,fyO_v>F. (3.15)

Lemma 3.6. Die in (3.15) definierte Sesquilinearform erfiillt fir alle w € H' (Q~) mit
s € C und Res > o > 0 die nachstehenden Relationen

(a)
Rea(u, Su) 2 O-||u||%,|s|
und fiir alle v € H* (Q7)

(b)
la(u, v)| < C(o)|s[” max{1,1/0”}|[ully,js[|v

|1,1s]-

Beweis. Wir beginnen mit der Aussage (a). Wir testen (3.15) mit v = su und erhalten
fiir den Realteil der Sesquilinearform die Beziehung

Rea(u, su) = Re (s%u, su) - + Re (Vu, sVu)g- — Re <DtN+(3)fyO_u, 37()_U>F’
die sich nach Berufung auf
—Re <DtN+(s)fyO_u, 5’70_“>F >0,

eine Feststellung, die wir bereits im Beweis des Lemmas 3.2 herleiteten, zu

Rea(u, su) > Re (szu,su)ﬂ_ + Re (Vu, sVu)q-
vereinfacht. Daraus schliefen wir weiter

Rea(u, su) > ofs/[ull3- + ol Va3 = olul?,
und folglich die Aussage (a).

Wir wenden uns der Aussage (b) zu. Nach Einsatz der Dreiecksungleichung ergibt sich
la(u,v)| < ‘ (32u, v) - + (Vu, VU)Q—‘ + ’<DtN+(s)fyO_u, 'VO_U>F"

Den ersten Summanden kénnen wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel weiter abschétzen. Fiir den
zweiten Summanden verwenden wir mit Re s > 0 die Schranke

||DtN+(5)HH—l/Q(F)<—H1/2(I‘) < 6(0”5'2 VS,

wobei C(o) = 1/(o - min{1,0}), die sich aus [66, Proposition 3] in Verbindung mit [66,
Proposition 18] ergibt. Somit haben wir

ja(u, v)] < [[ully,jsfl[v]]1.1s) + C(@)s][[ulli o]l
< (5(0) + 1) |s|2 max{1,1/0°}||u

151 1v1l1,s]

und mithin die Behauptung. O
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Die Details zur angesprochenen Fehlerabschétzung enthélt der nachstehende Satz.

Satz 3.7. Es seien ul'(t) € 22} (Q07) Lisung des semidiskreten gekoppelten Problems
(3.14) und u(-,t) € H' (Q7) Lésung des kontinuierlichen gekoppelten Problems (3.9).
Falls zudem u(-,t) € H? (Q7) ist, so gilt firt >0, t € [0,T), die Fehlerabschitzung

i — i lo- + |V (u—u") o

<Clloo = vflla- + CI[Vuo = Vullo- + CThmax{T2 1} (a1 + [u®]2).

Beweis. Zum Nachweis betrachten wir zunéchst 4(-,t) € H' (Q27) als Lésung des Problems
OXtu(z,t) — At(x,t) = f(z,t) (z,t) € (RP\T) x[0,7]
[ou] =0 (x.t) €' x [0,7]
(] =0 (x,t) € I'x[0,T]
mit den Anfangsbedingungen 1 (z,0) = ul und 9 (z,0) = v&,z € R3\ T, wobei die

Anfangsbedingungen uf! und v# die L2-Projektionen aus (3.14) darstellen. Der Fehler
€ := u — u erfiillt dann

e(x,t) — Ae(z,t) =0 (2,t) € RP\T) x [0,7]
[v0€] = [71€] =0 (z,t) € ' x [0,T]

mit den Anfangsbedingungen € (z,0) = up — u? und 9, (z,0) = vo — vf},z € R*\ T. Mit
Hilfe des Lemmas 3.5 sind wir in der Lage, die Abschétzung

~ ~ h
0l + I VelE- < Cllvo — vflIE- + ClIVuo — Vgl

abzuleiten.

Weiterhin betrachten wir mit Testfunktionen v(-,¢) € H' (27) die schwache Formulie-

rung fiir die Differenz @ — u”,

(@2 (ﬂ — uh) 71}) o + (V (ﬂ - uh) ,V’U)Q_ - <D1€NJr (O¢) Yo <17 — uh> ,’)/O_’U>F =0,

mit Nullanfangsbedingungen. Wir testen speziell mit v = &; (¢ — ") und fiihren mit

U = Zu sowie mit a" := Zul die Laplace-Transformierten von @& und u” ein. Die
Behauptung dieses Satzes kénnen wir nun mit Hilfe des Lemmas 3.6, das die Koerzivitit
und die Beschranktheit der Sesquilinearform

a(@—its(@-")) = (s (a-a") s (a-a"))

+ (v (a - ah) sV (a _ ah))n_ _ <DtN+(s)70_ (a _ ah) v (a _ ah) >F
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mit Res = o > 1/T zeigt, nachweisen. Unter Berufung auf die Galerkin-Orthogonalitét
wird fiir beliebige v € 92} (™) aus der Rechnung

1
~ ~h12 ~  ~h o~  ~h
I = @) < la(@ - @, s(@- a")|

1, . - ~ A .
="la(@ —a", s(@ — v")) + a(@ — a", s(v" —a"))|

o

1 h

=—la(@ - a",s(@— "))l
o
<CT|s|* max{1,1/o?}|[@ —@"[|y, g 1T — 0" |1
die Abschitzung

@ = @, <CT|s]’ max{1, T*}|[a@ — v"||1,i

deutlich. Wihlen wir speziell v = I,@, wobei Ij, : H' (Q7) — 22} (™) einen Interpola-
tionsoperator beschreibt, der

@ — Intllo- < Chlfully und [[V(u - Iyu)lo- < Chllull:
erfiillt, so erhalten wir
[@ — @1, < CThs|® max{1, T} (||l + [il2)

und daraus folgt nach Riicktransformation dieses Resultats mit Hilfe der inversen Laplace-
Transformation sowie der Beziehung

lu—u"lg- < llu—allg- + & —u"|lo-
die Behauptung. O

Bemerkung 3.8. An dieser Stelle merken wir an, dass die Definition
DIN*' =V YK —1/2T)

des in (3.14) verwendeten kontinuierlichen Dirichlet-zu-Neumann-Operators keine direk-
te Galerkin-Diskretisierung erlaubt. Infolgedessen kdonnen wir nur eine Approximation
DtN. ,T des Operators diskretisieren. Fir den weiteren Verlauf der Arbeit nehmen wir an,
dass diese Approximation einen im Sinne des Lemmas 3.2 positiven Operator darstellt.
Wir werden diese Annahme spdter fir eine Auswahl konkreter Gebiete numerisch veri-
fizieren. Beziiglich dieser Problematik verweisen wir auf den Abschnitt 3.3. Wir machen
darauf aufmerksam, dass mit der unterstellten Positivitdt der Approximation DtN. ,T die
fir den kontinuierlichen Dirichlet-zu-Neumann-Operator geltenden Resultate, die wir im
weiteren Verlauf erarbeiten werden, auf dessen Approzimation tibertragen werden kénnen.
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In Hinblick auf die Approximation DtN. ;{ des Dirichlet-zu-Neumann-Operators betrach-
ten wir die Variationsformulierung

1
(1), = (n (K- 57) v}, wwe 7). (3.16)
durch die der Operator

DtN," : HY2(I) > 2L (') — 2 ()
¢ — DN, ¢ = ¢

definiert wird. Beriicksichtigt man die Approximation des kontinuierlichen Dirichlet-zu-
Neumann-Operators, so geht das semidiskrete Problem (3.14) in das folgende Problem
iiber:

Finde u”(-,t) € 2} (7) und "(-,t) € 2 (T), sodass

<c(i’)2ﬁh’v)ﬂ_ (Vul, Vo)g- = (f,
(" ¥)r = (DINF @5, v)

V)o- + (" Yo V)T
(3.17)

mit den Anfangswerten u"(0) = ul und @"(0) = o} fiir alle v(-,t) € 2} (Q7) und
Y(-,t) € 2} (T) erfiillt wird. Fiir dieses Problem ergibt sich aufgrund der Annahme der
Positivitat von DtV ; ebenfalls die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Wir bezeich-
nen mit || - [|1/2, die Norm des in (1.29) eingefiihrten Raumes Hj (0,T; Hil/z(F)) und
formulieren das folgende Lemma.

Satz 3.9. Die durch (3.16) gegebene Approzimation —DtN, ,T des kontinuterlichen Dirich-
let-zu-Neumann-Operators —DtN™T sei positiv im Sinne des Lemmas 3.2. Weiterhin er-
fillle u" (-, t) € 2} (Q7) das semidiskrete Problem (3.17) und u(-,t) € H?(Q7) das kon-
tinuierliche Problem (3.9). Dann gilt die Fehlerabschdtzung
i —@"lg- + IV (u = u")[lo- <Cllvo = vf o~ + C|[Vuo — Vug|lo-
t
+CTh [ IDIN @150l rs dr

Beweis. Um die Ausfithrungen iibersichtlich zu halten, setzen wir fiir den Beweis ¢(z) = 1.

Zum Nachweis notieren wir zunéchst fiir alle v(-,t) € &2} (17) das semidiskrete Problem
(3.17) in der Form

(ii"v), +(Vu", Vo)o- = (f.v)a- + (DN (@5 u", 350)
sowie fiir alle v(-,t) € H'(27) das kontinuierliche Problem (3.9)

(ﬂv U)SZ— + (V’LL, VU)Q_ = (fv U)Q— + <DtN+(8t)70_uv '70_7“'>F (3'18)
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und fiir alle v(-,t) € H'(27) das modifizierte kontinuierliche Problem
(W, ) + (Vw, Vo) = (f,v)a- + <DtN,j(8t)70_u,fyO_v>F (3.19)

mit den Anfangswerten w(z,0) = wuo(x) und w(x,0) = vo(x). Subtraktion des Variati-
onsproblems (3.19) vom kontinuierlichen Problem (3.18) ergibt

(i — i, v) - + (V(w —u), Vo)g- = < (DEN; (8y) — DENT(,)) vg u, 'yo_v>r (3.20)
mit Nullanfangsbedingungen.

Wir untersuchen weiter den Fehler

H (DEN; (85) — DEN* () ygu"_1/2.

Dazu weisen darauf hin, dass mit der Definition (3.16) des Operators DtN," die Differenz
@ — @y, der Beziehung

(V@) (p = on) ) =0 V(1) € 24 (T)
gentigt. Das Lemma5.3 in |73| zeigt die Abschétzung
le = enll-1/2, < Chllgll1 /2,043 = ChIDENT(0r)vg ulli 2,043,

wobei || - [|£1/2,, die Norm des in (1.29) eingefiihrten Raumes Hj (0,T;H +1/ 2(I)) be-
schreibt. Damit und mit Hilfe der Stabilitdtsaussage des Lemmas 3.5 schlieken wir aus
(3.20)

t
[ —dflo- + [[V(w —u)llg- < Ch/o IDEN*(8:)vg ully 2,43 AT (3.21)

Wir betrachten nun den Fehler e := w — u”. Dieser erfiillt die Gleichung

(Ev)g- + (Ve,Volo- = (DEN;F (D)5 engv) -+ (DENG (907 (u—w). 95 v)

Wir skalieren die letzte Gleichung mit e=27/7 und testen mit der speziellen Wahl v = é.

Unter Zuhilfenahme der Energie (3.10) erhalten wir nach Integration beider Seiten iiber
das Zeitintervall [0, ¢] dic Bezichung

e 2E(t)

t t
<E(0) + / 2T DENG (05 €75 ¢ ) A7 + / e 2/ DN (30)75 (u—w), 7€) dr
0 r 0 r
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und unter Beriicksichtigung der Positivitdt des Operators — D¢V, ,j ergibt sich weiter
t
e"2E(1) < E(0) + / &7/ DN (@05 (u — w), 7 ), .
0

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Ungleichung vom arithmetischen und geo-
metrischen Mittel sowie e 27/T < 1 fiir 7 > 0 folgt

1

_ t [t _ b1,
e ?E(t) < E(0) + 2/0 IDEN; (D)7 (= w) ||y AT + 2/0 ;H% éll}/y dr,

wobei die Energie E(0) durch

gegeben ist. Den Term, der é enthalt, schitzen wir nach Anwendung der Spurungleichung
mit Hilfe der Energie E(t) in (3.10) ab. Das Gronwall-Lemma in Integralform, siehe [48],
erlaubt anschlieffend die Abschétzung

t [t _
Et)y<C (E(O) + 2/0 | DEN;T () (w — u)HQ_l/2 dT) . (3.22)
Da der Dirichlet-zu-Neumann-Operator beschriankt ist, gilt mit (3.21) die Abschéitzung
t
IDEN; ()35 (10 — )1y < Cllu—wly < Ch /0 |DEN* (@) ully s i

Zusammen mit (3.22) folgt nun die Behauptung aus der Dreiecksungleichung

lu = w"flo- < llu—wlo- + [lw—u"[o-.

Zeitdiskretisierung mit gleichen Zeitschrittweiten

In Hinblick auf die Zeitdiskretisierung fithren wir ein Gitter mit N Zeitschritten und
dquidistanten Punkten ¢t; = jAt ein, wobei At = T/N > 0 die Zeitschrittweite ist und
J=0,1,..., N. Die Naherungslosung an den Gitterpunkten ¢; bezeichnen wir mit u?

Im Auftengebiet nutzen wir das BDF2-Verfahren, ein A-stabiles Mehrschrittverfahren,
als Basis der Faltungsquadraturmethode, wohingegen wir im Innengebiet das Leapfrog-
Verfahren einsetzen. Dieses explizite Verfahren ist von zweiter Ordnung und approximiert
die zweite Ableitung nach der Zeit durch klassische zentrale Differenzen zweiter Ordnung.
Das zu (3.9) diskrete Pendant besteht nun in der Bestimmung der unbekannten Grofen
u? und <p? fir 7 =0,1,..., N aus dem System
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h h h
Ui g — 2ut +u ' B
( - c2AJt2 : ’U> T (VU?’VU)Q‘ = (fj,v)o- + (@?770 v)r (3.23a)
o-

(e ¥)r = ( (DENT(@F)g ") (1) 0) . (3:230)

Hierbei testeten wir zum einen mit v € &} (Q7), zum anderen mit ¢ € &} (T'). Die
Initiierung des Innenraumproblems kann mit Hilfe von Verfahren hoherer Ordnung, ge-
wohnlich iber Runge-Kutta-Verfahren, erfolgen.

Um eine Aussage hinsichtlich der Stabilitéit dieses diskreten Problems zu gewinnen, bedie-
nen wir uns in Anlehnung an die Ausfithrungen beziiglich des kontinuierlichen Problems
auch hier eines Energieargumentes. Zu diesem Zweck sei die diskrete Energie E]— +1 zum
Zeitpunkt ¢;, mit j = 0,1,..., N, geméfs der Definition

h h
[T | 25
c(x)At

. 1 h h

gegeben. Die Nichtnegativitdt dieser diskreten Energie ist eng an eine CFL-Bedingung
gekniipft. Detaillierte Auskunft dariiber gibt Lemma 3.10. Im Beweis dieses Lemmas be-
notigen wir die inverse Ungleichung, die fiir Funktionen eines Finite-Elemente-Raums
giiltig ist. Demnach existiert eine Konstante Cj,,, sodass fiir alle u" € 2L (Q7) die

Bezichung
C,
76"l < =2 ulg-

gilt, wobei die Konstante Cjp, nicht von der Gitterweite abhéngt; siche [19].

Lemma 3.10. Die durch (3.24) definierte diskrete Energie ist nichtnegativ, wenn die
Zeitschrittweite At im Innengebiet Q= der CFL-Bedingung

Cinv AL
Ccfl = 2
4 h

<1 (3.25)

geniigt. Dabei ist h die Raumgitterweite und c := sup |c(z)].
€N~

Beweis. Um die Aussage des Lemmas zu zeigen, halten wir zunéchst die Beziehung

h hl2 A 112
(VU” Vuh> _ Ve Ve AR Vg, — Vg
J+1> 7 )q- 5 0 N
- o
fest. Mit der inversen Ungleichung folgt weiter
h nll2 A W12
M < Cinv Ujpy — Uy
Q- Q-
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und mit (3.24) schlielich

2
11 Cinp AR |y —uf Lo » W2
By 2 (2c2 8h? At T §HV“J+1 + Vu; H -
Das zeigt, dass
Cinw AL <1
4 h?

eine hinreichende Bedingung fiir die Nichtnegativitit der diskreten Energie E, 1 dar-
stellt; vergleiche [23]. O

Mit Hilfe der eingefithrten Energie (3.24) schreiben wir die mit der speziellen Belegung

e u?_H - u?—l
CTUE T oA
getestete Gleichung (3.23a) in der Form
1 —
At (Ej+% - Ej—%) (fjvi)a- + (71 w7 vj)r. (3.26)

Nachdem wir die Gleichungen (3.23b) mit der speziellen Wahl ¢ = v, v; getestet haben,
summieren wir diese zusammen mit den Gleichungen (3.26) jeweils fir j = 0,1,..., N
auf. In Bezug auf die mit dem diskreten Problem (3.23) verbundene diskrete Energie
ergibt sich somit die Bezichung

i <EN+% — E_%) = i (fivi)g- +i< (DtNJr (08 u ) (tj)v'Yo_Uj>F' (3.27)
=0 =0

Wir wollen zeigen, dass

N

Z< (DtN+ (0275 u ) (tj),%—vj> >0

3=0 .
gilt. Zum Beweis dieser Aussage werden wir uns auf das folgende Lemma stiitzen.
Lemma 3.11. Fir s € C mit Res =0 > 0 und r = 1,2 seien p(s) und y(s) gemaf

” .
(1 —e™#)7 1—e2

PO Ll LR I et

o J 2e~s

definiert. Dann gilt

(a)
(Imp(s)) (Im~(s)) = 0
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(b)
Rev(s) = % (e — 1) Ree™".

Beweis. Wir beginnen mit der Aussage (a). Zunéchst gilt

-5 _ ,—2s5—35s -5 _ ,—20,—58 1
Im~v(s) =Im (ee) =Im (eee) =3 (62‘7 +1)Ime™".

2e—20 2e—20

Falls » = 1 ist, ergibt sich damit die Gleichungskette

(I p(5)) (I (s) = 3 (¢ + 1) Tm (1~ ™) Ime™ = (¢ + 1) (Tme™)?

N =

und falls r = 2 ist, haben wir

(Imp(s)) Im~y(s)) = —= (e 20 4 1) Im (3 —2e° + ;e_zs> Ime™*

2

N = N = l\D\H

1
( 2o 4 1) (—21111 e ¥4 §Im e_25> Ime™*®

(e* +1) (—2Ime * + (Ree *)(Ime *)) Ime™*

+ 1) (1 — %Re e_5> (Ime_s)2 .

I
—
@
™o
q

Diese Zwischenresultate in Verbindung mit der Ungleichung |Ree™®| < 1, giiltig nach
Voraussetzung, zeigen die Aussage (a).

In Bezug auf die Aussage (b) gelingt mit Hilfe der Rechnung

-5 __ ,—2s8—5 -5 _ ,—20,—5 1
Re~v(s) = Re <eze—eza> = Re <e2ee_2ae> =3 (ez" —1)Ree™®
direkt der Nachwelis. O

Lemma 3.12. Es sei DN die dufiere Dirichlet-zu-Neumann Abbildung. Dann gilt

A wn—i-l - wn—l
—Z<DWWWWW&—ﬁET—%ZO

fiir jede Dichte ¢ € 2} (T).

Beweis. In der Beweisfithrung greifen wir auch auf Ideen aus [10] zurtick. Fiir den Beweis
definieren wir zum einen

— D(OP) g — SO (DENT (9PN ),
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sodass u die homogene Wellengleichung mit Nullanfangsbedingungen im Teilgebiet QF
16st, zum anderen

O e BT

At TTA
wobei p(¢) = Z;Zl(l — ¢)/j das erzeugende Polynom des 7-Schritt-Verfahrens der

Riickwirtsdifferenzen, r = 1,2, und v(¢) = (1 — ¢?)/(2¢) das erzeugende Polynom des
zentralen Differenzen-Verfahrens darstellt.

) (3.28)

Der Argumentation des Beweises zum Lemma 3.2 folgend, zeigen wir zuerst, dass mit
s = o + ip die Relation

—Re <DtN+(sAt)76rﬁ, §At7§ﬂ>r >0 (3.29)

gilt, falls 0 = 0. Dabei bezeichnen wir mit @ die diskrete Laplace-Transformation von wu.
Wir beginnen mit der Gleichungskette

—Re <DtN+(sAt)’yarﬂ, §At’ya“ﬂ>
T
= Re <'yfrﬁ, §At75rﬂ>r
=Re (V@,5%'Va), +Re ((s°)%,5%0)
= (Re587) Vil +Re ((s*)%-557) Jall3

Der Teil (b) des Lemmas 3.11 zeigt, dass
ResA — 0 fir o — 0.
Auflerdem gilt
Re ((sm)2 @) = <(Re sAt)Q — (Im sAt)2> Re 32 4 2(Re s2%) (Im s2) (Im 327,

woraus mit Lemma 3.11 sowie Re p(e™***) > 0, eine Folgerung aus der Tatsache, dass p

ein A-stabiles Diskretisierungsverfahren beschreibt, folgt, dass

Re ((SM)2 @) — A1t3 (Re p(e®A)) (Im p(e2!)) (Im y(e*21)) > 0 fiir o — 0
und mithin (3.29).

Dariiber hinaus leiten wir mit Hilfe der Parseval-Gleichung, wobei 0 < A < 1 ist, die
Beziehung

1
Z< Z)\” Jht DtN))\ o uj, —— N, ()\"nyo Upi] — A”_lfyg'un_l) >F
n=0

7r )\e—l,uAt N )\e—i,uAt _
= [ (- (p(m)) %0 WV3“>F i

—T
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ab und unter Berticksichtigung von (3.29) folgt daraus fiir A — 0

" + p()\e—iuAt) - 'V()‘e_mm) 4+
/_W<‘D’5N (m W8l ez o,

woraus wir die Giiltigkeit der Aussage dieses Lemmas schliefen. O

Bemerkung 3.13. Wir hielten bereits fest, dass wir nicht in der Lage sind, den Dirichlet-
zu-Neumann-Operator direkt zu diskretisieren, sondern lediglich Approximationen dieses
Operators, fir die unter Umstinden die Eigenschaft der Positivitit verletzt ist. Daher
ist es ratsam, bei der numerischen Umsetzung des Kopplungsverfahrens in Bezug auf die
Stabilitdt des Algorithmus die Positivitdt im Finzelfall sicherzustellen; siehe Abschnitt 3.5.

Mit dem Lemma 3.12 kénnen wir folgende Stabilitdtsaussage gewinnen.

Satz 3.14. Die Zeitschrittweite At geniige der CFL-Bedingung (3.25). Es sei weiterhin
u;’ firj=0,1,..., N die Losung des diskreten Problems (3.23). Mit der diskreten Energie
E_y/9 zum Anfangszeitpunkt gilt folgende Abschitzung:

h h
Upt1 — Up
At

L RV, e vaE < —> (B En: Y =
+ - < _1/0+ ;
0 + 1l Up 41 UnHQ = 1-Cu 1/2 Pt [ 9 o

(3.30)

Beweis. Bereits im Beweis zu Lemma 3.10 leiteten wir die Beziehung

h h
U — U2
>(1-— Ccﬂ) HM

E
n+ At 0

1
2

1
+ IV + VG-

ab. Zusétzlich erfiillt die diskrete Energic F, 1 die Ungleichung

- i — U
papsry 3 (ndegh)
o-

J=0

die eine Folgerung des Lemmas 3.12 und der Energieidentitat (3.27) ist. Verbindet man
diese Beziehungen und nutzt man die Tatsache, dass 1 — C.y; > 0, da At der CFL-
Bedingung geniigt, ergibt sich, was zu zeigen war. O

Bemerkung 3.15. In Abwesenheit externer Krifte ist die Schranke (3.30) nur von der
Anfangsenergie E_y o und der Zeitschrittweite At, nicht aber von der Anzahl der Zeit-
schritte N abhdngig.

Wir sind nun in der Lage, eine Aussage in Hinblick auf die Konvergenz des Problems
(3.23) zu treffen. Dazu formulieren wir den folgenden Satz.
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Satz 3.16. Es sei u(x,t) Losung des kontinuierlichen Problems (3.9). Weiterhin mdgen
fir u(zx,t) stetige Zeitableitungen bis zur Ordnung 4 existieren, die int = 0 verschwinden.
Dann gilt fir e, == u(t,) —u,, n=1,..., N,

Hierbei ist einerseits u, die Lésung des gekoppelten zeitdiskreten Problems:
Finde u, € H' (Q7), n=0,1,..., N, sodass fiir alle v € H' (7)

€nt+l — €En 2

TAt
~ ) _|_”Ven+1-|-VenH?)_ <C|FE_ 1/24-72”]6]”9—

<un+1 — 2Up + Up—1

_ +(§ATY~ -
AL ,v) Q_+ (Vugn, Vo)o- =(fn,v)q- + < (DtN O ) u)n Yo v>r,

(3.31)

und andererseits, fir j =0,...n,

J = QA; (@ (2) +u (62)) + 4" (DEN* (@) = DIN*(929) v570) (1))

mit fE_Lj), sodass (3.32) erfillt ist.

Beweis. Wir betrachten das Schema (3.9) zum Zeitpunkt ¢,,. Mit der Taylor-Entwicklung
der Funktion u(x,t) um den Punkt ¢ = t,, erhalten wir die Beziehung

u(tni1) = 22(;;) Fultn)) _ gy A2f1 ( (4) (g(n ) u® (§<_n>>) . (332)

wobel fiir die Zwischenstellen fi") € (tn,tnt1) und f(_") € (tp—1,tn) gilt. Damit schreiben
wir (3.9) in der Form

(u(tnﬂ)—zcg(A 2 ) F (Va(tn), Vo)oo = (frsv)a-

+ { (DIN* (0P > +
+<§iz(“(4)(f+”)+ ( )) ).

Wir fiihren den Fehler e, := u,, — u(t,) ein, wobei u,, die Losung des Problems (3.31)
darstellt. Dieser erfiillt dann

Ent1 — 2€p +€p_y +/aAt _
( EINE ,v)ﬂ + (Ven, Vu)g- — < (DtN (0; )e)n,vO ’U>F

((DEN*(8;) — DEINT(021)) g u) (tn),’yo_v>r

= (s (a9 (£07) +u (€7)) +9' (DN (@)-DEN @) ) () 0

Q-
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Der Satz 3.14 erlaubt folglich, unter Verwendung von

ni= 24c2 (“(4) (5(+n)) +u (5@» +9" (((DENT(8) = DENF(97)) 7g ) ()

als abkiirzende Schreibweise, die Abschétzung
€nt+1l — €n 2

(e

8 " ~ €541 — €51
<—|E_ P RS b
ST Cep 12+ Z (f]» 5 )9

j=0

Vet + Venl[3-

8 TAt - ire At - €i11] — €1 2
e e T B i+ S
“1-Cep 2% 73 ;O”fJHQ +8T§0 At -

In der letzten Zeile nutzten wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Ungleichung
vom arithmetischen und geometrischen Mittel. Weiter gilt die Ungleichungskette

€j+1 — €512 €it1 — €5 |2 € —ej_1 1—e e; —ej_1]|2
e e R S e | v M v MY
At Q- At Q- At Q- At Q-
O
At o=’

aus der sich

2

Z\\e”“ e <GZH‘”“ I
N

ergibt. Folglich erhalten wir

€nt+1l — €En 2

_ “ven—l—l + ven”?}*

At
8 TAt
Sm 1/2+7Z”fj”s2 ZHGJH H
8 TA 2
ST | Et g Z 151 + {He”l o +Iveser+ veliy-}

Aus dieser Beziehung schlieften wir aufgrund der diskreten Version des Gronwall-LLemmas

entl — €n||? 9 8 TAt nAt 8
‘ % ~ FIVeni1 + Ven|lg- Sm —1/2 T 72 Hf]”Q— e T 1T
8 TAt 8
< - .= B /(1=Ccs1)
ST-cn E_ 12+ ZHf]”&Z €
und somit auf die nachzuweisende Abschatzung. O
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Bemerkung 3.17. Der Fehler || (DtN1(8;) — DENT(ORY)) vy ull—1/o ist fir Funktio-

nen u in H§+p (0,T; H'/? (), siehe (1.29), von der Ordnung O (AtP), wenn das BDF-
Verfahren der Ordnung p, p = 1,2, zur Zeitdiskretisierung genutzlt wird; siehe [66, 73/.

Zeitdiskretisierung mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten

Mit dem Ziel die Zeitdiskretisierung vorzunehmen, fiihrten wir bereits ein Gitter mit
N Zeitschritten und dquidistanten Punkten t; = jAt ein, wobei j = 0,1,..., N und
NAt = T. Im Unterschied zu dem Aufsenraumproblem, auf das wir die Methode der Fal-
tungsquadratur anwenden, ein Verfahren, das unabhangig von der Wahl des Zeitschrittes
stabil ist, garantiert die Zeitdiskretisierung des Innenraumproblems, da wir hier ein expli-
zites Diskretisierungsverfahren wéhlen, nur Stabilitéit, wenn die CFL-Bedingung erfiillt
und dementsprechend die Zeitschrittweite klein ist. Vor diesem Hintergrund beriicksichti-
gen wir von nun an eine Zeitschrittweite At, < At im Innengebiet und nehmen vereinfa-
chend an, dass At ein ganzzahliges Vielfaches von At,, ist, das heifst, dass At = pAt, mit
p € N\ {0} gilt. Mit dieser Wahl ist das Zeitgitter in Q~ eine Verfeinerung des Zeitgitters
in QF, sofern p > 1. Im weiteren Verlauf werden wir die abkiirzende Schreibweise ¢; ¢ an-
stelle von tjp1¢ = (jp+€)At, = jAt+LAL,, wobei j =0,1,...,Nund £ =0,1,...,p—1,
und speziell fiir das Zeitgitter im Aufenraum ¢;9 = t; verwenden. Die Ndherungslosung
h

an den Gitterpunkten ¢; notieren wir analog mit u ) und speziell U = u;.

Die soeben diskutierte Modifikation tiberfithrt das Problem (3.23) mit j =0,1,..., N
sowie £ =0,1,...,p— 1 in das durch

h h h
Wipyq — 20, Fug, g .
(J’ oA ) + (Vuy, Vo)o- = (fiev)o- + (#fprp v)r  (3.33a)
p 0O-

(@l wdr = ( (DENFOM)gu") (1)) (3:33b)
beschriebene Problem. Hierbei testeten wir zum einen mit v € &2} (7), zum anderen
mit y € 2} (I).

Es ist notwendig, den Dirichlet-zu-Neumann-Operator DtN 1 (9/%) als auf dem Zeitgitter
mit Schrittweite At, operierend zu verstehen. Dazu definieren den Dirichlet-zu-Neumann-
Operator

(e}
(DENF (9777) ) () = - wls® (DEN) v = Z“’Ln o1 (DEN) .
j=0
Dieser ist auf dem Feingitter mit Zeitschrittweite At, definiert, greift aber lediglich auf

Werte des Grobgitters mit der Zeitschrittweite At zuriick. Die damit in Zusammenhang
stehenden Gewichte ijt” ?(DtN) kénnen gemiifs

DENT (p(¢?)/(pAty)) = DIN* (p(¢P)/At) = Y wi™P (DEN) ¢ = Zwﬁf (DtN) (P
j=0 j=0
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erklart werden.

Um eine Aussage hinsichtlich der Stabilitdt zu gewinnen, bedienen wir uns in Analogie
zum bereits beleuchteten Fall p = 1 eines Energieargumentes. Die diskrete Energie Ej P

)
zum Zeitpunkt ¢, mit j =0,1,..., N und £ =0,1,...,p — 1, sei hierbei durch

E Uj o1 — Ujp

1
jerl = 2H )AL, HQ_+§(V%‘,E+17V%‘,£)9— (3.34)

gegeben. Das entspricht der Definition (3.24) im Fall At, = At. Das Lemma 3.10 zeigt mit
At,, anstelle von At als Zeitschrittweite im Innengebiet ebenfalls die Nichtnegativitét der
diskreten Energie (3.34), wenn die ausgewiesene CFL-Bedingung (3.25) erfiillt wird.

Wir nutzen die in (3.34) eingefiihrte diskrete Energie, um die mit der speziellen Setzung

ul h
Usp41 — Wi

vt 2At,

getestete Gleichung (3.33a) in der Form
1 L
i (Biest = Fiy) = Uil + (el oir (3.35)

zu schreiben. Die Gleichungen (3.35) addieren wir daraufhin fiir alle 7 = 0,1,..., N und
¢=0,1,...,p—1 zu den Gleichungen (3.33b), hier fiir j =0,1,..., N, und erhalten

N
_ oA -

<80?,ea70 Vj > + Z < <D75N+ ")y Uh) (tj)ﬂ/1>r-

J=0£=0 j=0 ¢=0 =0

(3.36)

Um eine perfekte Energiebalance sicherzustellen, ist es notwendig, dass bei der Kopplung
auf dem Rand I keine weitere Energie hinzukommt. Aus diesem Grund sollten sich die
Kopplungsterme aufheben. Die Energieidentitét (3.36) zeigt, dass das durch die simultane

Setzung von
p—1

o =@l und =Y g
=0

firalle j =0,1,...,Nund £ =0,1,...,p— 1 gewidhrleistet wird. Durch diese Setzung re-
duziert sich die Konvergenzordnung um eins, sodass nunmehr lineare Konvergenz vorliegt.
Die endgiiltige Formulierung des gekoppelten diskreten Problems lautet demzufolge:
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Finde v (t) € 22} (™) und " (t) € &) ('), sodass fiir j = 0,..., Nund £ =0,...,p— 1

h ho o yh
AR o i |
< : CgAji}% o] (Vg Vo)o- = (fiev)a- + (9,95 v)r
0

(@hwdr = ( (DINFEP g ) (1))
(3.37)

fiir alle v € 22} (Q7) und ¢ € 2} (1) erfiillt wird. Die damit verbundene diskrete Energie
geniigt der Beziehung

—_

(BB )= S ot S(DOF 05 0) (0 S

7=0 £=0 7=0
(3.39)

Die Stabilitat dieses Problems steht in enger Verbindung mit der Positivitdt des Ope-
rators DtN ™ GtA tpop ), die wir zunéchst fiir den Fall, dass die Vorwéarts-Euler-Methode,

das heift p(¢) = 1 — ¢, die Grundlage der Faltungsquadratur bildet, untersuchen. In
Anlehnung an die Ausfiihrungen bei der Behandlung gleicher Zeitschrittweiten im Innen-
und Aufengebiet untersuchen wir nun

—Re <DtN+ (p(¢P)/AL) ¢, 7 (C) /Atp>F

mity (¢) =1/2 (C —1_¢ ) und ¢ = e~ 2% sowie s = iw. Eine dhnliche Schlussweise wic im
Beweis zum Lemma 3.12 zeigt, dass es bei der Frage nach der Positivitiat des Operators
DtN™* <6Atp P ) auf das Vorzeichen von

Re <p (eiWAt)2 W)
ankommt. Es ergibt sich
Re <p (eiwAt)ZW) —Re ((1 _ WAt | einAt) (eiwmp _ e—iwAtp))
= — 2 cos(wAt + wAty) + 2 cos(wAt — wAty)
+ cos(2wAt + wAt,) — cos(2wAt — wAty)
und nach Anwenden der Additionstheoreme erhalten wir die Beziehung
Re (p (ei“’At)2 W) = 2sin(wAt) sin(wAt,) — sin(2wAt) sin(wAt))
= 2sin(wAt) sin(wAty) (1 — cos (wAt)). (3.39)

Falls das BDF2-Schema mit p(¢{) = 3/2 — 2¢ + 1/2¢? bei der Faltungsquadratur zum
Einsatz kommt, gilt die Gleichheit

Re (p (ei“JAt)2 vy (ei“AtP)) = 8sin(wAt)” sin(wAt,) (3 cos (WAL /2) — cos (3wAt/2)).
(3.40)
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0.4

0.2

—0.2

—-0.4

Sowohl der Ausdruck in (3.39) als auch der Ausdruck in (3.40) ist nichtnegativ im Be-
reich |w| < 7/At. Dariiber hinaus sind auch Intervalle vorhanden, in denen die Terme
negativ werden. Das lasst vermuten, dass instabiles Verhalten auftreten kann. Diese In-
stabilitdt sollte zu vernachléssigen sein, sofern glatte Daten eingehen und der Fourier-
Transformation der Daten auferhalb des Intervalls |w| < m/At wenig Bedeutung zu-
kommt. In Anwendungen wird ebendiese Prémisse, glatte Eingangsdaten mit hohem
Frequenzgehalt, oftmals erfiillt. In den numerischen Experimenten, sieche Abschnitt 3.3,
stellte sich heraus, dass unter dieser Voraussetzung instabiles Verhalten durch eine ge-
eignet gewéahlte Zeitschrittweite des Grobgitters umgangen werden kann. Die linke Seite
der Abbildung3.1 zeigt das Experiment 1 aus dem Abschnitt 3.3 mit einer verdoppel-
ten Schrittweite des Grobgitters. Es wird deutlich, dass es aufgrund dieser Anderung zu
instabilem Verhalten der Losung kommt. Die rechte Seite der Abbildung3.1 zeigt das
Experiment 1 aus dem Abschnitt 3.3 mit modifiziertem Dirichlet-Sprung. Wir wéhlten
hier speziell vj u¢(x,t) = H(t — 2), sodass diese Eingangsgréfe unstetig ist.

0.5

I O /\ 4

—0.5} -
i —— numerische Ldsung | 1k i

—  exakte Losung
| | | | | | | | | | | | | | 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 1 2 3 4 5
t t

Abbildung 3.1: Experiment 1, siche Abschnitt 3.3, mit At, = 0.005 und p = 8 (links) und
unstetigem Sprung als Eingangsgrofse (rechts)

3.2.3 Modifizierte Kopplungsstrategie

Im vorangegangenen Abschnitt entwickelten wir eine Losungsmethode, mit deren Hilfe
das in Raum und Zeit diskretisierte Ausgangsproblem (3.2) néherungsweise gelost wer-
den kann. Wir konnten zeigen, dass die vorgestellte Kopplungsstrategie zu einem stabi-
len Losungsalgorithmus fithrt, wenn fiir das Innen- und das Aufsenraumproblem dieselbe
Zeitschrittweite gewahlt wird. Falls die Zeitschrittweite im Innengebiet kleiner ist als
die im Aufsengebiet, kann die Stabilitdt des Algorithmus nicht uneingeschriankt sicher-
gestellt werden. Theoretische Ausfiithrungen und numerische Experimente belegen, dass
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diese beispielsweise bei einer unangemessenen Wahl des Zeitschritts At oder im Falle
nicht-stetiger Eingangsdaten verletzt sein kann. In diesem Abschnitt geben wir eine im
Vergleich zum vorigen Abschnitt modifizierte Kopplungsstrategie an, die auch bei der
Wahl unterschiedlicher Zeitschrittweiten innerhalb des Innen- und Aufengebietes stabil
ist.

Wir erldutern nachfolgend die Idee der modifizierten Strategie. Dazu betrachten wir das
diskrete System (3.33), das wir an dieser Stelle nochmals angeben. Es stellt sich mit
7=0,1,..., Nund £=0,1,...,p—1 in der Form

h h h
Ujgpq = 2Uf )+ Uje_y b ho
( : ijt,% =0+ (Vuje, Vo)o- = (fiev)a- + (@567 v)r
0

@ wir = ( (DENHOR)rg ") (1), )

r

dar, wobei wir zum einen mit v € £} (Q7), zum anderen mit ¢ € 22} (I') testeten.
Wir modifizieren das Problem dahingehend, dass wir anstelle des Operators DN (/)

einen verénderten Operator DIN Jr(8,5“) heranziehen, der durch
—~+ 1 n
DtN (s):= thN (s) (3.41)

gegeben ist. Im Abschnitt 3.2.2 haben wir gesehen, dass die Stabilitat an die Positivi-
tdt des Dirichlet-zu-Neumann-Operators gekniipft ist. Das folgende Lemma gibt Aus-
kunft iiber die Positivitdt des modifizierten Operators. Anschliefend erarbeiten wir eine
Kopplungsstrategie, bei der aufgrund dieses Lemmas auch bei unterschiedlicher Wahl der
Zeitschrittweiten im Innen- und Auflengebiet die Stabilitét sichergestellt ist.

Lemma 3.18. Es sei 51?.7/V+ die modifizierte duflere Dirichlet-zu-Neumann Abbildung
aus (3.41). Dann gilt

) i< (DN (@) (1), ) > 0
§=0

fiir jede Dichte ¢ € 2} (T).
Beweis. Zum Beweis bemerken wir, dass mit der Notation (3.28) die Gleichungskette

(DIN"(20,0) = ( (1/s%) DIN*(s2)p,00) = (DIN* (%), s%45) /(][

gilt und folglich
“Re <Bﬁv+(sm)¢,¢>F > 0.

Der Nachweis ergibt sich somit in Analogie zum Beweis des Lemmas 3.12. O
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Beriicksichtigen wir den in (3.41) gegebenen modifizierten Operator, so ergibt sich anstelle
der Gleichung (3.33b) die Gleichung

—~+ .
(Whr = ( (DIN” 0Pz it) (1), %) (3.42)
Wie im vorigen Abschnitt testen wir auch hier die Gleichungen (3.33a) mit

h h
s M |
E 2AL,
und addieren die resultierenden Gleichungen fiir alle j = 0,1,...,Nund ¢/ =0,1,...,p—1
zu (3.42) fur j = 0,1,..., N. Wir setzen gog-” = 90?! und erhalten mit der Energie (3.34)

N
ai By~ Boy) +;}<%"M>F
N 1p—1 i\l_ 1P 1 N
Z; (fi.6:vj.0) - +Z<%a Z’Yo UJ€> +Z<<DtN ) o_ﬂh) (tj)7¢j>r,
j=0% ¢=0 j=0 §=0
(3.43)
wobei
uj, i1

]E-i—l
Z vy Z

die Zeitableitung % in ¢; approximiert. Die perfekte Energiebalance wird schliefslich durch
die Setzung

1232
Y == W= U,
p =0

fiir alle j = 0,1,...,N und £ = 0,1,...,p — 1 gewihrleistet, da sich die Kopplungster-
me in (3.43) auftheben. Die endgiiltige Formulierung des modifizierten Problems lautet
demzufolge:

Finde u”(t) € 22} () und p"(t) € &) ('), sodass fiir j = 0,...,Nund £ =0,...,p— 1

h h h
Ujpyy = 2Ug T UG h ho -
( 2 CQA]t% v + (Vuie, Vo)o- = (fiev)o- + (9], 7% v)r
a-

oy = { (DINT 0P @) (1), 0)

fiir alle v € 22} (Q7) und ¢ € 2} (T) erfiillt wird.

Das diskrete Schema (3.44) koppelt, im Gegensatz zum Pendant (3.33) des vorange-
gangenen Abschnitts, das Teilproblem im Innengebiet mit dem Teilproblem, das auf
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dem Rand formuliert ist, auf eine starke Weise, sodass die algorithmische Lésung dieses
diskreten Problems schwieriger ist als die des vorangegangenen Abschnitts. Wir zeigen
abschlieffend eine Moglichkeit auf, mit deren Hilfe ein Losungsalgorithmus zum diskreten
Schema (3.44) implementiert werden kann.

Wir beginnen dazu mit der algebraischen Formulierung des diskreten Schemas (3.44),
wobei wir der Vereinfachung der Ausfithrung wegen ¢ = 1 setzen und Nullanfangsbe-
dingungen annehmen. Fiir die Raumdiskretisierung verwenden wir die Galerkin-Methode.
Dazu fithren wir sowohl eine Basis {x;, j = 1,..., Ny} von 2} (Q7) als auch eine Basis
{wj, 5=1,...,N,} von 29 (T) ein. Mit dem Ansatz

Ny Ny
W= (uie;xi wnd @ =" (@),
i=1 i=1

lasst sich das diskrete Schema (3.44) wie folgt in Matrixschreibweise formulieren:

A’U/][—I— A 2 (uj,f—i-l _2uj,€+uj,€—1) :f},£+C*BLPJ7 620717'“7]9_17

p—1
2At Z“"J xC (Zuklz—i-l s 1) = Beyp;.

=0

Hierbei stellen M und A die Masse- und Steifigkeitsmatrix zum Finiten-Elemente-Gitter
dar, B reprisentiert die Massematrix des Randgitters und C die diskrete Spur. Die

Matrizen w; sind Approximationen der Faltungsgewichte w; (57?]/\7 )

Die Losungsstrategie, die wir nachfolgend beschreiben, greift eine Idee auf, die auf [1]
zuriickgeht, wo sie dhnlicher Form umgesetzt wird. Wir nehmen an, dass die Koeffizien-
tenvektoren w, o und w;, fir £ =0,1,...,p—1und j = 0,1,...,n—1 bereits bekannt sind
und dass die Koeffizientenvektoren ¢, fiir j = 0, 1,...,n—1 ebenfalls vorliegen. Mit dem
Ziel die Vektoren w, ¢ und ¢,, zu berechnen, fithren wir die entkoppelten unbekannten
Grofen ufm fir £ =1,...,p ein. Diese Unbekannten sind Losung des Systems

d d d
Aun/ + At2M <un,€+1 - 2un,€ + un,é—l) = .fn7€7 = 07 1,... P — 1,

mit den Anfangswerten ufz’_l ‘= Up_1p-1 und ug,o = Upyo.

Wir setzen weiter w,, ¢ = uz ot fir £ =1,... p. Die Groken u , stellen Korrektur-
terme dar. Sie ergeben sich als Lésung des Systems

Au'nf + At 2M (ufll,f—i-l - 2u$1,€ + u%,f—l) = C*B‘an ¢=0,1,... ,p—1,

p—1

—1
1 p
By, — § wyC E U o1 — U1 § wp—;C E uf g —uf g
281, 2~ 2 2At

=0
(3.45)

mit den Anfangswerten u;7_1 = “;,0 =0.
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Das Lemma 3.19, das wir am Ende dieses Abschnitts beweisen, zeigt die Beziehung

3
L

(s, o1 — g 1) = Athp (X)M~'C*Bey,,

o~
i
o

wobei T}, (X) mit X = At?DM ~L A rekursiv durch die Vorschrift
T, (X) = (Ty1 (X) — Tpz (X)) (3T = X) + Tys (X)
mit den Startwerten
Ty(X)=0, T\ (X)=Tund Tb(X) =4I - X

definiert ist. Dieser Zusammenhang erlaubt folglich die entkoppelte Bestimmung von ¢,,
als Losung des Systems

At n—1 ~ . 1 n p—1
By, = TP E  wnCT, (X) M~'C*" By, + AL E wn-1C (E :u’z,é—i-l - uz,z—1 ,
k=0 P =0 £=0

wobei B,, durch B — (At,,/2)woCT, (X) M~ C*B gegeben ist.

Lemma 3.19. Es seien uy, , firt=1,...,p und ¢, die Losungen der Gleichungen von
(3.45). Mit X = At2M ' A gilt

p—1

> (e — g e) = AGT, (X) MT'C* By,
=0

Die Polynome T, (X) sind dabei rekursiv durch die Vorschrift
T, (X) = (Ty-1 (X) — Tz (X)) (3T — X) + Ty (X)
mit den Startwerten
Ty(X)=0, T1(X)=1I und T (X) =4I — X

gegeben.

Beweis. Zunachst haben wir

—

p—
c c _..c c c c _..c c

Z (un,f—i-l - un,i—l) - un,p + un,p—l - un,O - un,—l - un,p + un,p—l'

/=0

Der letzte Schritt ergibt sich aufgrund der giiltigen Nullanfangsbedingungen. Aus (3.45)
wird zudem ersichtlich, dass nach Umformulierung

Uy, = 2Up g — AtIQ,M_lAuqu_l — Uy, ot At?)M_lC*B(pn. (3.46)
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gilt. Folglich ergibt sich
Up o+ Up o = 3Up g — Atzz)M 1Aunp 1= Uppot Atf)M_IC*Bgon.
Nun machen wir fiir £ =0,1,...,p den Ansatz
ug o+ ul, =S (X)ul, o+ Re(X)ug, o+ AT, (X) M~ 'C*Be,,

den wir in der Folge verifizieren. Es ist zu beachten, dass mit ¢/ = 1 die Beziechungen
S1(X) =3I - X, Ri(X) =—1I und T1 (X) = I gelten. Es sei nun der Ansatz fiir
gewisse ¢ giiltig. Wir driicken uf _, durch (3.46) mit Hilfe von u , und u
aus und erhalten

n,p—_f— n,p—0—2
u?L,p_i_u;:l,p (X) E+Rf( ) fzp l— 1+At2TZ (X)M_lc*BQon
_Sf )(AtQM 1C*B¢n Xu’np 0— 1+ 2unp -1 ,p—€—2)
+ Ry (X)ul,, o +ALT (X)M 'C*Bey,
=Spr1 (X)u, pg+ Repr (X)us, o+ ATy (X) M~ 'C*Be,.

Die Rechnung geht mit dem gemachten Ansatz konform, wobei wir

St (X) =50 (X) (21 — X)) + Ry (X)
Rp1 (X) = =S¢ (X) (3.47)
Toy1 (X) =S¢ (X) + Ty (X)

setzten. Insbesondere fiir £ = 0 ergibt sich Sy (X) = I, Rp (X ) = I sowie T (X) = 0.

Der Ansatz zeigt mit g, o = uf, _; = 0 die Beziehung
Upp+Up g = At}%Tp (X)M ™ 'C*Be,,

Aus obiger Rekursion (3.47) fiir Sy, Ry und Ty kann die im Lemma ausgewiesene Rekursi-
on fiir Ty durch sukzessives Einsetzen erhalten werden. Damit ist der Beweise beendet. [J

Das hier vorgestellte modifizierte Verfahren stellt eine stabile Alternative zur Lésung
der Transmissionsprobleme dar, insbesondere wenn unterschiedliche Zeitschrittweiten in
Q" und 2~ verwendet werden. Da jedoch bei dieser Umsetzung beide Teilprobleme im
Aufen- und im Innenraum in einer starken Form miteinander verbunden sind, ist der
Algorithmus zur Bestimmung einer Néherungslosung wesentlich aufwéndiger zu imple-
mentieren. Eine alternative Herangehensweise stellt die Wahl lokaler Schrittweiten im
Innengebiet dar, bei der lediglich kleine Zeitschrittweiten bei kleinen finiten Elementen
genutzt werden; siehe [24, 25, 36]. Fiir die numerischen Experimente, die wir im Ab-
schnitt 3.3 zeigen, implementierten wir einen Algorithmus, der die Kopplungsstrategie
des Abschnitts 3.2.2 umsetzt, da wir davon ausgehen, dass die wesentlich kompliziertere
Implementierung der Losungsvariante des Abschnittes 3.2.3 aufgrund der Vorteile einer
lokalen Schrittweitensteuerung nicht verhdltnisméfig ist. Mit der algorithmischen Um-
setzung der Ideen des Abschnitts 3.2.2 beschéaftigt sich das sich anschliekende Kapitel.
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3.2.4 Algorithmische Umsetzung

Im Abschnitt 3.2.2 fiihrten wir aus, wie wir das Innen- und das Aufenraumproblem,
(3.3) und (3.5), numerisch behandeln. Wir verwiesen darauf, dass im Innengebiet Q™ die
Finite-Elemente-Methode in Zusammenhang mit dem Leapfrog-Verfahren zur Zeitdis-
kretisierung zum Einsatz kommt und dass wir im Unterschied dazu im Aufsengebiet die
Randelementmethode in Verbindung mit einer Faltungsquadraturmethode anwenden. Da
das explizite Zeitdiskretisierungsverfahren, im Unterschied zu der auf einem impliziten
Verfahren beruhenden Faltungsquadraturmethode, nur bedingt stabil ist, beriicksichtig-
ten wir fiir beide Teilprobleme verschiedene Zeitschrittweiten.

Zu Beginn des Abschnitts3.2.2 sowie in der Bemerkung3.13 erwidhnten wir bereits,
dass der Dirichlet-zu-Neumann-Operator DtNT keine direkte Galerkin-Diskretisierung
erlaubt und hoéchstens Approximationen dieses Operators diskretisiert werden kénnen.
Im Rahmen der numerischen Umsetzung des Kopplungsalgorithmus (3.37) verzichten wir
aus diesem Grund auf eine direkte Verwendung des Operators Dt N ' und berticksichtigen
anstelle von (3.7) die Randintegralgleichung

V(9e)v{ u(z, t) = <IC - ;I) (O)vqu(x,t), xel, tel0,T],

sodass lediglich jeweils die Diskretisierung von Einfach- und Doppelschichtpotential be-
rechnet werden muss.

Innerhalb des vorzustellenden Algorithmus erlaubt die Kopplungsstrategie des vorange-
gangenen Abschnittes die Behandlung der Teilprobleme (3.33a) und (3.33b), letzteres in
der modifizierten Form

v (0) e = ((/c - ;z) (é}“)ﬁuh) (t:).9),. (3.48)

in weitestgehend unabhéngiger Art und Weise. Wéhrend der numerischen Behandlung
von (3.48) haben wir dabei insbesondere Aufgaben der Form, sieche Abschnitt 1.2,

1

k k
Dowily W)l = —oadul + Y ety (K)agu), k=0.1,...N, (3.49)
§=0 §=0

zu 16sen, wobei die unbekannten Dichten 30? in diesem Zusammenhang Approximatio-
nen der Neumann-Daten vfr u;‘ darstellen. Diesen Aufgaben werden wir mit dem im
Abschnitt 1.3 vorgestellten rekursiven Algorithmus begegnen.

Wir wenden uns nun der algorithmischen Umsetzung der Kopplungsstrategie (3.37) zu.

Wir nehmen an, dass die Losung u;l , und die entsprechenden Neumann-Daten gp? fiir

die konkreten Zeitpunkte t;,, j = 0,1,...,n —1und £ = 0,1,...,p — 1, sowie uz und

cpﬁ mit beliebigem, aber festem n < N, bekannt sind. Im néchsten Schritt des Algo-
rithmus gilt es, UZ ¢41 mit £ = 0,...,p — 1 aus Gleichung (3.33a) zu bestimmen. Die
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unbekannten Randdaten ~; uﬁ’e werden dabei unter Beriicksichtigung der entsprechen-
den Transmissionsbedingung des Ausgangsproblems (3.2) und des im vorherigen Schritt
ermittelten Datums ¢” berechnet. Dazu wihlen wir wie im Abschnitt 3.2.2 3027[ = oh
mit £ =0,1,...,p— 1. Da nicht nur uﬁ,_l sondern auch ufw bereits vorliegen, sind wir
anschliefiend in der Lage, nacheinander die Gréfen UZ,E 41 aus (3.33a) zu ermitteln.

Es folgt die Berechnung des Neumann-Datums ¢!, | mit Hilfe der diskretisierten Rand-
integralgleichung (3.49). Bringen wir die bereits bekannten Grofen auf die rechte Seite,
erhalten wir die modifizierte Gleichung

n+1 n

“JOAIt V) SOZH 70 n+1 + an+1—] Z n+1 g ? (3.50)
7=0

Die auf der rechten Seite auftretenden Grofen i u ; h kénnen aus der entsprechenden
Ubergangsbedingung des Ausgangsproblems (3.2) und den bekannten Daten Yo uj er-
mittelt werden. Wie im Abschnitt 1.3 erldutert wurde, kann auf die explizite Berechnung
der Faltungsgewichte wAt (V) und w§ (K) an dieser Stelle verzichtet werden. Stattdessen
miissen nur die Operatoren V(s) und K(s) an einzelnen Frequenzen ausgewertet werden.
Diese Arbeit wurde a priori ausgefiihrt, sodass wir annehmen, dass diese in jedem Schritt
zur Verfiigung stehen. Zur effizienten Berechnung der rechten Seite ziehen wir die skalierte
schnelle Fourier-Transformation heran; siche Abschnitt 1.3. Im Anschluss daran kann das
Neumann-Datum ¢! | ermittelt werden. Mit der Kenntnis von ", und u!,; werden
die verbleibenden Unbekannten sukzessive in der gezeigten Weise bestimmt.

Die Abbildung 3.2 zeigt den soeben skizzierten Verlauf des implementierten Kopplungs-
algorithmus in einer schematischen Zusammenstellung.

3.3 Numerische Experimente

Im Abschnitt 3.2.2 diskutierten wir einen Weg zur Losung des Transmissionsproblems
(3.2), der die beiden Teilprobleme, die sich im Innen- und im Aufenraum stellen, auf
weitestgehend separate Weise behandelt. Insbesondere erlaubte dieser Ansatz die Wahl
unterschiedlicher Zeitschrittweiten in den verschiedenen Teilgebieten. Wir stellten wei-
terhin einen Algorithmus vor, der im Aufenraum auf ein Faltungsquadraturverfahren
und im Innenraum auf ein explizites Zeitdiskretisierungsverfahren zuriickgreift. Im Ab-
schnitt 3.2.4 machten wir deutlich, wie wir bei dem vorgestellten Kopplungsalgorithmus
von der effizienten rekursiven Strategie aus [8], siche Abschnitt 1.3, zur Losung der dis-
kreten Faltung profitieren kénnen.

Dieser Abschnitt widmet sich numerischen Experimenten, die die Einsatzfahigkeit der
im Abschnitt 3.2.2 besprochenen Kopplungsstrategie verdeutlichen. Dazu haben wir den
Algorithmus des Abschnitts 3.2.4 implementiert. Wir erwahnten bereits, dass die Giiltig-
keit der in Bezug auf den kontinuierlichen Dirichlet-zu-Neumann-Operator entwickelten
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Eingabe [ Initialisierung

lj:(),ézl,u(’}”_lzuf}:o

¥

Aufenraumproblem:

- berechne

+,h _ —h
Yo U; = Yo Uj

- ermittle Lp? = vfu;‘ aus (3.50)

A

Innenraumproblem:
. - berechne
ersetze j o .
durch 57 +1 Y1 Y5 e—1 = Pje—1
- ermittle U;'l’e aus (3.33a)

ersetze £ nein

durch ¢ + 1

Niherungslésungen fiir ja
Ausgabe

u(z,t) mit 2 € Q= und t € 0,7 ¢
v u(z,t) mit 2 € T und ¢ € [0, 7]

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des Kopplungsalgorithmus
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Resultate bei Einsatz des diskretisierten Dirichlet-zu-Neumann-Operators DtV ;L eng an
dessen Positivitdt im Sinne des Lemmas 3.12 gebunden ist und es insbesondere bei der
Verwendung unterschiedlicher Zeitschritte im Innen- und Aufiengebiet zu instabilem Ver-
halten der Ndherungslosung kommen kann. Bevor wir mit den Experimenten beginnen,
zeigen wir deshalb, dass fiir das bei den ersten zwei numerischen Tests verwendete Gebiet,
mit der Notation aus dem Beweis des Lemmas 3.12, die Relation

a(s) i= —Re (DING (%), 5%0) >0 vy € 23 (T)

fiir Res — 0 erfiillt wird. Bei dem angesprochenen Innengebiet handelt es sich um die
Einheitskugel, das heifit, es gilt I' = $2. Die Ortsdiskretisierung des Innengebietes fiihrte
zu einem Gitter bestehend aus 7658 Knoten, davon 1537 auf dem Rand, und 43683 finiten
Elementen sowie 3070 Randelementen. Um eine Diskretisierung Dt N, ,;F des Dirichlet-zu-
Neumann-Operators zu erhalten, betrachten wir die Variationsformulierung

<n, Vg0>r - <n, <IC — ;I) ¢>F Vi e 20 (I)., (3.51)

durch die der Lésungsoperator DIN," : 2} (') — 22 (T'), DLN, ¢ = ¢, definiert wird.
Die Einfithrung der Basen 2} (I') = span{¢1, ..., ¢, } und 2 (T') = span{ep1, ..., o, }
sowic der Konstanten a; und 35,7 =1,..., Mg, j = 1,..., M erlaubt es, jedes ¢ € P,? (T)
und jedes ¢ € P,% (T') als Kombination der Basisfunktionen, ¢ = Y~ ajp; und ¢ = > 5105,
zu schreiben. Damit ergibt sich aus (3.51) mit i = 1,2,..., My das System

M() Ml 1
(o0 D aves) = (e 25 (16 - 21> b ),
j=1 j=1
das in Matrix-Vektor-Form die Gestalt

Vaz(K—iM),B

annimmt. In Bezug auf die Matrizen V., K und M gilt
Vi = (pi,Vejr, Kij={(pi,Kj)r, Mi;= (pi,¥j)r.

Folglich schliefsen wir
_ +,, A _ At
Re <DtN,L % ¢>F Re< 0,3 ¢>F
- _ 1 H

—Re (—gAtaHMﬂ) — Re <§AtﬁH (K . 2M> y—H M,8> .

Aus diesem Grund untersuchen wir
1
Re (B7TB) = p" (T +T") B (3.52)

mit T := 357 (K — AM)" v—H M,
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Das Einfachschichtpotential V zur Laplace-Gleichung ist elliptisch und beschrankt und
mit dem Lemma von Lax-Milgram existiert der ebenfalls beschrinkte inverse Operator
Vo ' HY2(T) — H~'/2(T). Daraus folgt die Elliptizitit von V™, siehe [88, Lemma 3.3].
Durch (Vy'4,4)r wird folglich eine zur Standardnorm |2 /2 aquivalente Norm defi-
niert. Wir skalieren (3.52) mit (V; !4, ¢)r, um die Abhiingigkeit von der Gitterweite des
diskretisierten Gebietes zu umgehen. Das fithrt zu

Re <DtN,j¢,§At¢>F BT (T+TH) B

Tl 287V51A

Da wir die Frage nach der Positivitdt des Realteils fiir jede Dichte v stellen, 16sen wir
das Minimierungsproblem
B (T+T)B
min T
BeCM BV, B

beziehungsweise mit vy := V 1/2,6

G (V(l)/Q(T - TH)V(l]/2> ~
min .

~eCM1 Yty

(3.53)

In diesem Zusammenhang ist V 1/2 wohldefiniert, da V positiv definit ist. Das Mi-
nimierungsproblem (3.53) ist dquivalent zum Problem, den kleinsten Eigenwert von

V(l)/Q(T + TH)Vé/2 oder auch von V(T + T*) zu finden.

Die Abbildung 3.3 zeigt die Losung des Minimierungsproblems (3.53) im speziellen Fall
der diskretisierten Einheitskugel, die als Rechengebiet fiir die ersten beiden Experimente
dient. Sie enthélt die Resultate fiir Frequenzen Arg(s) aus dem Intervall [0, 7r]. Die Ergeb-
nisse fiir Arg(s) € [—, 0] ergeben sich aus der symmetrischen Fortsetzung aufgrund der
konjugierten Komplexitit der Frequenzen. Man erkennt, dass hier die Realteile samtlich
positiv sind. Die kleinsten Werte ergeben sich zu null und liegen am Rand des dargestell-
ten Bereiches.

Wir schliefien die Besprechung der numerischen Experimente an, die die Einsatzfahig-
keit des Kopplungsalgorithmus unterstreichen sollen. An dieser Stelle nutzen wir die
Gelegenheit und weisen darauf hin, dass in allen folgenden numerischen Tests H-Matrix-
Techniken genutzt werden, um die aus der Galerkin-Diskretisierung der Randintegralope-
ratoren hervorgehenden Matrizen zu speichern. Wir profitieren ebenfalls von diesen Tech-
niken, wenn wir Matrix-Vektor-Multiplikation ausfiithren. Den auftretenden linearen Glei-
chungssystemen begegneten wir mit dem GMRES-Verfahren, wobei eine ‘H-LU-Zerlegung
des Galerkin-diskretisierten Operators wi* = V(3(0)/At) als Vorkonditionierer herange-
zogen wurde; siehe [13]. Fiir eine Einfiihrung in das Gebiet der H-Matrizen verweisen wir
auf [18] und [54], aber auch [46]. Alle Berechnungen, die auf der H-Matrix-Arithmetik
beruhen, wurden mit Unterstiitzung der HLIBpro-Bibliothek ausgefiihrt; siehe [64] und

[63].
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Abbildung 3.3: Untersuchung der Positivitdt der Dirichlet-zu-Neumann-Approximation
am Beispiel der in den Experimenten 1 und 2 verwendeten Gebiete

Die numerischen Experimente formulieren wir als Streuprobleme. Solche Probleme ent-
stehen, wenn eine einfallende Primérwelle auf ein Objekt trifft, das als Hindernis fungiert
und die Welle streut. Wir setzen voraus, dass das Objekt durchstrahlbar ist. Diese Streu-
probleme lassen sich ebenfalls als Transmissionsprobleme auffassen und passen demzu-
folge in den globalen Rahmen dieses Kapitels.

Wir interessieren uns fiir das durch den Prozess entstehende totale Druckfeld u(x,t), das
wir in das Druckfeld des Aufengebietes, u®(x,t) := u(z,t), falls z € QF, und das des
Innengebietes, u'(z,t) := u(x,t), falls z € Q~, teilen. Im Aufiengebiet des Streuobjektes
wird die einfallende Welle beim Auftreffen auf das Hindernis verédndert und erzeugt ein
sogenanntes gestreutes Feld u*“®. Dieses beschreibt den Druckunterschied zwischen dem
Druckfeld bei vorhandenem Streuobjekt, u®, und dem Druckfeld bei fehlendem Streu-
objekt, u¢. Beide Felder, u™™ und u®““, iiberlagern sich daher zu einem Gesamtfeld
ul(w,t) = u™¢(z,t) +u(x,t). Die einfallende Welle ist bekannt und geht als Eingangs-
grofke in das Problem ein. Bei diesem Szenario geht das Ausgangsproblem (3.2) in das
spezielle Streuproblem

1 sca sca
ga,?u Y, t) — Aus(z,t) = 0 (z,t) € QT x [0,T)
'yo_ui — g utet = ’yarumc (z,t) € ' x [0,T]
— 1 +, scat __ _+,,inc (354)
v ut = =~u (x,t) €eI' x [0,T]
1 : .
C(m)ﬁ?ul(ax,t) — Au'(z,t) = f(z,t)  (2,1) € x[0,T]

tiber. Dartiber hinaus moge die einfallende Welle fiir ¢ < 0 nicht in Wechselwirkung
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mit dem Streuobjekt stehen, sodass wir annehmen konnen, dass u(-,0) = 0 und
Owu™e(-,0) = 0 in einem Gebiet gilt, das Q~ vollstindig enthilt. Folglich gelten die
Anfangsbedingungen u*°® (-, 0) = dyu*®(-,0) = ui(-,0) = dyu'(-,0) = 0.

Dieses Beispielszenario entspricht nicht exakt der Formulierung des Problems, das wir
fiir die theoretische Diskussion zugrunde gelegt haben. Aufgrund der Einfiihrung des
Dirichlet- und des Neumann-Sprungs in den Transmissionsbedingungen ergibt sich das
Problem (3.54) in variationeller Form wie folgt:

Finde u'(-,t) € H'(Q~) und (-, t) € H~1/3(T), sodass

(C(IEl)Zuz’U>Q + (vui’vv)gz— = (f,’U)Q_ + <80770_U>1—\

(e = (DENF@)rgulsv) = (DENF@)ru™, ) + (3w, )

mit Nullanfangsbedingungen gilt fiir alle v(-,t) € H'(Q~) und ¢(-,t) € HY/*(T).

Im Vergleich mit (3.9) ergeben sich zusétzliche Terme, die jedoch die Stabilitétsanalyse
nicht beeinflussen, sodass die Ergebnisse der vorangegangen Abschnitte giiltig bleiben.

Die ersten beiden Testszenarien, die wir vorstellen wollen, umfassen Experimente, bei
denen das Innengebiet Q= als Einheitskugel gegeben ist und folglich I' = S? gilt. Diese
einfache Wahl erlaubt es, die exakte Losung der Probleme analytisch zu bestimmen und
mit der numerischen Naherungslosung zu vergleichen. Dazu wéhlen wir ¢(z) = 1 im
Innen- und im Aufsengebiet.

Experiment 1. Fiir dieses Experiment setzen wir die Eingangsdaten f=0 und q/ar ui=0
sowie die Anfangsbedingungen (-, ¢) = 0 und u(-,t) = 0, wobei u der Definition in (3.56)
folgt. Das Ausgangsproblem (3.2) besitzt nun die spezielle Gestalt

Pt (z,t) — Au*¥(x,t) =0 (x,t) € QT x [0, 7]
_ui_ +uscat:0 fL’,t EFX O,T
’YO— i 73— scat +, inc ( ) [ ] (355)
Y u' = =7 (z,t) € T x [0,T]
8fui(:v,t) — Aui(m,t) =0 (x,t) € Q x [0,T]

Aufgrund der Sprungeigenschaften des Einfachschichtpotentials, siche Lemma 1.5, ergibt
sich die eindeutige Losung

scat 3 O+

a=10" " (3.56)
u' in Q°

dieses Transmissionsproblems zu @ = S(0;)y; u™™, wobei S(;) in (1.21) erklirt wurde.

Die sphérischen Kugelflichenfunktionen Y;”™(Z), mit z = z/||z||, vom Grad [ und der
Ordnung m sind Eigenfunktionen des Randintegraloperators v, S(9;) = V(9;). Die Ei-

genwerte sind durch die inverse Laplace-Transformation von \(s) = —sjl(is)hl(l)(is)
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gegeben; siehe |62, 78]. Hierbei sind j; die sphérische Bessel-Funktion der Ordnung [ und
hl(l) die sphérische Hankel-Funktion erster Art der Ordnung I; siehe [3].

Die Eingangsgrofe v, u¢(z,t) sei nun separierbar, das heift von der Gestalt, dass sie
eine Darstellung der Form v, u™(z,t) = B(t) - Y;™(Z) besitzt. Mit dem Losungsansatz
Yo w(x,t) = u(t)-Y," () sind wir in der Lage, das Problem (3.55) insofern zu reduzieren,
als es lediglich zeitabhéngig ist; siehe [11]. Es gilt

V(@) u(x, t) = M(D)yif w'" (1) = g Ul 1) = u(t) Y™ (2).
Daraus entnehmen wir, dass

N (00)BH (1) = a(t).

In diesem konkreten numerischen Experiment wihlen wir speziell die konstante Eigen-
funktion Y = 1/(24/7). Folglich erhalten wir mit der Heaviside-Funktion H(t) wegen
Ao = (1 —e72%)/(2s) den entsprechenden Eigenwert als £~ '\g = 1/2 — H(t — 2)/2.
Insgesamt ergibt sich demzufolge

_ Lt
u(t) = 5 t_Qﬁ (1) dr.

Dabei setzen wir die Funktion 3'(¢) fiir negative Zeiten durch null fort. Diese letzte
Beziehung ist aufgrund der Relation 3'(t) = Ay ' (9)u(t) dquivalent zu

1t/2]
Bty =2 au(t—2j), (3.57)

§=0
wobei # die Ableitung von %(t) bezeichnet; siehe [81].
Fiir das konkrete Experiment wéihlen wir die Eingangsgrofse q/f u™e(z,t) gemiR
sin(t)* cos(t), 0<t<2

v (2, t) = 7 sin(t)4 cos(t) + sin(t — 2)* cos(t — 2), 2<t<4
sin(t)* cos(t) + sin(t — 2)* cos(t — 2) + sin(t — 4)* cos(t — 4), 4 <t <5.

Mit der Beziehung (3.57) besitzt die exakte Losung auf dem Rand I" der Einheitskugel, die
hier als Hindernis dient, innerhalb des interessierenden Zeitintervalls [0, 5] die Gestalt

u(z,t) = sin®(t), z €T.

1
2y
Das Experiment ist so strukturiert, dass die Losung auf I' ortsunabhéngig ist. Die Abbil-
dung 3.4 zeigt die mit Hilfe des Kopplungsalgorithmus (3.2) bestimmte Naherungslosung.
Dabei verwendeten wir eine Zeitschrittweite des Zeitgitters in Q= von At, = 0.005 und
p = 4. Dem Faltungsquadraturverfahren legten wir das BDF2-Verfahren zugrunde.
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Abbildung 3.4: Erstes numerisches Experiment: Vergleich von numerischer und exakter
Loésung in einem Randpunkt (links) und Approximationsfehler (rechts)

Die linke Abbildung zeigt den Vergleich der auf dem Gitter, das sich aus 43683 finiten
Elementen zusammensetzt, berechneten Naherungslosung mit der exakten Losung, die
rechte Abbildung weist den entsprechenden Approximationsfehler aus. Das gleiche Expe-
riment haben wir anschliefend mit halbierter Gitterweite und einer Zeitschrittweite von
At, = 0.0025 und p = 4 durchgefiihrt. Mit dieser Wahl ist das Verhéltnis aus Zeitschritt-
weite und minimaler Elementgrofe des Ortgitters in beiden Experimenten vergleichbar.
Den Approximationsfehler, der mit diesem feineren Finite-Elemente-Gitter in Verbindung
steht, ist ebenfalls der rechten Abbildung zu entnehmen. Auf eine Gegeniiberstellung der
Néherungslosung auf dem Feingitter mit der Originallésung verzichten wir an dieser Stel-
le, da die Visualisierung bei der verwendeten Skalierung zu keinem Erkenntnisgewinn bei-
tragt. Der Vergleich beider Approximationsfehler bestétigt die Konvergenzeigenschatft.

Experiment 2. Dem Experiment 1 folgend, setzen wir hier in Hinblick auf das Problem
(3.2) die Eingangsdaten f = 0 und ~; u¢ = 0 sowie die Anfangsbedingungen u(-,t) =0
und u(-,t) = 0, wobei & gem#R (3.59) definiert ist. Das Ausgangsproblem (3.2) besitzt
nun die spezielle Gestalt

Pt (1) — Au*¥(2,t) = 0 (x,t) € QT x [0,T]
Yo ut — g ut et = yfu (z,t) €T x [0,T] (3.58)
vy ut =y utt =0 (z,t) €T x [0,T] '
O2ul(z,t) — Aul(z,t) =0 (xz,t) € Q x [0,T]
Ist D(0;) gemék (1.22) erkldrt, so ist die eindeutige Losung
scat 3 Q+
a=0" " (3.59)
ut in Q~
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dieses speziellen Transmissionsproblems aufgrund der Sprungrelationen des Doppelschicht-
potentials, siehe Lemma 1.5, durch @ = —D(9;)v; u™ gegeben.

Die sphérischen Kugelflichenfunktionen Y;™(Z), mit z = z/||z||, sind ebenfalls Eigen-
funktionen des Randintegraloperators v, D(9;) = K(0;) — 1/2Z. Die Eigenwerte stellen
sich hier, unter Beriicksichtigung der bereits im Experiment 1 eingefiihrten Notation, als
die inverse Laplace-Transformation der Funktionen p(s) = —iszhl(l)(is) - jj(is) — 1 dar;
siehe [62, 78|.

Die noch zu belegende Eingangsgrofie fyar u(z, ) sei in Bezug auf Ort und Zeit trennbar,
sodass ¢ u™¢(z,t) = O(t) - Y/ (@) gilt. Mit Hilfe des Ansatzes y, a(z,t) = u(t) - V;™(z)
lasst sich das Problem (3.58) als ein lediglich von der Zeitvariablen abhéngiges Problem
auffassen; siehe [11]. Es gilt

- (IC(Bt) - ;I) v ue (1) = — (0w (0, t) = g Uz, t) = u(t) Y™ (T).

Damit ergibt sich, dass
—pu(8,)8°(t) = u(t).

Wegen jig(s) = e 2%(1 + s)/(2s) — (s + 1)/(2s) besitzen die Eigenfunktionen mit der
speziellen Wahl Y = 1/(2y/7) die Gestalt £ tug=1/2- (H(t—2)+5(t—2)—(t) —1).
Dabei verwenden wir die Heaviside-Funktion H(¢) und die Dirac-Delta-Distribution §(t).
Die Losung lésst sich somit in der geschlossenen Form

t
i) =5 [ ) dr+ 2800 — 56%(~2) (3.60)

angeben, wobei die Funktion 5%(¢) fiir negative Zeiten durch null fortgesetzt zu verstehen
ist.

Fiir das konkrete Experiment wihlen wir die EingangsgroRe g u'™(z,t) gemif
5
2T

Mit Beachtung von (3.60) ist die entsprechende theoretische Losung fir = € T’ durch

v u™(z,t) = ()Y = sin(t)* cos(t).

(1) = 1 {sin(t)5 + 5sin(t)* cos(t), 0<t<2

4y/m | sin(t)® + 5sin(t)? cos(t) — sin(t — 2)° — 5sin(t — 2)* cos(t — 2), t > 2

gegeben. Auch in diesem Test ist die Losung zu einem festen Zeitpunkt fiir alle Punkte auf
dem Rand I' des Hindernisses konstant. Fiir dieses Experiment suchen wir die Lésung
innerhalb des Zeitintervalls [0,5]. Der Abbildung3.5 kann das Ergebnis dieses zweiten
Experimentes entnommen werden. Der linke Teil zeigt den Vergleich der mit Hilfe des
Kopplungsalgorithmus (3.2) bestimmten Naherungslosung mit der exakten theoretischen
Losung, wiahrend der rechte Teil den Approximationsfehler darstellt. Hierbei verwendeten
wir eine Zeitschrittweite des Zeitgitters in 27 von At, = 0.005 und p = 4 wie bereits im
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Abbildung 3.5: Zweites numerisches Experiment: Vergleich von numerischer und exakter
Losung in einem Randpunkt (links) und Approximationsfehler (rechts)

vorigen Experiment. Zusétzlich legten wir dem Faltungsquadraturverfahren das BDF2-
Verfahren zugrunde.

Wir schliefsen diesen Abschnitt der Experimente mit dem Experiment 3.

Experiment 3. Fiir dieses Experiment dient ein liegender Zylinder der Lénge 4 mit
einem Radius der Linge 1 als Streuobjekt. Die Abbildung 3.6 zeigt die genaue Lage des
Objektes. Das Gebietsinnere enthélt zwei kugelférmige Locher mit jeweils einem Radius
der Lange 0.04, die auf der Ordinatenachse platziert sind. Diese Aussparung dient dazu,
kleinere Elemente bei der Diskretisierung des Gebietes zu erzwingen; siche Abbildung 3.7.
Auf diese Weise entsteht ein zusétzlicher Rand, auf dem wir eine homogene Neumann-
Randbedingung vorgeben.

]_ .-"-,

14

Abbildung 3.6: Darstellung der Lage des zylinderférmigen Innengebiets zu Experiment 3

Wir setzen im Ausgangsproblem (3.54) f = 0. Die einfallende Welle u*™ sei in diesem
Experiment eine Gauf-férmig modulierte ebene Welle der Art

u'™(z,t) = — cos (w (t — 2.6)) e~ (t=v6-7)%/0%
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Abbildung 3.7: Gitter des entlang der x —z—Ebene aufgeschnittenen Innengebietes zu
Experiment 3

In Bezug auf die Ausbreitungsrichtung § € R? des Pulses gilt |§| = 1. Der Parameter
w € R bezeichnet die Kreisfrequenz und v € R beschreibt die zeitliche Verschiebung
des Pulses. Die Grofse o > 0 ist ein Maf fiir die zeitliche Breite des Pulses. Wir wéhlen
fiir dieses Experiment speziell w = 7/2, § = (1,0,0)7, v = 1/2 und o = 1/4. Mit
dieser Wahl der Parameter ist zwar eine Wechselwirkung der einfallenden Welle zum
Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Streuobjekt vorhanden, diese ist jedoch so gering, dass wir die
Anfangsbedingungen als giiltig ansehen kénnen.

Bevor wir das Ergebnis des Experimentes présentieren, iiberzeugen wir uns von der Positi-
vitét der Dirichlet-zu-Neumann-Approximation Dt N ,j in diesem Fall. Die Diskretisierung
des zylinderférmigen Innengebietes besteht aus 56623 finiten Elementen. Auf dem Rand
befinden sich 3414 Randelemente. Das Gitter besteht aus insgesamt 9795 Knoten, von de-
nen sich 1709 Knoten auf dem Rand befinden. Die Abbildung 3.8, aus der die Losung des
Minimierungsproblems (3.53) fiir dieses spezielle Gebiet entnommen werden kann, besté-
tigt die Positivitdt der Dirichlet-zu-Neumann-Approximation im Sinne des Lemmas 3.12,
da sich das Minimum am Rand des gezeigten Bereiches mit null einstellt.

Bei diesem numerischen Beispiel erlauben wir im Innengebiet und im Aufengebiet unter-
schiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten. Wihrend in Q1 die Geschwindigkeit ¢ = 1
gesetzt wird, ist sie mit ¢ = 2 im Innengebiet doppelt so grol. Die Abbildung3.9 zeigt
die mit dem Kopplungsalgorithmus (3.2) erzielte Losung des Problems. Zu schen ist
das totale Druckfeld im Innen- und Aufengebiet. Der Zylinder wurde dazu entlang der
x—z—Ebene aufgeschnitten und gewdhrt somit einen Einblick in das Gebietsinnere. Die
Abbildungen zeigen die Entwicklung des Druckfeldes zu ausgewéhlten Zeitpunkten. Es
ist zu erkennen, dass sich geméf der Konstruktion des Experimentes die Welle im Inneren
des Zylinders schneller bewegt. Als Zeitschrittweite fiir das Zeitgitter im Innengebiet wih-
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Abbildung 3.8: Untersuchung der Positivitdt der Dirichlet-zu-Neumann-Approximation
am Beispiel des im Experiment 3 verwendeten Gebietes

len wir At, = 0.003 und zudem verwenden wir p = 4. Das Faltungsquadraturverfahren
zur Zeitdiskretisierung im Auflenraum basiert auf dem BDF2-Verfahren.
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zum Zeitpunkt t = 4.0 zum Zeitpunkt t = 5.5

Abbildung 3.9: Drittes numerisches Experiment: Serie von Momentaufnahmen, die die
Entwicklung des totalen Druckfeldes zu ausgewéhlten Zeitpunkten zei-
gen. Das zylinderférmige Streuobjekt wurde entlang der x —z—Ebene
aufgetrennt und erlaubt somit einen Blick in das Gebietsinnere.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Losung zeitabhéngiger partieller Differential-
gleichungen. Das Augenmerk liegt dabei auf der Behandlung von hyperbolischen Diffe-
rentialgleichungen, insbesondere der Wellengleichung, die als Prototyp unserer Untersu-
chungen dient. Die Arbeit ist in zwei Hauptteile gegliedert.

Im ersten Hauptteil beschéftigten wir uns mit der effizienten Losung der Wellenglei-
chung bei Langzeitberechnungen. Von Interesse waren vor allem die Félle, in denen das
Huygens-Prinzip keine Giiltigkeit besitzt und infolgedessen eine a-priori Cutoff-Strategie,
wie sie in [55| vorgeschlagen wird, nicht zur Anwendung kommen kann, um die Anzahl
der zu berechnenden Matrixeintriage signifikant zu reduzieren und somit die Speicheran-
forderungen und die Rechenzeiten zu senken. Wir konzentrierten uns einerseits auf die
Wellengleichung in zwei Raumdimensionen, andererseits auf die Wellengleichung in drei
Raumdimensionen mit Dampfungsterm.

Wir betrachteten zunichst nicht-sektorielle Faltungsoperatoren K (s), fiir die e** K (s) in
einem grofseren Sektor als die rechte komplexe Halbebene analytisch und polynomiell
beschrankt ist. Fiir solche nicht-sektoriellen Faltungsoperatoren konnten wir im Satz 2.4
zeigen, dass die mit der Faltungsquadratur verbundenen Faltungsgewichte ab einem In-
dex J, mit J > (diam Q)/At, die zu K(s) inverse Laplace-Transformation mit der vollen
Ordnung des zugrunde liegenden A-stabilen Zeitdiskretisierungsverfahrens approximie-
ren. Diese Aussage bildet zusammen mit der Folgerung in Bezug auf Ableitungen nach
Raumvariablen im Korollar 2.7 das Kernstiick des ersten Hauptteils.

Diese gewonnenen Erkenntnisse nutzten wir anschlieffend, um eine Interpolationsstragie
zur Losung der Wellengleichung zu entwickeln, bei der die entsprechenden Gewichtsfunk-
tionen w;(d) approximiert werden. In Analogie zu der Cutoff-Strategie in [55] konnten
wir auf diese Weise, das heifit nicht durch ein Cutoff, jedoch durch die Approximation
der Gewichtsfunktionen, Einsparungen in Hinblick auf Speicherbedarf und Rechenzeit
erreichen. Die Idee der Interpolation kombinierten wir schlieflich mit dem rekursiven
Algorithmus aus dem Abschnitt 1.3, siehe [8], zu einem effizienten Losungsverfahren.
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Eine Verbesserungsmoglichkeit dieses effizienten Algorithmus sprachen wir bereits an.
Unser Algorithmus besitzt fast lineare Komplexitét, wenn man sich auf den Berechnungs-
aufwand bezieht. Der Speicheraufwand dagegen ist von linearer Komplexitét, die gerade
fiir Langzeitberechnungen nicht optimal ist. Mit Hilfe des schnellen Faltungsalgorith-
mus, siehe [84, 85, 86|, kann hier eine logarithmische Komplexitét erreicht werden. Zwar
ist der schnelle Faltungsalgorithmus fiir sektorielle Operatoren entwickelt worden, aber
der Satz2.4 erlaubt auch eine Anwendung im Rahmen der hier behandelten Probleme.
Dennoch ist eine signifikante Verbesserung erst fiir den Fall N > J abzusehen.

Obwohl wir uns auf die Wellengleichung einschrankten, ist zu erwarten, dass die Inter-
polationsstrategie auf eine breitere Klasse hyperbolischer Operatoren iibertragen werden
kann. Als Beispiele nennen wir an dieser Stelle Vertreter aus dem Bereich der dynamisch
viskoelastischen oder elektromagnetischen Probleme. Die dort anzutreffenden Operato-
ren erfiillen die Voraussetzungen des Satzes 2.4, siehe [12|, sodass diese Vermutung nahe
liegt.

Im zweiten Hauptteil dieser Arbeit verfolgten wir das Ziel, einen Finite-Elemente-Rand-
element-Kopplungsalgorithmus zur Lésung von hyperbolischen partiellen Differentialglei-
chungen zu entwickeln, mit dessen Hilfe Transmissionsprobleme behandelt werden kon-
nen. Wie auch schon im ersten Hauptteil beschrinkten wir uns dabei auf die Wellenglei-
chung.

Zur Behandlung solcher Transmissionsprobleme wird das unbeschrénkte Gebiet in ein
beschranktes Innen- und ein unbeschrinktes Auflengebiet geteilt. Notfalls wird dazu ein
kiinstlicher Rand eingefiihrt. Das Ziel besteht darin, alle Inhomogenitéten oder Nichtli-
nearitdten im Innengebiet zu konzentrieren. Die beiden Teilprobleme kénnen dann wei-
testgehend separat gelost werden. Die Schwierigkeit liegt darin, die Stabilitdt des Algo-
rithmus sicherzustellen, gerade wenn fiir beide Teilprobleme unterschiedliche Zeitdiskre-
tisierungsverfahren eingesetzt werden.

Wir entwickelten einen Kopplungsalgorithmus, der eine weitestgehend separate Behand-
lung der beiden Teilprobleme zuldsst. Weitestgehend separat bedeutet dabei, dass wir
dem Problem im Aufsenraum mit Hilfe der Faltungsquadratur und Randelementmetho-
den anders begegneten als dem Problem im Innenraum, bei dem wir ein Marching-On-In-
Time-Verfahren und Finite-Elemente-Methoden berticksichtigten. Die Teilprobleme blie-
ben iiber die Transmissionsbedingungen auf dem Rand miteinander verbunden. Das er-
moglichte die Verwendung unterschiedlicher Zeitschrittweiten fiir die verschiedenen Teil-
probleme. Mit Hilfe eines Energieargumentes zeigten wir die Stabilitdt des Algorithmus
fiir den kontinuierlichen Fall. Daraufhin stellten wir das diskrete Problem in den Mit-
telpunkt und arbeiteten heraus, wie die Kopplung zu erfolgen hat. Zum Nachweis der
Stabilitat des Kopplungsalgorithmus bedienten wir uns erneut eines Energieargumentes.
Es zeigte sich, dass — im Gegensatz zur Nutzung derselben Zeitschrittweite im Innen-
und Auflengebiet — bei verschiedenen Schrittweiten die Stabilitdt nicht uneingeschrankt
gesichert werden konnte. Mit Hilfe einer leicht modifizierten Strategie konnten wir die-
ses Problem beheben. Wir wiesen weiter auf die Problematik bei der numerischen Um-
setzung, insbesondere der mit der Diskretisierung des Dirichlet-zu-Neumann-Operators
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verbundenen Schwierigkeiten, hin. Numerische Tests untermauerten die diskutierten Ide-
en. Bei der Ausfithrung der Tests wurde der rekursive Algorithmus aus Abschnitt 1.3 fiir
das Aufsenraumproblem beriicksichtigt, um einen effizienten Kopplungsalgorithmus zu
entwickeln.

Neben einer Ubertragung des Kopplungsalgorithmus auf weitere Problemklassen ist auch
eine Erweiterung auf Runge-Kutta-Verfahren, etwa das Radau-ITA-Verfahren oder das
Lobatto-IITA-Verfahren, basierende Faltungsquadraturmethoden denkbar. Wahrend die
héchste Ordnung der A-stabilen linearen Mehrschrittverfahren aufgrund der Dahlquist-
Schranke bei 2 liegt, siehe [32], konnen auf diese Weise auch hohere Konvergenzordnungen
erreicht werden. Exemplarisch seien das A-stabile zweistufige Radau-ITA-Verfahren mit
der Konvergenzordnung 3 und das A-stabile dreistufige Radau-ITA-Verfahren mit der
Konvergenzordnung 5 genannt.
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