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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Modellierung von Flieprozessen in Grundwasserlei-
tern. Grundlage dafiir ist die Grundwassergleichung, welche diese Prozesse mathematisch
beschreibt. Die wichtigste hydraulische Eigenschaft von Untergriinden ist hierbei die hy-
draulische Leitfahigkeit, welche die FlieBgeschwindigkeit des Grundwassers angibt. Da man
die Verteilung der Leitfdhigkeit in einem betrachten Wasserleiter aber durch das Fehlen
von Informationen nicht vollstdndig bestimmen kann, ist man auf vereinfachende Model-
le und Versuchsszenarien angewiesen. In der Vergangenheit haben sich zur Untersuchung
von Béden sogenannte Pumptests etabliert, wobei ein Brunnen gebohrt wird, welcher den
Grundwasserleiter vollstdndig durchteuft und an dem mit konstanter Rate Wasser aus dem
Boden gepumpt wird. Parallel beobachtet man an einem oder mehreren Referenzbrunnen
die sich verdndernde hydraulische Druckhohe. Aus diesen Daten mochte man Informatio-
nen iiber den betrachteten Boden gewinnen. Dazu braucht es gewisse Modellfunktionen,
welche fiir fest definierte Standardsituationen das Grundwasserverhalten beschreiben. Ei-
ne Moglichkeit, Béden zu klassifizieren ist es, die heterogene Struktur der Leitfahigkeit
durch log-normal verteilte Zufallsgroflen zu modellieren. Dabei beschrankt man sich auf
den Mittelwert ju, die Varianz o2 und die Korrelationslinge ¢ dieser Verteilungen. Das hier
zugrunde liegende Coarse-Graining-Modell generiert zu diesen Parametern eine effektive
Leitfahigkeitsverteilung, welche nur vom radialen Abstand zum Pumpbrunnen abhéngt.
Damit wird die Grundwassergleichung zu einer radialsymmetrischen parabolischen Diffe-
rentialgleichung.

Die resultierende Aufgabe war es, diese Differentialgleichung zu lésen und die entstehen-
de Loésung zu implementieren. Dazu wird zuerst die Laplacetransformation entwickelt,
um mit Hilfe des Differentiationssatzes die Zeitableitung zu eliminieren. Daraus resultiert
eine gewohnliche Differentialgleichung im Laplaceraum. Diese Differentialgleichung wird
dann in Brunnenndhe durch einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz gelost, welcher
durch die Frobenius-Methode gegeben ist. Da diese Losung nur fiir kleine Radien zulés-
sig ist, werden die entstehenden Basislosungen durch numerische Integration mittels des
Rosenbrock-Verfahrens fortgesetzt und die Differentialgleichung im Fernfeld durch eine
asymptotische Entwicklung der Basisfunktionen gelost. Durch diese dreiteilige Entwick-
lung der Losung ist es dann sehr einfach moglich alle gegebenen Rand- und Anfangswerte
einzupflegen. Letztlich wird diese Losung aus dem Laplaceraum mit Hilfe des Stehfest-
Algorithmus numerisch riicktransformiert.

Es werden zuerst die hydrologischen Grundlagen fiir Pumpversuche eingefithrt, um den
physikalischen Rahmen abzustecken. Es folgt eine kurze Einfithrung in die Geostatistik
und eine Erlduterung des Coarse-Graining-Modells. Mit diesen Grundlagen wird dann
die Aufgabe mathematisch exakt formuliert. Danach werden theoretische Vorbetrach-
tungen gemacht und die jeweils ndtigen mathematischen Werkzeuge zur Losung in den
verschiedenen Abschnitten bereitgestellt. Dazu gehoéren die Laplacetransformation und
der Stehfest-Algorithmus zur numerischen Riicktransformation, die Frobenius-Methode,
das Rosenbrock-Verfahren, Operationen mit Potenzreihen, die Theis-Losung fiir homo-
gene Wasserleiter und damit verbunden die modifizierten Besselfunktionen, welche die
Basisfunktionen der homogenen Grundwassergleichung im Laplaceraum darstellen. Nach
diesen Vorbetrachtungen werden die Losungsmethoden auf die konkrete Differentialglei-
chung angewendet. Dabei werden zum einen die Potenzreihen der Koeflizientenfunktionen
berechnet und damit eine Bildungsvorschrift fiir die Potenzreihen der Basisfunktionen ge-
geben. Zum anderen werden die Basisfunktionen im Fernfeld berechnet und es wird dann
analysiert, wie diese Abschnitte zusammenzufiigen sind. Im letzten Teil der Arbeit wird
dieses Vorgehen dann analysiert und ausgewertet.
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1. Einfiihrung

1.1. Grundlagen
1.1.1. Pumpversuche

Zur Untersuchung von GrundwasserflieBprozessen in verschiedenen Untergriinden haben
sich Pumptests etabliert, wobei an einem Pumpbrunnen mit konstanter Rate Grundwasser
abgepumpt wird und an Referenzbrunnen die sich verdndernde Grundwasserspiegelhche
gemessen wird (siehe Abbildung 1). Aus diesen Daten mochte man Riickschliisse auf die
Beschaffenheit des Untergrundes, insbesondere die hydraulische Leitfdhigkeit K ziehen.
Die Leitfdhigkeit K bestimmt die Flielgeschwindigkeit des Grundwassers und kann dabei
tiber mehrere Grofenordnungen schwanken (vgl. [Gelhar, 1993]). Dazu benétigt man ge-
eignete Modelle, welche diesem Untersuchungsszenario gerecht werden. Eine Moglichkeit
dazu wurde in [Schneider und Attinger, 2008] mit der Coarse-Graining Methode gegeben,
welche ich im folgenden kurz vorstellen will. Ich folge dabei der Abhandlung in [Zech, 2013,
S. 21ff].

Observationsbrunnen

Brunnen

arrmgtile ™ LR et

Absenktrichter

Grundwasserfluss

Wasserleiter

Abbildung 1: Schema eines Pumpversuchs.

1.1.2. Die Grundwassergleichung und das Darcy-Gesetz

Physikalisch wird das Verhalten des Grundwassers durch die Kontinuitdtsgleichung be-
schrieben, welche aus der Energiebilanz des Grundwassers hervorgeht. Die sogenannte
Grundwassergleichung sieht wie folgt aus (vgl. [Zech, 2013, S. 21)):

ST @)+ gt = Q) (1.11)
Dabei ist S der spezifische Speicherkoeffizient, welcher angibt wie viel Wasser der Wasser-
leiter speichern oder abgeben kann, h die hydraulische Druckhéhe oder auch Standrohr-
spiegelhéhe genannt, g der Darcysche Geschwindigkeitsvektor, welcher den Fluss in einem
Punkt beschreibt und Q der Quellterm.
Mit dem Darcy-Gesetz, benannt nach dem franzosischen Ingenieur Henry Darcy, kann man

den Fluss mit der Standrohrspiegelhche umschreiben. Das Gesetz besagt:
q(z,t) = —Kg(z) Vh(z,1) (1.1.2)

Dabei ist Ky der Durchlissigkeitsbeiwert des Wasserleiters. Kombiniert man (1.1.1) mit
(1.1.2) und ersetzt den Quellterm durch eine noch zu formulierende Randbedingung, so
erhilt man die sogenannte saturierte Grundwassergleichung (vgl. [Zech, 2013, S. 36] und
[Héfner et al., 1992, S. 12]):

oh
Ve (Kp(@) Vh(z ) = S5 (@ (1.1.3)
Diese parabolische partielle Differentialgleichung soll der Ausgangspunkt aller folgenden

Betrachtungen sein.



1.1.3. Geostatistik und die Beschreibung der Leitfahigkeit

Da die Verteilung der Leitfahigkeit im Boden durch das Fehlen von Informationen nicht
vollstdndig bestimmt werden kann, versucht man diese Unsicherheit durch Wahrscheinlich-
keitsverteilungen zu handhaben. In der Geostatistik hat sich die Modellierung der Leit-
fahigkeitsverteilung K (x) als log-normal verteilte rdumliche ZufallsgroBe etabliert. Das
heifit, dass Y (z) = In K (z) eine normal verteilte Zufallsgrofie mit gauscher Dichtefunk-
tion @y ist:

2
ey (z) = ! Xp(—(x_“)> (1.1.4)

e
2702 202

Daraus ergibt sich fiir die Verteilungsdichtefunktion px von K:

1 1na:—u>
T) = ———exp|——5— 1.1.5
ex () xV2mo? p( 202 ( )

Betrachten wir die verschiedenen Momente von K. Verschiedene Mittelwerte lassen sich
fir K (z) bestimmen: das arithmetische Mittel Ku, das geometrische Mittel K¢ und das
harmonische Mittel Ky, welche im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Geméafl des Zu-
sammenhangs zwischen log-normal und normal verteilten Zufallsgrofien ergibt sich:

Kg = exp(p) (1.1.6)

o2
Ky = Kg-exp >

o2
KH = K(;~6Xp *?

Die Varianz von K in Abhéngigkeit der Parameter o2 und p ist gegeben mit:

Var (K) = (exp (02> - 1) exp <2,u + O;) (1.1.7)

Die rdumliche Korrelation der Leitfahigkeitswerte wird beschrieben durch die Autokovari-
anz:

CVk(s) = Cov(K(z+s),K (z)) (1.1.8)

Im folgenden beschrénke ich mich, in Anlehnung an die Arbeit von [Zech, 2013], auf ein
gauBartiges Modell:

CV(z) = o2 exp <—562 — yj — Z2) (1.1.9)

Dabei nimmt man folgende Relationen der Korrelationslangen ¢; an:

in horizontaler z, y-Richtung: {1 =/ly = / (1.1.10)

in vertikaler z-Richtung: ¢35 =¢, = el

Man nennt ¢ die Korrelationslinge, welche angibt, iber welche Distanz die Leitfahigkeit in
etwa gleich bleibt und e € [0, 1] die Anisotropierate, welche das Verhéltnis von vertikaler
und horizontaler Korrelationsldange % beschreibt.

Aus den Gréen p, 02, £ und e kann man synthetische Béden generieren, welche dieser log-
normal verteilten Leitfdhigkeit entsprechen. In Abbildung 2 sind solche generierten Béden
dargestellt und man erkennt gut die Bedeutung von unterschiedlichen Korrelationslangen
und der Anisotropie.
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Abbildung 2: Log-normal verteilte Zufallsfelder K () mit GauBscher Korrelationsstruktur
fiir festen Mittelwert 4 und feste Varianz 2. Dabei wurde e = 1 (oben) und
e =1 (unten), sowie £ = 5 (links) und ¢ = 10 (rechts) gewahlt. Die oberen
Bilder lassen sich als vertikale Querschnitte und die unteren als horizonta-
le Querschnitt durch ein stochastisches poréses Medium interpretieren. Die
Bilder wurden mit einem Generator erstellt, der nach den Betrachtungen in
[HeBe et al., 2014] implementiert wurde.

Im Anwendungsbereich unterscheidet man zwei Modelle, welche durch unterschiedliche
Skalen-Ordnungen entstehen. Zum einen das natiirliche 3D-Modell (kleinskalig), welches
sich aus der obigen Betrachtung ergibt und zum anderen ein 2D-Modell (regionalskalig),
wobei die Wasserleiterstarke gegeniiber der flichenméfigen Ausdehnung des Wasserlei-
ters vernachléssigbar wird. In diesem Fall spricht man nicht mehr von der Leitfahigkeit
K (x,y, z), sondern von der Durchléssigkeit T (z,y). Diese ergibt sich durch das vertikale
Aufintegrieren der Leitfahigkeit (vgl. [Zech, 2013, S. 30)):

0

T (z,y) = /K(:I;,y,z) dz (1.1.11)
L

Auch die Durchléssigkeit kann man wieder als log-normal verteilte Zufallsgrofie zu den
Parametern o2 und g modellieren. Es ergeben sich auch hier folgende Formeln fiir das
geometrische Mittel Tc und das harmonische Mittel Ty:

Te = exp(p) (1.1.12)

2
Ty = TG -exp <—G2)

1.1.4. Das Coarse-Graining-Modell fiir Brunnenfluss

Das Coarse-Graining-Modell gibt eine effektive Beschreibung der Leitfdhigkeit, die bei
einem Pumptest auftritt. Einfach zusammengefasst beriicksichtigt das Modell, dass die
Heterogenitét in Brunnennédhe einen wesentlich hoheren Einfluss auf den Grundwasserfluss
bei einem Pumpversuch hat, als heterogene Strukturen im Fernfeld.

Das Coarse-Graining-Modell generiert zu den Parametern p, o2, £ und e eine effektive
Leitfahigkeitsverteilung K¢ (r) respektive Durchlissigkeitsverteilung T (r) in einem
radialsymmetrischen Modell.



In 2D ist die Coarse-Graining-Durchléssigkeit wie folgt gegeben (siehe Abbildung 3 (links)):

_a
2

2
Man erhélt als Nahfeldwert Ty = Ty fir r — 0 und als Fernfeldwert Ty, = T fiir
r — 00, wobei T wie in (1.1.12) definiert ist. Die Grofe ¢ ist dabei ein dimensionsloser
Proportionalititsfaktor. Das heiBt, die Coarse-Graining-Durchlissigkeit 7.5 () schafft

einen stetigen Ubergang von einem effektiven Durchlissigkeitswert am Brunnen zu einem
effektiven Durchldssigkeitswert im Fernfeld.

TG (r) = Tg-exp (1.1.13)
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Abbildung 3: Die Coarse-Graining-Durchlissigkeit 75 (r) (links) und -Leitfihigkeit
KCG (r) (rechts)

In 3D unterscheidet man zwischen zwei verschiedenen Randbedingungen am Brunnen,
namlich Kyen = Ka oder Kyen = Ky. Die Wahl von KA nenne ich im folgenden BCA-
Fall und die Wahl von Ky BCH-Full. Der Fernfeldwert berechnet sich dagegen einheitlich
mit:

Ky = Kg-exp (02 (; — 7(6))) (1.1.14)

Dabei ist v (e) die sogenannte Anisotropiefunktion (vgl. [Zech, 2013, S. 92]):

v(e) = 2(16_62) (ﬁarctamy/é—l—e) (1.1.15)

Diese Funktion hat einen Wertebereich von [O, %] mit v (0) = 0 und v (1) = % wie in

Abbildung 4 zu sehen. Fiir eine einheitliche Beschreibung fiihrt man folgende Abkiirzung
ein:

Kyen
K efu

Man erhélt fiir die beiden Nahfeldwerte also xya = 0?7 () und xpg = o2 (v (¢) — 1). Damit
sieht die Coarse-Graining-Leitfahigkeit wie folgt aus (siehe Abbildung 3 (rechts)):

2\ —3
K = Ky -exp (x‘<1+<3€ f-r)) ) (1.1.17)
2 .

X = In (1.1.16)
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Abbildung 4: Die Anisotropiefunktion -~y (e), welche den Einfluss der Anisotropierate
wiedergibt.

In beiden Modellen vereinfacht sich die Grundwassergleichung also auf ein radial-symmetri-
sches Problem, welches sich wesentlich einfacher bearbeiten lasst.



1.2. Formulierung der Aufgabe

Meine Aufgabe wihrend meiner Arbeit unter der Aufsicht von Frau Dr. Zech am Um-
weltforschungszentrum in Leipzig bestand darin, die saturierte transiente Grundwasser-
gleichung (1.1.3), unter Verwendung der Coarse-Graining Losung fir die Leitfahigkeit, zu
16sen und zu implementieren. Dabei ist K (z) eine der beiden oben vorgestellten Funktio-
nen K% (1.1.17) bzw. T% (1.1.13). In beiden Modellen handelt es sich um eine Differen-
tialgleichung mit zwei Raumkoordinaten. Im 2D-Modell ist dies klar und im 3D-Modell
entsteht diese Vereinfachung durch die Betrachtung des vertikalen Mittels der Standrohr-
spiegelhohe (vgl. [Zech, 2013, S. 127)):

0

1 [_

h(z,y,t) = L/h(x,y,z,t) dz (1.2.1)
iy

Da die Gleichung radial-symmetrisch ist, kann man annehmen, dass h {iber z konstant ist.
Dies nennt man in der Literatur die Dupuit-Forchheimer Annahme. Die Annahme besagt
(vgl. [Delleur, 1999, S. 2-13ff]):

o -
— = 1.2.2
~h(ey ) = 0 (122)

Somit vereinfacht sich das vertikale Mittel in Gleichung (1.2.1) zu:
h(xvyat) = B(wa?ﬁ ZOyt) (123)

Die Differentialgleichung vereinfacht sich dann im 3 D-Fall also wirklich auf zwei Raumko-
ordinaten, da auch %K (z) =0 gilt. Mit K (z,y) = K (z,y, 20) ergibt sich:

V(K(2) Vh(z,t)) = Ko+ Khey+ Kyhy+ Khy + Kohe + Kh..
=0

Die Form der Differentialgleichung éndert sich als nicht.

1.2.1. Die Anfangs- und Randwerte

Mit den Anfangs- und Randwerten gibt man die Rahmenbedingungen des Pumptests an.
Die Anfangsbedingung beschreibt die Standrohrspiegelhdhen zu einem gewissen Anfangs-
zeitpunkt, den man ohne Einschrénkungen auf ¢ = 0 setzt. Im gegebenen Fall geht man
von einer homogenen Anfangsbedingung aus, das heifit:

Yo h(z,0) = hq (1.2.5)

Es soll also zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein konstanter Wasserstand h, im Wasserleiter vor-
liegen, sodass im betrachteten Zeitraum eine gespannte Grundwasserstromung vorliegt
(vgl. [Hafner et al., 1992, S. 12]). Mit der Substitution auf die Spiegelhohendifferenz (vgl.
[Héfner et al., 1992, S. 159]):

u(z,t) = h(z,t)—h, (1.2.6)
kann man dies aber auf die einheitliche Standard-Anfangsbedingung
Vyu(z,0) = 0 (1.2.7)

festlegen und w erfiillt offensichtlich noch dieselbe Differentialgleichung wie h.

6



Zur Festlegung der Randwerte benétigt man noch einige rdumliche Angaben. Man geht
von einem zylinderformigen Wasserleiter mit Radius 7o € (0,00] und einer vertikalen
Starke von L aus. Des Weiteren nimmt man einen ebenfalls zylindrischen Pumpbrun-
nen um (z,y) = 0 mit Radius rwen € [0,7) an, welcher den Wasserleiter vollstdn-
dig durchteuft. Fir ryey = 0 ist der idealisierte Fall einer Liniensenke gemeint, wel-
cher haufig einfache Losungen der Grundwassergleichung erméglicht. Am dufleren Rand
Ioo = {z € R?||z| = roo } des Wasserleiters geht man von einem unendlich grofien Grund-
wasservorrat aus, was heiflt, dass die Standrohrspiegelhohe iiber die ganze Zeit konstant
ist:

Vi>0Vgers h(z,t) = 0 (1.2.8)

Damit fehlt nur noch die Randbedingung am Pumpbrunnen. Man geht dort von einer
konstanten Pumprate @), aus und beschreibt die Randbedingung durch den Fluss durch
den Pumpbrunnen (vgl. [Zech, 2013, S. 36]). Man erhélt in beiden Modellen fiir die Man-
telfliche des Brunnens:

o = {& €R? ’ |lz| = Twen} (1.2.9)
3o = e x [-L,0] (1.2.10)
Somit erhédlt man:
Qw = yg qdo
el
- _I. yﬁ K (Vh) do (1.2.11)

2D
well

Mit L = 1 im 2D-Fall. Im Falle rye; = 0 setzt man die Randbedingung durch einen
Grenziibergang in Gleichung (1.2.11) fiir ryen — 04 (vgl. [Hafner et al., 1992, S. 242]).

1.2.2. Transformation in Polarkoordinaten

Da alle Randbedingungen radial-symmetrisch formuliert wurden und die Durchlassigkeit
respektive Leitfahigkeit durch die Coarse-Graining Methode ebenfalls nur vom Abstand
zum Brunnen abhéngen, ergibt sich eine ebenfalls radial-symmetrische Standrohrspiegel-
héhe um den Brunnen. Daher transformiere ich die Gleichung in Polarkoordinaten:

O (r,p) = (T o8 “0> (1.2.12)

7 sin ¢

Mit r > 0 und ¢ € [0, 27). Fiir die Polarkoordinaten ergibt sich folgende Basis:

<Cf)w> (1.2.13)
sin ¢

B —sinp
e, = <coss0> (1.2.14)

Und folgende Funktionaldeterminante:

|
3
|

|det V| = r (1.2.15)



Sei A(z,y) = Ay (r,0) -, + Ay (1, 0) - ¢, ein radial-symmetrisches Vektorfeld und f (z,y)
eine radial-symmetrische Funktion. Es gilt dann:

10 10A
S a4 =2
rar(r )+r dyp
——

=0

10

ge + 1ge
or~"  rdp ¥
=0

Vf(z,y) =

_ of
= 5 (1.2.17)

Damit ergibt sich fiir den raumliche Anteil der Differentialgleichung:

V(K (lzl) - VR (lzl  t) = ii <r-K(7‘)-gi(r,t)> (1.2.18)

Und somit erhélt man folgende Differentialgleichung mit nunmehr nur noch 2 Verénderli-
chen:

iaar (T‘K(T)'Zi(r’tO - Saai:(r,t) (1.2.19)

Wobei K (r) eine der beiden Funktionen T{“ (r) bzw. K€ (r) ist.

Jetzt gilt es noch die Rand- und Anfangsbedingungen zu transformieren. Als Anfangsbe-
dingung ergibt sich analog:

Veso h(r,0) = 0 (1.2.20)

Die Randbedingung im Fernfeld ist durch die radiale Form des Wasserleiters ebenfalls
einfach zu formulieren:

Viso h(ros,t) = 0 (1.2.21)

Falls 7o = o0 gilt, betrachtet man den Grenziibergang. Allgemein formuliere ich es wie
folgt:

V>0 7”l_1>r1p h(r,t) = 0 (1.2.22)

Fiir die Brunnenrandbedingung ergibt sich:

yﬁK(Vh) do = §1§<K(Vh),n> do

20 A
2 oh
B Oh ' . CoS ¢ cos
= /K (Twell) o (Twellat) Twell <<sjn gp) ’ (sin <p>> de
0
oh
= 27 K (rwen) - T 5 (P, ) (1.2.23)
Im Fall 7o = 0 betrachtet man wieder den Grenziibergang. Somit ergibt sich in 2D:
_ oh Qw
v tim e P - Qv 1.2.24
>0 7”—>17I‘£vlenr or (T, ) 27TTI({3G (Twell) ( )
Und in 3D:
oh Qw
R 1.2.25
>0 rﬁlgvlen " or (r;2) 2r LKCC (ryen) ( )



1.3.

Vorgehen

Zur Losung der Grundwassergleichung (1.2.19) bin ich weitestgehend den Empfehlungen
in [Héfner et al., 1992] gefolgt. Die Schritte sind wie folgt:

Ausnutzen der Radialsymmetrie, welche durch das Coarse-Graining-Modell entstan-
den ist, zur Reduktion der Gleichung auf eine Raum-Variable

Transformation der Gleichung vom Zeit-Raum in den Laplace-Raum zur Eliminie-
rung der Zeitableitung

Losen der entstandenen gewdohnlichen Differentialgleichung im Laplace-Raum mit
Hilfe der Frobenius-Methode in Umgebung von r = 0

Fortsetzung der entstandenen Basislosungen durch numerische Integration bis zu
einem Maximalradius 7max

Approximation der Fernfeldlosung fiir r > ryax durch die Losung fiir homogene
Wasserleiter, da die Coarse-Graining-Leitfadhigkeit bzw. -Durchlassigkeit gegen feste
Werte im Fernfeld konvergieren

Zusammenfiigen der Losungen mit der Bedingung der stetigen Differenzierbarkeit
Einarbeitung der Randwerte im Nah- und Fernfeld

Numerische Riicktransformation der Losung in den Zeit-Raum mit Hilfe des Stehfest-
Algorithmus

Dieser Ablauf wird in Abbildung 5 in einem Diagramm veranschaulicht. Das detaillierte
Vorgehen wird in den folgenden Kapiteln erkléirt. Dabei entwickle ich zuerst die theoreti-
schen Grundlagen, beschreibe danach die Entwicklung der Losung und werte dies aus.

( Grundwassergleichung;: )
V(KVh) = S%

v
( Radialsymmertrie: )
190 Ohy _ ¢dh
| raTEy) = S
v

( Laplacetransformation: )
19 oh 7

v v

Frobeniusmethode: ]_; Fortsetzung durch ) Fernfeldlésung;:

h = Aguy + Bsus numerische Integration h = Csly + DK,

v
Anfligen bei rmax:
Asul aF BSUQ =
Csly + DKy
v
Einarbeiten der
Randwerte:

Ag, Bs, Cs, Dg =7
v
Laplaceinverison mit
Stehfest: h = £} {ﬁ}

Abbildung 5: Abfolge der Losungsschritte







2. Theoretische Grundlagen

2.1. Laplacetransformation

Neben der Fouriertransformation ist die Laplacetransformation wohl eine der wichtigsten
und meistgenutzten Integraltransformationen (vgl. [Weber und Ulrich, 2007]). Das wich-
tigste Werkzeug, welches die Laplacetransformation zur Behandlung von Differentialglei-
chungen bereithalt, ist der Differentiationssatz. Durch diesen werden Ableitungen im Zeit-
Raum in algebraische Operationen im Laplaceraum umgewandelt. Daher eignet sie sich
bei der Behandlung von Transport- und Diffusionsgleichungen ideal, um die auftretende
Zeitableitung zu eliminieren. Ich gebe hier eine Definition der Laplacetransformation, fiih-
re Begriffe und Bezeichnungen ein und stelle eine Ubersicht an Eigenschaften zusammen.
Auf die Beweise werde ich hier dabei verzichten und verweise dazu nur auf die Literatur
[Timmann, 2010] und [Weber und Ulrich, 2007].

2.1.1. Die Laplacetransformation

2.1.1.1. Definition (Laplacetransformation) Sei f : R>p — R eine in jedem Intervall
[0, T] absolut integrierbare Funktion und von hochstens exponentiellem Wachstum:

I rtoerVisty |f ()] < M - e (2.1.1)

Das uneigentliche Riemannintegral

[e.e]

F(s) = /e—stf () dt (2.1.2)

0

konvergiere fiir ein so € R. Man nennt f : [sg, 0c0) — R die Laplacetransformierte zu f.

2.1.1.2. Eigenschaften, Bemerkungen, Konventionen und Rechtfertigungen
1. Man schreibt auch

f=c{fn (2.1.3)

um direkt auf die Laplacetransformation zu verweisen.

2. Wenn das Integral (2.1.2) fiir so € R konvergiert, so auch fiir alle s > so. Wenn
(2.1.2) fur alle s < s divergiert und fiir alle s > s; konvergiert, so nennt man
s die Konvergenzabszisse des Integrals (2.1.2). In sy selbst muss keine Konvergenz
vorliegen. Die Laplacetransformierte existiert dann auch fir s € C mit R (s) > s.

3. Fir s > r aus Bedingung (2.1.1) konvergiert das Integral (2.1.2) absolut. Falls (2.1.2)
flir s > s, absolut konvergiert und fiir s < s, absolut divergiert, so nennt man s,
die Abszisse absoluter Konvergenz. In s, selbst muss ebenfalls keine Konvergenz
vorliegen. Die Laplacetransformierte existiert fiir s € C mit R (s) > s, und es liegt
auch dort absolute Konvergenz vor.

4. Konvergiert (2.1.2) fiir ein sy absolut, so konvergiert es in [sg, 00) gleichméBig.

5. Die Laplacetransformierte f ist fiir s > s, beliebig oft differenzierbar und es gilt

lim f(s) =0 (2.1.4)

S§—00
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2.1.1.3. Rechenregeln

1. Linearitat: Seien f, g : R>9 — R zwei Funktionen welche den Bedingungen in 2.1.1.1

geniigen und A € R beliebig. Es gilt:

LAf+A-g}=LA{fH+ X L{g} (2.1.5)

. Ahnlichkeit: Sei f : R>g — R eine Funktion welche den Bedingungen in 2.1.1.1

geniigen und A > 0 beliebig. Dann ist auch f (At) Laplacetransformierbar und im
gemeinsamen Transformationsbereich gilt:

Loy =5-7(5) (2.16)

. Verschiebung: Sei f : R — R eine Funktion, wobei f’[o | den Bedingungen in 2.1.1.1
,00

geniige und f‘(ioo 0 = 0 gelte. Dann gilt fiir A € R:

A
LU N = [ Fls) - / e f (1) dt (2.1.7)
0

. Ddmpfung: Sei f : R>g — R eine Funktion, welche den Bedingungen in 2.1.1.1

geniige und A > 0 beliebig. Dann ist auch e~ f (¢) Laplacetransformierbar und es
gilt:
c{e? b =F(s+ N (2.1.8)

. Differentiation nach Parameter: Sei f : R>o x R — R eine Funktion, wobei f ( [-] ,7)

fiir alle 7 € R den Bedingungen in 2.1.1.1 geniige und f (¢, [-] ) fiir alle ¢ > 0 stetig
differenzierbar ist und 2 f ([-] ,r) ebenfalls fiir alle r € R Laplacetransformierbar

ist. Dann gilt: 5 5
cf s (1} =5 i) (219)

. Grenzwerte: Sei f : R>g — R differenzierbar und f’ geniige den Bedingungen in

2.1.1.1 und es gelte s, = 0. Falls lim; . f (t) existiert!, so gilt:

tl_i)r(r)lof(t) = 81_i>r(1)a s- f(s) (2.1.10)
tl_i}I(I)l f@) = SIE&S - f(s) (2.1.11)

. Differentiation im Laplacebereich: Sei f Laplacetransformierbar. Dann gilt:

JFe) =Ll 1 (2.1.12)

. Differentiationssatz: Sei f : R>9 — R differenzierbar und f’ geniige den Bedingungen

in 2.1.1.1. Dann ist auch f Laplaceintegrierbar und der Grenzwert

lim f(t) = f(04) (2.1.13)

t—>0+

existiert. Falls das Laplaceintegral (2.1.2) von f’ fiir ein s konvergiert, so konvergiert
auch das Laplaceintegral fiir f in diesem s und es gilt:

L{fy=5-F(s)=f(05) (2.1.14)

IDieser koénnte auch die Werte +co annehmen.
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2.1.2. Die Laplaceriicktransformation

2.1.2.1. Die Umkehrformel Sei f (t) eine Laplacetransformierbare Funktion wie in De-
finition 2.1.1.1 und s, die zugehorige Abszisse absoluter Konvergenz. Sei ¢ > s, beliebig.
Dann gilt folgende Umkehrformel fiir die Laplacetransformation (vgl. [Héfner et al., 1992,
S. 78)]):

fy = {7}
1 c+io0
_ r3 st
= 3 / f(s)e®ds (2.1.15)
C—100

Dass dies stimmt, kann man mittels der Fouriertransformation beweisen, welche ich hier
nicht entwickeln mochte. Die Gleichheit in (2.1.15) stimmt allerdings, der Natur von In-
tegralgleichungen nach, nur fast {iberall im Sinne des Riemannintegrals. Fiir wenigstens
stetige Funktionen erhélt man also Eindeutigkeit. Die Umkehrformel ist zur Implementati-
on allerdings weniger geeignet, da man die Funktion im Laplacebereich an echt komplexen
Werten berechnen und dazu ein Integral mit unendlich langem Integrationsweg approxi-
mieren miisste.

Es gibt mehrere Moéglichkeiten, eine Funktion numerisch zuriick zu transformieren. Zum
Beispiel tiber den Residuensatz, mit dem man das Integral (2.1.15) alternativ auswer-
ten konnte, oder die Entwicklung der Funktion f in elementare Funktionen, welche sich
einfacher riicktransformieren lassen. Da ich die gesuchte Losungsfunktion der Grundwas-
sergleichung allerdings im Laplacebereich in eine Potenzreihe beziiglich r entwickle und s
lediglich als Parameter betrachte, habe ich mich fiir den Stehfest Algorithmus entschieden.

2.1.2.2. Stehfest Algorithmus Um die Losung der Differentialgleichung aus dem Lapla-
ceraum zuriick zu transformieren verwende ich, auf die Empfehlung in [Cheng et al., 1994]
hin, den Stehfest Algorithmus (vgl. [Stehfest, 1970]), welcher auf den deutschen Mathe-
matiker Harald Stehfest zuriickgeht.

Fiir eine Funktion f (s) im Laplace-Raum erfolgt die Berechnung der Inversen f (¢) dabei
wie folgt:

m2 X ~/n-1In2
fx (1) —t-g%%-f( = (2.1.16)
v min{n, 5 } LY+ (2kk)

cn = (=1)"Tz. Z

(2.1.17)
ol (- R) L 26— )

Dabei ist N ein gerade natiirliche Zahl. Diese Reihe konvergiert im Allgemeinen nicht fiir
N — o0, da es sich um einen probabilistischen Ansatz handelt. Aber fiir Anwendungszwe-
cke empfiehlt sich eine Wahl im folgenden Bereich:

N = 6,8,10,12,14,16,18,20 (2.1.18)

Nach den Analysen in [Cheng et al., 1994] ist dieser Algorithmus fiir Funktionen, wie sie
in diesem Kontext auftreten, recht effektiv, da auch die Brunnenfunktion W (t) = E; (%)
getestet wurde (vgl. Abschnitt 2.3). Somit kann man fiir den homogenen Fall numerische
und analytische Inversion einfach miteinander vergleichen. Da die gesuchte Losung der
Grundwassergleichung im Allgemeinen dem Verlauf der Brunnenfunktion folgt, soll dies
als Argument fiir die Verwendung dieses Algorithmus herhalten.
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2.2. Frobenius-Methode

Nach der Transformation der partiellen Differentialgleichung (1.2.19) in den Laplaceraum
(vgl. Abschnitt 3.1) besteht die Notwendigkeit eine gewohnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten zu 16sen:

1"2 . gl/ (T‘) 1r-a (7") gl (7“) + B (r)g(r) = 0 (221)
(r)

Da in vorliegenden Fall O‘T eine Singularitdt in » = 0 hat, funktioniert ein normaler
Potenzreihenansatz nicht und man kann auch keinen numerischen Loser dafiir verwen-
den. Nach einer Idee von Ferdinand G. Frobenius kann man in solch einem Falle eine
verallgemeinerte Potenzreihe als Ansatz fiir eine Fundamentalsystem nehmen. In diesem
Abschnitt folge ich dem Vorgehen in [Teschl, 2012, S. 134ff.].

2.2.1. Berechnung eines Fundamentalsystems

Eine verallgemeinerte Potenzreihe im Sinne der Frobenius-Methode ist wie folgt gegeben:

glr) = Y gk (2.2.2)
k=0

= g/ (7") — ¥ Z (k + I/) g(k) . rk_l (223)
k=0

- g// (7“) _ Z k Ty — 1 k + I/) . g(k) . rk_Q (224)

Dabei ist v € C eine beliebige komplexe Zahl, welche noch zu determinieren ist. Seien
a(r) und S (r) in Potenzreihen um r = 0 entwickelbar:

=3 a® .k Bry=>pk . o* (2.2.5)
k=0 k=0
Fiir die einzelnen Summanden der Differentialgleichung (2.2.1) ergibt sich damit:

Pglr) = =) ) g 2:26)

roa(r)-¢g(r) = r”i(

(j+v) m) (2.2.7)

) -k (2.2.8)

Setzt man (2.2.6), (2.2.7) und (2.2.8) in die Differentialgleichung (2.2.1) ein, so erhalt man:

k
2o

) k
B(r)-g'(r) = )] (Z

0 = r”i(/ﬁ—i—y—l (k+v)- g (2.2.9)
k=0
S N
- r”i((k—i—u ) ((k+v=1)+a@) 4 50) g® (2.2.10)

k—1
+3 <a(k*j) (G +v)+ B(kﬂ')) g<j)) k

J=0
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Den Term vor ¢g¥) in (2.2.10) nennt man indiziales Polynom, welches ich mit I () be-
zeichne:

I(v) = v (l/ -1+ a(o)) + 8O (2.2.11)

Aus Gleichung (2.2.10) kann man eine Rekursionsformel fur die Koeffizienten ggk) kon-
struieren, da nach dem Vergleichssatz fiir Potenzreihen alle Reihenkoeffizienten in (2.2.10)
gleich 0 sein miissen:
Vien 0 = I(k+v)-g® +3 <a(kﬁ) (G+v)+ 5(’%1)) gt (2.2.12)
§=0

Umstellen nach ¢(*) ergibt folgende Rekursionsgleichung:

1 k—1

“Toio) JZ_% (a9 (j +v) + BE9) g0 (2.2.13)

g®) =

wobei g§°> vorerst frei gewahlt werden kann. Die erhaltene verallgemeinerte Potenzreihe

gs (r) 16st die Gleichung:

g (r)+rar)g (r)+B(r)g(r)=1(v) ¢ - (2.2.14)
Man sucht also die Nullstellen des indizialen Polynoms? um die urspriingliche Differenti-

algleichung zu 16sen. Diese charakteristischen FExponenten sind wie folgt gegeben:

N () — al0)?
ne = - 20‘ i\/(l Z‘ )" _ 50 (2.2.15)

Damit vereinfacht sich das indiziale Polynom zu I (v) = (v —v1) - (v — 1») und ich setze
im Folgenden ¢(® = 1 als Anfangsbedingung fiir die Basislosungen. Falls® vy — v ¢ Ny,
so ergeben sich formal zwei linear unabhangige Basislosungen:

wr) = m-% gtk (2.2.16)
k=0
(k) 1 () (k=3)) )
_ ot -3) (4 =) gl 92.2.1
gt A (E— ;}(a (j+1)+p3 )91 ( 7)
up(r) = .Y gl Lk (2.2.18)
k=0
(k) 1 () (k=5)) )
- ot -3) (4 =) gl 2.2.1
92 k(k+ vy —11) ;)(a (G +w2)+5 )92 ( 9

Falls jedoch gilt
m = vy—1eN (2.2.20)
so erhélt man in Gleichung (2.2.19) fiir ¥ = m eine Division durch 0. Die gék) sind fiir

k= 1...(m—1) durch die Gleichung (2.2.19) dennoch eindeutig bestimmt. Falls fiir
k = m aber gilt:

—_

0 — (a<m—j) (j + o) + 5<m—j>) gt (2.2.21)
7=0

3

2Man kénnte auch g(0> = 0 setzen, womit man allerdings die Nulllésung generiert.
3Ich nehme ohne Einschrinkung der Allgemeinheit $ (v1) > R (o) an.
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(

so kann man ng) beliebig wahlen. Dies bedeutet nur, dass man zu us ein beliebiges
Vielfaches von 11 hinzuaddieren kann und dennoch zwei linear unabhéngige Basislosungen
erhélt. Die restlichen gék) sind dann wieder eindeutig durch (2.2.19) definiert. Falls (2.2.21)
nicht erfiillt ist, so kann es in diesem Falle keine zweite Losung der Form (2.2.18) geben.
Im Falle 1 = v» ist dies ebenso der Fall, da dann u; und ug identisch waren. Um dann
dennoch eine zweite Basislosung zu erhalten, nutzt man eine Art Variation der Konstanten
in folgender Weise:

uz (r) = T’VQ'igék)’rkJrc'ln(r)-m (r) (2.2.22)

:=h(r)

wobei ¢ € C noch zu determinieren ist. Setzt man (2.2.22) in die Differentialgleichung
(2.2.1) ein, so erhélt man:

r2-(h”(r)—i—c‘<1n(r)-u’1’(r)+2- u (7 gr

drea()- (1) +e: <1n(7’)'u' ) )
+5(r) - (h(r) +¢-In(r) - ui (1))

S 2 () ra(r) B (r) + B (r) - h(r)
ter (2-r-uy (r) + (e (r) = 1) - ug ()
—|—c-ln(7")-(rQ'u’{(T)—FT'a(T)-u'l(r)—i—ﬁ(r)-ul(r)) = 0 (2224

=0

= 0 (2.2.23)

Der letzte Term in (2.2.24) verschwindet, da u; ein Losung der Differentialgleichung (2.2.1)
ist. Man erhélt fiir A somit folgende Differentialgleichung:

2 W () roa(r) ) (r)+ B h(r) = —c2r-u) (r) + (a(r) — 1) -ug (r))  (2.2.25)

Entwickelt man beide Seiten von (2.2.25) in Potenzreihen, so erhdlt man analog zu (2.2.10)
und unter Beachtung, dass v; = vo +m:

LHS = VQZ< (k+1v2)g +Z( (=) J+V2)+5kj) §)>Tk (2.2.26)

RHS = -—c¢ (Z 2(k+w) k) okt

k=0
00 k—m—1
= —cr” Z (2 (k + va) + (@ — ) (k=m) | Z (k=m=i)g ) rk (2.2.27)
k=m
Da v und vy Nullstellen von I (v) sind, erhdlt man aus (2.2.11):
o1 = —p
= —m— 21y

Setzt man dies in (2.2.27) ein, so erhédlt man fiir die rechte Seite von (2.2.25):

RHS = —e Y ((Qk—m (k=m) Z (k=m=j) )) P (2.2.28)
k=m 7=0
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Nun muss man (2.2.26) und (2.2.28) wieder gliedweise vergleichen um eine Rekursions-
formel fiir die gék) zu erhalten. Ich setze wieder géo) = 1 als Anfangsbedingung fiir diese

Basislosung. Fiir & < m ergibt sich genau wie in Gleichung (2.2.19):

k—1
k 1 —i . i -
%) = - k—m) ;] (a7 G 1) + 54 ) g5 (2:2:29)
Fir £k = m erhéalt man:
§ ( (G +u)+ 8" ) g = —em (2.2.30)

Damit ist ¢ fiir m # 0 eindeutig bestimmt durch:
1 m—1 ) ) )
c = —- Z (oz(m_J) (j+12)+ ﬁ(m_J)) géj) (2.2.31)
§=0

Falls m = 0, also v1 = v gilt, so kann man ¢ beliebig aus C\ {0} wéhlen, da dann auch u,

(m)

und h verallgemeinerte Potenzreihen vom selben Typ sind. g, ~ kann im Fall m # 0 wieder
beliebig gewéhlt werden und fiir m = 0 entspricht dies nur einem beliebigen Anfangswert,
der auch als 0 gewahlt werden konnte. Fiir £ > m erhélt man schlief3lich:

g = —k( (Z( ®9) (j 4+ vp) + BE=9) o)

c<(2k:—m i (k=m—i)g >)) (2.2.32)

Die angestellte Berechnung des obigen Fundamentalsystems fiir die Differentialgleichung
(2.2.1) war bisher rein formal. Es ist noch zu zeigen, dass die entstehenden Potenzreihen
wirklich einen positiven Konvergenzradius haben. Dass dies der Fall ist, wurde von Lazarus
I. Fuchs im Jahre 1866 bewiesen (siehe [Fuchs, 1866]). Ich trage alle Resultat in folgendem
Satz zusammen:

2.2.2. Satz von Fuchs

Seien die Koeffizientenfunktionen « (r) und § (r) der Differentialgleichung (2.2.1) in einer
Umgebung von 0 holomorph mit den Konvergenzradien R, und Rg. Seien v und vy die
komplexen Nullstellen des indizialen Polynoms (2.2.11) wobei R (v1) > R (v2) gelte. Es
ergeben sich zwei Falle:

1. Falls v1 — 9 ¢ Ny gilt, so gibt es ein Fundamentalsystem der Form:
ui(r) = rgi(r)  (i=1,2) (2.2.33)

Wobei die g; und g» holomorphe Funktionen um 0 sind mit g2 (0) = 1.

2. Falls 1 — 1p € Ny gilt, so gibt es ein Fundamentalsystem der Form:

u (r) = 1gi(r) (2.2.34)
up (r) = r™ga(r)+c-In(r)-g1(r) (2.2.35)
Wobei die g; und go wieder holomorphe Funktionen um 0 sind mit g1 2 (0) = 1. Die
Konstante ¢ € C ist dabei fiir v; # vo durch Gleichung (2.2.31) bestimmt oder kann

im Fall (2.2.21) gleich 0 gewéhlt werden. Fiir v; = v kann ¢ beliebig aus C\ {0}
gewahlt werden.
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In beiden Féllen haben die g; einen positiven Konvergenzradius R mit der Eigenschaft:
R > min{R,, Rs} (2.2.36)

Beweis: Die Funktion uw; und usy sind ihrer Konstruktion nach offensichtlich unab-
héngig. Es ist also nur noch zu zeigen, dass der Konvergenzradius von g; wirklich po-
sitiv ist. Da ebenfalls nach Konstruktion g in Gleichung (2.2.35) aus g; hervorgeht,
sind die Konvergenzradien auch in diesem Falle identisch. Sei R € (0, min {R,, Rg})

beliebig. Seien die ggk) wie in Gleichung (2.2.17) definiert. Ich zeige:

Vi>ko

o Rt < e (2.2.37)

Fir ein € > 0. Damit ist dann der Beweis erbracht. Ich definiere:
A = Z ‘a(k)‘ R¥
k=0
B = Y ‘B(k)’Rk
k=0

Diese Grenzwerte existieren, da R < min{R,, Rg} gewéhlt wurde. Dann gibt es ein
ko € N sodass fiir alle k& > kq:

(i +k)A+ B <1
Ry —wo)+k)k —
Somit wéhle man e wie folgt:
— (R)| . pk
@ = o] R

Jetzt gilt die Behauptung schon fiir k£ < ky. Fir & > kg schliefen wir per Induktion.
Falls die Behauptung (2.2.37) fiir £ — 1 gilt, dann folgt fiir k aus (2.2.17):

1 k—1

(k)| pk _ . (k=3) (4 (k=) )| pk
‘gl ‘ = k(k+v) — o) jg()(a AR ])glj R
< 1 kil(‘ (kfj)‘<-+‘ ,)Jr‘ﬁ(kfj)‘) < Rk
T k(k+R(1—w)) = “ s R
1 k-1 4 , .
. (k—4) (k=) k=j .
R R =) jzo(‘a J‘<k+’V1D+‘ﬁ J’)R I.g
(lm|+k)A+ B .
k(k—i—?}f(l/l—VQ))
< €

Damit ist der Konvergenzradius R4, von g1 mindestens R und da R < min {R,, Rz}
beliebig war, folgt:
Ry, > min{R,, Rg}

Somit ist alles gezeigt. O

Wir haben jetzt ein Werkzeug, um Losungen der Differentialgleichung (2.2.1) in einer Um-
gebung von 0 zu berechnen. Es wird sich zeigen, dass diese Basislosungen ideal geeignet
sind, um spédter die Randbedingung am Pumpbrunnen in die Losung der Grundwasser-
gleichung einzuarbeiten.

Ich mochte als erste Anwendung der Frobenius-Methode die Theis-Lésung fiir homogene
Wasserleiter berechnen und dabei auch leichte Verallgemeinerungen dieser Lésung geben.
Im Laplaceraum entsteht in diesem Falle gerade die modifizierte Besselsche Differential-
gleichung O-ter Ordnung. Da ich spéater auf diese Losung zuriickgreife, lohnt es sich, die
Basislosungen dieser Differentialgleichung néher zu betrachten.
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2.3. Theis-Losung

Die Theis-Losung (siehe [Theis, 1935]), benannt nach dem Hydrogeologen Charles Vernon
Theis, ist eine Losung der Grundwassergleichung fiir homogene Wasserleiter. Es handelt
es sich um die radialsymmetrische Losung der partiellen Differentialgleichung (1.2.19) mit
konstanter Leitfahigkeit K:

10 ( oh S h
2 <7“-8r(r,t)) = 2o (2.3.1)
_ Qw
rlg&r —(r,t) = ol (2.3.2)
lim h(rt) = 0 (2.3.3)
hr,t=0) = 0 (2.3.4)

Ich méchte die Lésung dieser Differentialgleichung auf zwei Arten geben. Zum einen durch
eine geeignete Variablentransformation, der sogenannten Boltzmann-Transformation, die
es erlaubt die Losung direkt zu berechnen. Zum anderen iiber den Weg der Laplacetrans-
formation und der Frobenius-Methode.

2.3.1. Die Boltzmann-Transformation

Ich folge hier den Betrachtungen in [Héfner et al., 1992, S. 315ff]. Die nach dem dsterreichi-
schen Physiker Ludwig E. Boltzmann benannte Transformation ist im Grunde eine einfache
Variablentransformation fiir partielle Diﬁerentialgleichungen zweier Veranderliche, wobei
eine Substitution von dem Verhéltnis \[ abhéngt. Ich wéhle fiir den hier behandelten Fall
folgende Transformation:

p:(rt) = (1,8 (2.3.5)
B r2S
T UK ¢
E =t
Als Jacobimatrix dieser Transformation erhalt man:
8 (777 6) 27}(St - 47222
= ' : 2.3.6
o (r,t) 0 1 ( )

Somit ist die Funktionaldeterminante gegeben mit:

‘3(77,5)‘ _ S
3 (r,t) 2K -t

(2.3.7)

und diese ist fir r,¢ > 0 immer positiv und die Transformation ist bijektiv fiir ¢ : Ri —
Ri, womit es sich um eine zuléssige Variablentransformation handelt. Die Riicktransfor-
mation ist gegeben mit:

(8 = (nt) (2.3.8)
K
ro= m-zﬁ
t = £

Damit erhalten wir eine neue Funktion h:
ﬁ(naf) = h(T’ (777‘5> 7t(n7§)) (239)
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Die Differentialoperatoren transformieren sich wie folgt:

9 oo 9D
. rS 0
T 2K -ton
0 on o 0¢0
% = aton oo (2.3.11)
B r2S 0 n 0
4K -t29n  O¢

Die Besonderheit dieser Transformation ist, dass die Differentialgleichung und die Rand-
bedingungen unabhéngig von £ beschrieben werden kénnen und man somit die Annahme
2B( =0 (2.3.12)
85 777 - . *
machen kann, womit sich die partielle Differentialgleichung (2.3.1) auf eine gewohnliche
Differentialgleichung in 7 reduziert. Fiir die Anfangsbedingung am Brunnen (2.3.2) ergibt

sich:

oh rS Oh
T'E(Tvt) T2Kt677’/(n’§)
oh
= 2?7877(7775)

Da n (r,t) —~ 0 gilt, ist diese Randbedingung dquivalent zu:
r—

n—0+
Weiter gilt:
vt>0 n (7’, t)
vr>0 n (7’, t)

. Oh
lim "5 (n,§) =

 Qu
Adr KL

— 0
r—00

— OO
t—0

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

Somit kann man die Randbedingung (2.3.3) und die Anfangsbedingung (2.3.4) in einer
Randbedingung in Abhéngigkeit von n beschreiben:

lim 7 (n,¢) = 0

n—00

(2.3.16)

Die Annahme (2.3.12) ist somit gerechtfertigt und die Ableitungsoperatoren vereinfachen

sich zu:

0
ar

0
ot

2 0

o
1 0

“i7y

Die Differentialgleichung (2.3.1) transformiert sich wie folgt:

18( %( t)) — E@( t)
r Or " or N - Kot N

o5 2 (0
2K -tOn 17877 g
oh d%h

4:*877(77)"'776772(77
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Damit erhélt man schlieflich folgende gewohnliche Differentialgleichung erste Ordnung fiir

g(n) =% (n):

g = ~(1+7)90 (2.3.20)

Deren Losung ist wiederum gegeben durch:

g(n) = exp (—/ <1 + 717> dn + C> (2.3.21)

-7
- -
n
Die Konstante C7 kann man durch Einsetzen der Randbedingung aus (2.3.14) determinie-
ren: 0
=——= 2.3.22
=KL (2:3.22)
Integration von (2.3.21) ergibt:
Qv [e
~ W e
= — — 2.3.2
h(n) 47TKL/ —dr+Ch (2.3.23)
1
Einsetzen der zweiten Randbedingung (2.3.16) liefert:
Qu [e
W e
— ~d 2.3.24
“=fxr] 77 (2:3.24)
1
Und somit erhdlt man insgesamt:
Qu [e
_ w_[€ _ s
h(r,t) = 47TKL/ . dr N = 15 (2.3.25)
n

Dabei ist zu bemerken, dass dies, wie in [Abramowitz et al., 1972, S. 228] nachzulesen,
gerade die Integralexponentialfunktion Fj ist

o0

Ey(n) = / i (2.3.26)

T

n

Diese Funktion wird wegen ihrer Losungseigenschaft der Grundwassergleichung auch Brun-
nenfunktion genannt (vgl. [Hafner et al., 1992, S. 584)).

2.3.2. Losung mittels Laplace-Transformation

Ich transformiere die Differentialgleichung (2.3.1) beziiglich ¢ in den Laplaceraum und
erhalten unter Verwendung des Differentiationssatzes (2.1.9) und der Anfangsbedingung

(2.3.4) mit g5 (r) := L{h(r,-)} (s):
10 dgs
rar ( or <’“>) =
ool ()4 g () =

s-S
K

-5-gs(r)

-5-gs(r)

S =lw=xlwn

ertgl(r)+r-gi(r)—r

gs (r) = (2.3.27)
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Die Differentialgleichung (2.3.27) hat somit schon genau die benétigte Form (2.2.1) fiir die
Frobenius-Methode. Ich substituiere allerdings noch r in folgender Art und Weise:

s-S
= T T = — 2.3.2
T r \/ e (2.3.28)

g(r) =g <TT) (2.3.29)
Damit erhélt man:
g(r) = §(r)Ts (2.3.30)
g'(r) = §'(r) T2 (2.3.31)
Setzt man dies in (2.3.27) ein, erhilt man:
2§ (1) + 7§ (1) = 7%G(r) = 0 (2.3.32)

Und dies ist gerade die modifizierte Besselsche Differentialgleichung 0-ter Ordnung. Allge-
mein ist die modifizierte Besselsche Differentialgleichung der Ordnung A € C gegeben mit
(vgl. [Abramowitz et al., 1972, S. 374]):

72§ () 477 (1) = (P + A g(r) = 0 (2.3.33)

Diese mochte ich fir A = 0 mit der Frobenius-Methode 16sen. Fir die Koeffizientenfunk-
tionen erhélt man:

a(t) =1 (2.3.34)
B(r) = -7 (2.3.35)

Somit ergibt sich als indiziales Polynom nach Gleichung (2.2.11):

I(v) =12 (2.3.36)
Damit sind die charakteristische Exponenten identisch und gleich 0:

vig = 0 (2.3.37)

Nach dem Satz von Fuchs gibt es also ein Fundamentalsystem der Form:

w (r) = Z ugk) . (2.3.38)
k=0

u(r) = 3 ug‘?) R e In(7) - uy (7) (2.3.39)
k=0

Ich berechne zuerst u;. Mit dem Anfangswert ugo) = 1 ergibt sich aus Formel (2.2.17):

ult) = —% : kf (=90 j 4 gE=) Y (2.3.40)
j=0
Somit sind alle u§2j ) — 0 und fiir die geraden gilt:
(2k) — n (1/<:!)2 (2.3.41)
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Damit erhélt man folgende Potenzreihe:

0 7_2k
U1<T)::gégigz26§ (2.3.42)

Dies entspricht gerade der Potenzreihe der ersten modifizierten Besselfunktion Iy (7) (vgl.
[Abramowitz et al., 1972, S. 375]). Fiir die zweite Basislosung erhélt man mit der Wahl

c¢=—1und uéo) = 0 aus Gleichung (2.2.32):

k-1 .
o :_i;(mgw_(%ﬁm+§)wﬁm@)) (2.3.43)

j=0
1 k—2) 2 (k
Somit sind auch hier wieder alle ugzj ) Z 0 und es gilt fiir die geraden Koeffizienten:
O RS TS R - (2.3.44)
2 4k2 2 4]{3 (k")z ..

Zur Abkiirzung definiere ich fiir die Partialsumme bis k£ der harmonischen Reihe:

k

1
H, = Z - (2.3.45)

=17

Und damit erhalt man fur k& € Ny:

(2k) Hy,
u = 2.3.46
2 Ak (k1) ( )

Die zweite Basislosung ist somit gegeben durch:

> H
up (1) = k; WT% —In7-uy () (2:3.47)

Ganz ahnlich sieht auch die modifizierte Besselfunktion K, aus, welche in der Literatur
(vgl. [Abramowitz et al., 1972, S. 375]) haufig als zweite Basislosung angegeben wird. Sie
unterscheidet sich von unserer Losung us nur durch einen weiteren linearen Anteil* von
I()i

Kol =3 ™ (w7 +7) 1) (2:3.48)

Wobei v die Fuler-Mascheroni-Konstante ist:

v = lim (Hx —1In(k)) (2.3.49)

k—o0

Somit ist die Losung im Laplaceraum durch eine Linearkombination von Iy und Ky wie
folgt gegeben:

9s (r) = As - Iy (Tsr) + Bs - Ko (TST) (2.3.50)

4Man beachte, dass In z=InT—-1In2.
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2.3.2.1. Die Standard-Randbedingungen Jetzt gilt es noch die Randbedingungen (2.3.2)
und (2.3.3) in die Losung einarbeiten. Der Anfangswert (2.3.4) wurde durch den Diffe-
rentiationssatz schon eingepflegt. Mit der Laplacetransformation erhdlt man die beiden
Randwerte:

rlim gs(r) = 0 (2.3.51)
. Qw 1
/ P— _— - o—_—

71~1—>H(1Jr 95(r) = 2rKL s (2:3:52)

Nach [Abramowitz et al., 1972, S. 377f] haben die beiden Basisfunktion fiir grofile Werte 7
folgendes asymptotisches Verhalten:

I (r) = \/Z? +0 (i) (2.3.53)

Ko(r) = \/Ze—wo(i) (2.3.54)

Somit ergibt die Randbedingung (2.3.51):

A, = 0 (2.3.55)

Fiir die Ableitung von K gilt nach Formel (2.3.48) fiir kleine Werte von 7:
1

Ky(r) = —=+0(7) (2.3.56)
T
Somit ergibt sich durch einsetzen der Randbedingung (2.3.52):
Qw 1 _ : /
R T B iy T ()

= B, (2.3.57)

Also ist die Losung im Laplaceraum gegeben durch:

gs (r) = 273& : % - Ko ( ;ﬁr) (2.3.58)

Diese Funktion ist jetzt in den Zeit-Bereich zuriick zu transformieren. Da wir die Losung
im Zeit-Bereich schon mit Gleichung (2.3.25) berechnet haben, erhalten wir folgendes
Lemma:

Laplacetransformation von E; (%) Fir die Laplacetransformierte der Funktion

1 Ooef%
FE (t) = / = dr (2.3.59)

1

gilt:
1 2
c{E1 <t>}(s) = 2 Ko(2v5) (2.3.60)
Beweis: Man setze in Gleichung (2.3.25) sowie in Gleichung (2.3.58):
Qw _ 4
ArKL

K

= /=

' S

Die Aussage folgt aus der Eindeutigkeit der Losung der Differentialgleichung. O
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2.3.2.2. Verallgemeinerte Randbedingungen Die Randbedingungen der Theis-Lésung
sind zum einen ein unendlich dinner Brunnen, also eine Linienquelle und zum anderen
ein unendliche weit ausgedehnter Wasserleiter. Mochte man die Theis-Losung aber mit
numerischen Simulation vergleichen, d.h. Pumptestdaten auf diskreten Gittern, so ist man
auf endliche Randwerte angewiesen. Die Herleitung der Brunnenfunktion in Abschnitt
2.3.1 zeigt, dass man auf die speziellen Randannahmen (2.3.2) und (2.3.3) angewiesen ist.
Mochte man allerdings einen Brunnen mit positivem Radius rye > 0 respektive einen
endlich weit ausgedehnten Wasserleiter mit Radius ro, < co modellieren, also

Oh Qw
= (Pwell, = - . 2.3.61
or (rwen, ) 2r KL - Twen (2:3.61)

h(res,t) = 0 (2.3.62)

als Randbedingung einarbeiten, so scheitert man an dem Versuch, dies mit der Boltzmann-
Transformation zu behandeln. Dem entgegen ist die Losung (2.3.50) im Laplaceraum dafiir
bestens geeignet. Mit der Laplacetransformation sind diese Randbedingungen gegeben mit:

/ Qw 1
= —-— - 2.3.63
9s (Twell) 2rKL - Twell S ( )

gs (Tes) = 0 (2.3.64)

Es ergeben sich somit drei Falle:
1. rgen > 0 und 7o = 00:

Aus der Randbedingung (2.3.64) folgt genau wie im Falle der Theis-Losung, dass
As = 0 (2.3.65)
Somit hat die Lésung nur noch die Form
gs(r) = Bs- Ko(Ter) (2.3.66)

Fiir die Ableitungen von Iy und Ky mochte ich nach [Abramowitz et al., 1972, S.
376] folgende Relation verwenden:
IL(r) = L(n) (2.3.67)
K\(r) = —-Ki(1) (2.3.68)

Dabei sind I; und K die Basislésungen der modifizierten Besselschen Differential-
gleichung zur Ordnung 1. Somit erhdlt man fiir die Randbedingung (2.3.63):

Qw 1
P = BT Ky (T
20 KL - rywen S 1 (Tsrwen)
w 1
= B; = @ - = (2.3.69)

21K L - Tsrwell - K1 (TsTwen) 8

Der Grenziibergang ryen — 0 ist hier auch gerechtfertigt, da wie in Abschnitt 2.3.2.1
gezeigt, folgende Beziehung gilt:

lim Tsrwen - K1 (Tsrwell) = 1

Twenl—0

Somit ist die Losung in diesem Falle gegeben mit:

Qu 1
. _ 2 Ko (T 2.3.
95 (1) KL Torwar - K1 (Toraan) s~ R0 (55) (2:3.70)
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2. Twell = 0 und 74, < 00:

Fiir die Randbedingung am Brunnen gilt:

Qv 1 | |
kL s — At Tr- h(Lr)+ B, i Tor- K (o)

=0 =1
= B, (2.3.71)

Und fiir die zweite Randbedingung folgt:

0 = As;-Iy (Tsroo) + Bs - Ky (Tsroo)

KO (Tsroo)
IO <Tsroo) ( )
Somit ist die Losung in diesem Falle gegeben mit:
QW 1 ( Ko (Tsroo) )
s = = | Ko (Tsr) — ——— - Io (T 2.3.

3. Twell > 0 und 74, < 00:

Fiir die Koeffizienten Ag und B; erhélt man folgendes lineares Gleichungssystem:
0 = As Iy (Tsreo) + Bs - Ko (Tsroo) (2.3.74)

1
Qw'g

m —As- I{ (Tsrwen) + Bs - K{ (Ts7wen)

Damit folgt mit der Cramerschen Regel:

1
WS —Ko (Tsroo
Ay = Cw 'y 0 (Ts7o0) (2.3.75)
2rKL - Tsryen I (Tsrwell) Ky (Tsroo) + K3 (Tsrwell) Iy (Tsroo)
1
WS Iy (Tsrs
By, = Cw 'y 0 (Ts7oo) (2.3.76)

2rKL - Tsrwell I (Tsrwell) KO (Tsroo) + K (Tsrwell) IO (Tsroo)
Somit ist die Losung in diesem Falle gegeben mit:

QW ) % . Iy (TSTOO) Ky (TST) - Ky (Tsroo) Iy (Tsr)
2rK L - Tsrwen It (Tsrwen) Ko (Tsroo) + K1 (Tsrwen) Io (Tsroo)

gs (1) (2.3.77)

Da diese Funktionen nicht bzw. schwierig symbolisch zuriicktransformiert werden kénnen,
kann man sie zur numerischen Auswertung mit dem Stehfest-Algorithmus zurticktransfor-
mieren. Fiir den ersten Fall wird im Buch von Héfner [Hafner et al., 1992, S. 598f] folgende
symbolische Funktion im Zeit-Raum angegeben:

_ A (@Y%) -0 R0 (e
S(a,b) : 7TO/ 72 ICEREIC) (1 )d (2.3.78)

Die Funktionen Jy, J1, Yy und Y7 sind dabei weitere Losungen der Besselschen Differenti-
algleichung (vgl. [Abramowitz et al., 1972, S. 358ff]). Damit lautet die Laplaceriicktrans-
formierte von (2.3.70):

ﬁ_l{ Quw Ko (Tyr) }t Qu _S< K-t v

, 2.3.79
2rKL s- Tsrwell . K1 (TSTweH) 4r KL S - Tgvell Twell> ( )

Zur numerischen Auswertung ist diese Funktion allerdings weniger geeignet.
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2.4. Potenzreihen

Zur Anwendung der Frobenius-Methode miissen die entstehenden Koeffizientenfunktionen
als Potenzreihen vorliegen. Um diese zu entwickeln, trage ich einige Eigenschaften von
Potenzreihen zusammen.

2.4.1. Wichtige Potenzreihen

Folgende Potenzreihen werden im folgenden hiufig verwendet. Zum einen die Fxponenti-
alreihe:

x = zk
eC = ZH (2.4.1)
k=0

Mit einem Konvergenzradius von oo, sowie die Binomische Reihe als Verallgemeinerung
des binomischen Satzes. Diese ist fiir A € C gegeben mit:

= (A

1+2) = Y <k> z" (2.4.2)
k=0

Dabei ist (2) der verallgemeinerte Binomialkoeffizient:

A SO+
<k> = ]Hl (2.4.3)

J

Der Konvergenzradius ist dabei 1 falls A ¢ N. Falls A € N, so wird (2.4.2) zu einem
Polynom, da dann (2.4.3) fiir k£ > X konstant 0 ist.

2.4.2. Die Cauchyschen Ungleichungen

Sei @ € C und p > 0. Sei weiter f eine auf U, (a) holomorphe Funktion mit:

Ve (o) I (2) <M (2.4.4)
fiir ein M € R. Dann gilt:
k\M
Vrent | F*) (a)| < a (2.4.5)

Ein Beweis dafiir findet sich zum Beispiel in [Rudin, 1999, S. 255].

Bestimmung des Konvergenzradius:

Mit den Cauchyschen Ungleichungen kann man sehr einfach den Konvergenzradius der
Potenzreihe einer holomorphen Funktion bestimmen, wenn man das Holomorphie-Gebiet
dieser Funktion genau kennt. Sei dazu f : C — C eine Funktion und Q; C C deren
Holomorphie-Gebiet. Sei zg € €5 beliebig und p > 0 so, dass U, (29) C €y ist. Da f in Qf
holomorph ist, ist sie um zp in eine Potenzreihe entwickelbar:

= M) (20)
@)= = (=) (2.4.6)
k=0
Da f stetig ist und U, (z9) kompakt, existiert das Maximum:
M := max |f(2)] (2.4.7)
z€Up(20)
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Es gilt nach den Cauchyschen Ungleichungen Folgendes:

f(k) (20)
VieN ’k" <M (2.4.8)

Somit konvergiert die Reihe (2.4.6) fiir |z — 29| < p, da fir |z — 29| = p-e mit € € [0,1)
gilt:

oo | (k) o | (k)
Z f k$ZO) (Z . Zo)k — Z fkfz()) pkgk (2.4.9)
k=0 : k=0 '

1
< M- — <
1—c¢

Nun kann man die Umgebung U, (29) noch gréBer wéhlen und erhélt dasselbe Resultat.
Daraus ergibt sich durch Grenziibergang fiir den Konvergenzradius p von f um zg:

p = sup{r>0|U,(z0) C Q} (2.4.10)

Beispiel: Man betrachte die binomische Reihe (2.4.2) mit A ¢ N. Da 2 fiir negative
z nicht definiert ist, ist der Definitionsbereich fiir

(14 2)) =exp (AIn (1 + 2))

gegeben durch C\ (—oo, —1). Entwickelt man die Funktion um zy = 0, so erhélt man
nach obiger Betrachtung den Konvergenzradius 1, als Abstand von 0 zu (—oo, —1).

Man erspart sich also das Abschétzen der Reihenkoeffizienten, was fiir kompliziertere Funk-
tionen die Bestimmung des Konvergenzradius erst moglich macht.

2.4.3. Die Regel von Faa di Bruno

Die Regel von Faa di Bruno, benannt nach dem italienischen Mathematiker Francesco
Faa di Bruno, ist in der Differentialrechnung eine Verallgemeinerung der Kettenregel auf
Ableitungen héherer Ordnung. Um sie zu formulieren, méchte ich vorweg einige Notationen
definieren. Sei dazu k € Njj ein Multiindex. Dann gelte:

k' = ]k (2.4.11)
k| = > kj (2.4.12)

iz
(’:‘) = |:|' (2.4.13)

i]‘ k= n} (2.4.14)

P(n) = [T, (2.4.15)

Dabei nennt man T, die Menge der Partitionen von n und P (n) die Partitionsfunktion.
Des Weiteren ist (‘Z') der Multinomialkoeffizient zu k mit dessen Hilfe man den Multino-

mialsatz formulieren kann. Seien dazu n,m € N und x4, ..., z,, € C. Dann gilt:
n
> = > N I = (2.4.16)
i=1 = =1

28



Der Beweis erfolgt {iber eine vollstindige Induktion.

Seien f,g : C — C Funktionen, wobei ¢ in zg und f in g (zp) holomorph® sind. Sei n € N
beliebig. Dann gilt:

n! nofom) (o))
(fog)™(n) = E;f(‘kn (9 (20))- [ <gm('o)> (2.4.17)

keTy, m=1

Beweis: Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit zop = 0 und ¢ (z9) = 0. Zuerst
zeige ich, dass (f o g)(") (z0) nur von den Ableitung bis zum Grad n von f und g
abhéngt. Genauer: Es gibt Polynome P, ;, sodass:

n

(Foa)™ = S (fPog) Pui(sW,....g") (2.4.18)

k=0
Dies folgt einfach via Induktion. Fiir n = 0 gilt: Py = 1. Daraus folgt:

(fog)™™ = <zn: (1% og) Pax (9, ,g(k))>/ (2.4.19)

k=

0
S (740 0 g) g Pug (40, o)

k=0
N Xk: 0iPuic (g9, g) - gD
j=1
= S (590 g) P (4,
k=0

Somit treten nur f, ..., f bzw. ¢, ... ¢ auf. Also kann ich mir folgende
Hilfsfunktionen definieren:

_ n_ f(k)
flz) = Zf ©) (2.4.20)

i) = S 9O (2.4.21)

Dann folgt wegen obiger Betrachtung:

s\ n
(Fog) " (0 = (fog)™(0) (2.4.22)
Nun kann ich aber diese Polynome einfach ineinander einsetzen und erhalte mit dem
Multinomialsatz:
(Foi) ) = 3 fu (320,
m=0 j=1
_ LA s N
— meZ(k .H(g].z)
m=0 |k|=m j=1
_ = |k| & k]’ 1-ki+...4nkn 2 4 23
= Zofmz & . 1_‘[19]. -z ( )
m= k|l=m Jj=

SFiir reelle Funktionen wiirde reichen, dass g und f in zo respektive g (z0) n-mal differenzierbar sind.
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Also ist ( fo g) (z) ein Polynom:

N
(Foa)(x) = D mt (2.4.24)
k=0
Und fiir die n-te Ableitung in 0 gilt damit:

(fog)(n) (0) = nl-pn (2.4.25)

Es sind also in Gleichung (2.4.23) die Koeffizienten vor allen 2" zusammen addieren.
Durch Umsortieren erhélt man die Bedingung

1l -ki+...4n-ky, = n (2.4.26)
Somit ist iiber alle Partition von n zu summieren. Man erhélt, unter Beachtung der

Beziehung f,, - m! = f(™ (g (0)) und g; = 99(0),

7!

n m) km
(fog)™ (=Y Z: (1% og) (0)- IT ( )> (2.4.27)
m=1

Damit ist alles gezeigt. O

Diese Regel werde ich benutzen, um die Potenzreihe von verketteten analytischen Funk-
tionen aufzustellen. Um dies spédter zu implementieren, ordne ich die Partitionen von n
lexikografisch:

T = {kutse o knpm ) (2.4.28)
ko = (0,...,0,1)
kn,P(n) = (n,O,...,O)

2.4.4. Operationen mit Potenzreihen

2.4.4.1. Vektorraumoperationen Seien f,g : C — C Funktionen, welche in zg € C
holomorph sind, mit folgenden Potenzreihen:

= i fir (z = z0)"* g9(2) = i gk (2 — z0)" (2.4.29)
k=0 k=0

Die Konvergenzradien seien Ry und R4. Sei A € C beliebig. Dann gilt:
f(2)+Ag (2 Z fr+ Agr) (2 — 20)" (2.4.30)

Der Konvergenzradius erfiillt dabei R > min {Rf, Ry}. Somit bilden die um zy entwickelten
Potenzreihen eine Vektorraum.

Beweis: Da die Potenzreihen im gemeinsamen Konvergenzbereich gleichméfig kon-
vergieren, folgt die Aussage sofort. O

2.4.4.2. Multiplikation Seien f,g : C — C Funktionen, welche in zy € C holomorph
sind, mit folgenden Potenzreihen:

= i fi (2 = 20)"* g(2) = i gk (2 — z0)" (2.4.31)
k=0 k=0
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Die Konvergenzradien seien Ry und R,. Dann ist f (z) - g (2) ebenfalls holomorph in zg
und es gilt:

00 k
(f-9)(z) = >, ( fjgk—j) (z — zo)F (2.4.32)
k=0 \j=0

Der Konvergenzradius erfiillt dabei R > min {Ry, Ry}.

Beweis: Die Funktion f - g ist offensichtlich holomorph in zy, da sie nach der Pro-
duktregel differenzierbar ist:

(f-9) = f9g+f-g
Somit ist sie um zg in eine Potenzreihe entwickelbar. Nach dem Satz von Taylor gilt:

o (r.o®
(F-a)e) = POl

k=0
Mit der Leibnizregel folgt:

NI k | |
(fg)kzl(o) — % Z <k> F9) (20) g% (2)

R T )]
k
= > figr-i
§=0
Nach den Betrachtungen in Abschnitt 2.4.2 folgt, dass der Konvergenzradius der
entstehenden Potenzreihe gréfler ist als min {Ry, Ry} O

2.4.4.3. Ableitung Sei f : C — C eine Funktion, welche in zy € C holomorph ist, mit
folgender Potenzreihe:

oo
F(2) = Y fulz—20)" (2.4.33)
k=0
Der Konvergenzradius sei Ry. Dann ist f’(z) ebenfalls holomorph in zy und es gilt:
- k
f, (Z) = Z St - (k‘ + 1) (Z - Z(]) (2.4.34)
k=0

Der Konvergenzradius ist ebenfalls R;.

Beweis: Die Funktion f ist offensichtlich differenzierbar und da die Reihe gleich-
méaBig konvergiert, kann man den Ableitungsoperator in die Summe ziehen. Der
Konvergenzradius ist nach dem Quotientenkriterium identisch. ([l

2.4.4.4. Verkettung Secien f,g: C — C Funktionen, wobei g in zp € C und f in g (20)
holomorph ist, mit folgenden Potenzreihen:

FE) =S fole—g(0))! 9 =3 gi (2 — 20)" (2.4.35)
k=0 k=0
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Bezeichne 2 das Holomorphie-Gebiet von f und €}, das Holomorphie-Gebiet von g. Dann
ist f o g holomorph in zy und es gilt:

(fog)(z) = > hi(z—z)"
k=0

he = fo
Vi1 hn = Z ( ) Jik - Hg’” (2.4.36)
keTy,

Der Konvergenzradius erfiillt dabei:
R > sup{r>0|U, (20) CQy, g(Ur(20)) C Q} (2.4.37)

Beweis: Die Funktion f o g ist offensichtlich holomorph in 2y, da sie nach der Ket-
tenregel differenzierbar ist:

(fog)(20) = f'(9(20))-9 (20) (2.4.38)

Somit ist sie um zg in eine Potenzreihe entwickelbar. Nach dem Satz von Taylor gilt:

© (o) ® (5
(fog)(z) = ZW(z—zo)k (2.4.39)

k=0
Mit der Regel von Faa di Bruno folgt nun fiir n > 1:

(f 0. 9)™ () _ oy fw ﬁ( m) )>km
k!

I
n: keT, m=1
k|! ko
= 2 Fflkl' H Im
keT, : m=1

Durch zweifache Anwendung des Resultats aus Abschnitt 2.4.2 folgt die Abschétzung
flir den Konvergenzradius. Dass R > 0 gilt, folgt aus der Stetigkeit von f und g. [J

Um spéter die Potenzreihen berechnen zu kénnen, werde ich die Summe in (2.4.36) tiber
die lexikografisch geordneten Partitionen laufen lassen:

Vst hy = Z( ’]> Sl ;| Hg (2.4.40)

Jj=1 kn.j
vn21V1§j§p(n) kn,] = (k;n,j,la ceey kn,j,n) (2441)
Siehe dazu Kapitel 3.6.1. Die ersten geordneten Partitionen fiir n = 1,...,4 sehen wie
folgt aus:

7, = {(1)} (2.4.42)
T, = {(0,1),(2,0)}
T {(0,0,1),(1,1,0),(3,0,0)}
T, = {(0,0,0,1),(1,0,1,0),(0,2,0,0),(2,1,0,0),(4,0,0,0)}
Damit erhélt man eine eindeutige Berechnungsvorschrift fiir die h,,. Diese Summe wird mit

wachsendem n schnell gro, wie zum Beispiel P (40) = 37338 zeigt. Nach [Matousek, 2007,
S. 396f] kann man fir P (n) folgende Schranken geben:

P(n) < exp (7‘(’ . @) (2.4.43)

P(n) > en_;'exp (2¢/n) (2.4.44)
ex 2’I’L
P(n) ~ M:;E(n) (2.4.45)
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Als Beispiel ergibt sich fiir n = 40:

P (40) 11107317 (2.4.46)
P (40) 2
P(40) ~ 40080

Somit sind die Abschidtzungen durch die gegebenen Schranken fiir relativ kleine n sehr
grob. Die approximative Abschidtzung durch F (n) hingegen ist recht zuverlissig. Zur né-
herungsweisen Berechnung von Funktionen durch ihre Potenzreihe muss man diese ohnehin
ab einem gewissen Summanden abbrechen. Ich nutze als Abschneidewert:

Nmax = 40 (2.4.47)

Da alle Fille von verketteten Funktionen die hier auftreten f (z) = e* erfiillen, betrachte
ich diesen Fall genauer. Sei g holomorph in zg. Es gilt:

Vnso f™ (g (20)) = €90 (2.4.48)

Somit folgt aus Formel (2.4.36):

Vn>1 hp = ed(20) . Z H gﬂ'

BN SN | L (2.4.49)

Da die Exponentialfunktion eine ganze Funktion ist, gilt fiir den Konvergenzradius:

R > R, (2.4.50)
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2.5. Rosenbrock-Verfahren

Da ich spéter darauf angewiesen bin, die entstehenden Basisfunktionen numerisch fort-
zusetzen, stelle ich hier ein Verfahren zur numerischen Integration von Anfangswert-
problemen in Form von gewdhnlichen Differentialgleichungssystemen vor. Ich folge da-
bei dem Kapitel 16.6. der Numerical-Recipes tiber steife Differentialgleichungssysteme in
[Press et al., 1992, S. 729ff].

Das Rosenbrock-Verfahren ist eine Verallgemeinerung der Runge-Kutta-Methode, welches
durch seine semi-implizite Formulierung gut fiir steife System geeignet ist. Auf eine exak-
te Definition von Steifheit und deren Analyse mochte ich hier allerdings verzichten und
verweise daher nur auf das Buch von [Strehmel, 1995].

Man betrachtet ein Differentialgleichungssystem der Form:
v = f(y) (255.1)

Falls die rechte Seite noch von (2.5.1) explizit von der Variablen x abhingt, also 3’ =

f (g, w), kann man dies durch die Substitution

(i)l _ <f (ﬁ“‘)) (2.5.2)

Die allgemeine Vorgehensweise von semi-impliziten Verfahren lésst sich am einfachsten
durch die semi-implizite Fuler Methode beschreiben. Dabei erhédlt man aus Gleichung
(2.5.1) durch implizites Differenzieren mit einer Schrittlange von h die implizite Vorschrift:

auf obige Form bringen.

Y1 = gn+h-f(yn+1) (2.5.3)

Linearisiert man diese Gleichung durch die erste Naherung von f, so ergibt sich:

Yoi1 = Y, th (f (,) + gg\yn (Ypr — yn>> (2.5.4)

Und damit erhélt man nun fir y 1 folgende Formel:

of \
Ynpr = Yo th- (E —h ay yn> -f (yn> (2.5.5)
Dadurch muss in jedem Iterationsschritt die Inverse folgender Matrix berechnet werden:
of
E—-h - — 2.5.6
% (25.6)

Das Rosenbrock-Verfahren ist nun solch ein semi-implizites Verfahren héherer Ordnung.
Man sucht hier eine Losung der Form:

ylzo+h) = y,+> ci-k (2.5.7)
=1

wobei die Korrekturterme k; dhnlich wie in Gleichung (2.5.4) durch folgende lineare Glei-
chungssysteme bestimmt sind:

i1 i1
Vici.s (E—=~vh-f')-k; = h-f (?JO + Zaijkj) +he > ks (2.5.8)
= =
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Die Koeffizienten v, ¢;, c;; und +;; sind dabei fix gewahlt. Es gibt verschieden Parameter-
sétze fiir diese Koeflizienten mit unterschiedlichen Stabilitdtseigenschaften. Die Wahl der
Parameter hier ist an die Standard-Parameter aus [Press et al., 1992] angelehnt.

Des Weiteren wurde eine adaptive Schrittweitensteuerung implementiert. Das heifit, dass
in jedem Schritt zwei verschieden Néherung y und § der exakten Losung y_ mit unter-
schiedlichen Parametersitzen berechnet werden, die folgendes erfiillen:

v, = y+0o(») (2.5.9)

v, = 3+0(n") (2.5.10)
Aus deren Differenz:

v-1 = o(n*) (2.5.11)

wird dann abgeschétzt, ob man im aktuellen Schritt die Weite h vergrofiern kann oder ver-
kleinern muss. Ahnliche Methoden gibt es auch fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren.
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3. Umsetzung

3.1. Anwendung der Frobenius-Methode

Mit der oben geleisteten Vorarbeit kann ich nun zur Bearbeitung der gegebenen Differen-
tialgleichung iibergehen. Ich formuliere als Erstes die Differentialgleichungen der beiden
Modelle im Laplaceraum und gehe dann iiber zur Anwendung der Frobenius-Methode. Da
die beiden Falle sehr ahnlich sind, kann dies gleichzeitig passieren. Einzig die Potenzreihen
der Koeffizientenfunktionen sind separat zu entwickeln. Ich betrachte also folgende beide
Differentialgleichungen:

1. Im 2D-Modell:

10 —30° oh S Oh
S | Texp HZCZ")Q -a(r,t) = T—Ga(r,t) (3.1.1)
Oh W
Viso lim r.o-(rt) = —%jh(fg(mdl)
V0 Tlgrglm h(r,t) = 0
h(r,t=0) = 0
Die Differentialgleichung schreibe ich wie folgt um:
2h 1 () o s 12\ o
a2t 1 aERe i E e d s a:O (3.1.2)
(1+ (%)) ¢\ ()

Auf Gleichung (3.1.2) wende ich nun die Laplacetransformation beziiglich ¢ an und
erhalte mit dem Differentiationssatz (2.1.14) und den Bezeichnungen

Lefh(r,[DH(s) = gs(r) (3.1.3)

~ ey

Folgendes:

2(Cr)? .S s0?
rigl +r 1420 (Cr) 5 g;—rQ—ST exp (20 )gs:() (3.1.4)
(1+(C’7‘)2) G

Ich fithre folgende Vereinfachungen ein:

Cr = 71 (3.1.5)
gs(r) = gs(7)
und erhalte damit fiir die Ableitungen:
rg.(r) =73, (1) gl (r) =77l () (3.1.6)
Insgesamt erhélt man folgende gewdhnliche Differentialgleichung:
2.2 2 12
91 o°T ., T°s-S 50 N
14— - — =0 3.1.7
TgS+T< +(1+T2)2>g5 C? Tg exp<1+T2>gs ( )
Mit den Randwerten:
Voo lim Teg(r) = ——@w 1 (3.1.8)
T—=Cryell 5 27TTI§G (Twell) S
Veso lim gs(r) = 0 (3.1.9)
T—=Croo
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2. Im 3D-Modell:

1 X oh S oh
;a r. exp —23 . E (’]"7 t) = efu 8t (T‘ t) (3110)
1+ ($5)
Viso lim 7r-— (r, t) = Qw

T—Twell

) 27 LK CG (ryen)
Vis0 hm h(r, t) = 0
)

(0:0

Die Differentialgleichung schreibe ich wie folgt um:

2
(;27ﬂf2l+710 1_3X(€)25 gi Kifu exp —X 3 g—? =0 (3.1.11)
1+ ($%) 1+ (%)

Auf Gleichung 3.1.11 wende ich die Laplacetransformation beziiglich ¢t an und erhalte
mit dem Differentiationssatz (2.1.14) und den Bezeichnungen

Le{h(r,[D}(s) = gs(r) (3.1.12)
¢ .
" o C
Folgendes:
2 J—
gy +r 1—% g;—rzj(sexp X g =0 (3113
1+ (Cr)? efu 1+ (Cr)?

Unter Verwendung der Substitution (3.1.5) und der Ableitungen (3.1.6) erhélt man
fiir das 3D-Modell folgende gew6hnliche Differentialgleichung:

3y - 72 2 5.8 —X

2~ ~/ ~

g+l —= G — = exp gs =0 3.1.14
s ( ,71 T 7'25> s C? Kefu ( ﬁ T 7_23 s ( )

Mit den Randwerten:

. _ Qw 1
s 1 g = - - 1.1
Vs>0 r—>g7r~lwen7— 9s () 21 LKCG (ryen) s (3.1.15)
Veso lim gs(r) = 0 (3.1.16)

T—=Croo

3.1.1. Gemeinsames Vorgehen im 2D- und 3D-Modell

Mit der obigen Modellierung des Problems erhilt man in beiden Féllen eine Differential-
gleichung folgender Form:

G () +Ta ()i +s B(T)Gs = 0 (3.1.17)
. - 1
V3>0 T—>hC'r7I°1we11 T g; (T) - Q (Twell) ‘ g
Veso lim gs(r) = 0
T7—=Creo
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Mit jeweils analytischen Funktionen « und g:

a(r) = Y a7t (3.1.18)
k=0
pr) = Y gk .7F (3.1.19)
k=0
Welche in beiden Fillen Folgendes erfiillen:
o = 1 (3.1.20)
s-80 = 0 (3.1.21)

Somit ist auch in beiden Féllen das indiziale Polynom (2.2.11) gegeben mit:
I(v) = v* (3.1.22)

Es gibt also nur den charakteristischen Exponenten v = 0 und letztlich nach dem Satz
von Fuchs 2.2.2 fiir beide Modelle ein Fundamentalsystem der Form:

us (1) = 91,6 (7) (3.1.23)
ugs (1) = g25(7) +In(7)- g1, (7) (3.1.24)

Mit analytischen Funktionen g; 3 und go s:

g1,s (1) = gtk (3.1.25)

gl ok (3.1.26)

,S

92.s (T) =

00
D
k=0
00
>
k=0

Diese werden, in Anlehnung an die Theis-Lésung in Abschnitt 2.3.2 und nach den Berech-
nungen in Abschnitt 2.2.1, wie folgt entwickelt:

95?5 =1 (3.1.27)

(k) LSS (ki) (h=5)) ,U)

915 = T2 (Oé j+s-B )91,3 (3.1.28)
j=0

95?5) =0 (3.1.29)

. 1 k—1 ' , ) I o

o) = s [ 3 (% s 8 ) o) 2k g+ 3 algP) | (3.1.30)
Jj=0 j=0

Somit braucht man noch die Potenzreihen der Funktionen o und 5, um die Basislésungen
zu bestimmen.

3.1.2. Entwicklung der Koeffizientenfunktionen

Um die Basisfunktionen fiir beide Modelle zu berechnen, fehlen die Potenzreihen der Ko-
effizientenfunktionen. Fiir diese mochte ich implementierfreundliche Bildungsvorschriften
angeben.
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3.1.2.1. Im 2D-Modell Hier sind die Koeffizientenfunktionen gegeben mit:

0_27_2
a(r) = 1+m

S 152
() = _3'C2TG726XP<12+T2>

(3.1.31)

(3.1.32)

Ich zerlege diese Funktionen nun in Teilfunktionen und baue sie von innen nach auflen auf.

1. Fir a (7) definiere ich folgende Hilfsfunktion:

ap (1) = (1 + 72)72
=a(r) = 1+0°7%a (1)

Mit der Formel der binomischen Reihe (2.4.2) folgt:

ap (1) = Za(lk)Tk
k=0

k) 0 k=2n+1 neNg
“T {(nQ) k=2n neNy
a(r) = Z k) rk
k=0
1 k=20
o®) = o k=1

02a§k_2) kE>2
Somit sieht « in erster Naherung wie folgt aus:

a(r) = 1+0*?% 2021 43030 + ..

Der Konvergenzradius ist dabei durch die binomische Reihe mit 1 gegeben.

2. Fur 5 (7) definiere ich folgende Hilfsfunktionen:

pir) = 5ot (147)"
5a(r) = exp (i ()
=50 = gt ()

Mit der Formel der binomischen Reihe (2.4.2) folgt auch hier:

Bi(r) = S gk
k=0

(k) 0 k=2n+1 neNy
s = 1 _2/-1 _
50°(5,) k=2n neNg

Mit der Formel von Faa di Bruno erhélt man mit Formel (2.4.36):

B2 = iﬁék)Tk

k=0
/Béo) = 27
k.
P(n) n B(m) madym
o= et - 1__[ ( 1kng)m (n>1)
7j=1 m=1 »J
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(3.1.35)

(3.1.36)

(3.1.37)

(3.1.38)
(3.1.39)

(3.1.40)

(3.1.41)

(3.1.42)



Daraus folgt fiir 8 insgesamt:

B(r) = > 0" (3.1.43)
k=0
0 k=0,1
B = - B '
oo B k>
Somit sieht § in erster Naherung wie folgt aus:
Br) = oo ed. 72—0274+U—2(2+3)76+ (3.1.44)
o Te 5 1.

Der Konvergenzradius ist durch die Betrachtungen in Abschnitt 2.4.2 mit 1 gegeben.

Der Satz von Fuchs 2.2.2 garantiert fiir die beiden Fundamentallosungen u1, und usg g
einen Konvergenzradius von 1 in 7. Nach Riicktransformation auf r erhélt man also einen
Konvergenzradius von C 1.

3.1.2.2. Im 3D-Modell Hier sind die Koeffizientenfunktionen gegeben mit:

2
a(r) = 1—i3;%g (3.1.45)
vi+rT1
— S 2 —X
sp(r) = —s C'ZKefuT exp( 1+723> (3.1.46)

Ich zerlege diese Funktionen nun in Teilfunktionen und baue sie von innen nach auflen auf.
1. Fir « (7) definiere ich folgende Hilfsfunktion:

5
ar(r) = (14727 (3.1.47)
=a(r) = 1-3x7% ai(7) (3.1.48)
Mit der Formel der binomischen Reihe (2.4.2) folgt:
ar(r) = 3 afrt (3.1.49)
k=0
(k) 0 k=2n+1 neNy
! = 5
! (72) k=2n neN
o
a(r) = Z alF) 7k (3.1.50)
k=0
1 k=0
a® = o k=1
—3xozgk_2) k>2
Somit sieht « in erster Ndaherung wie folgt aus:
1 105
a(r) = 1-3xr2+ ;XT‘* — ?er‘ +... (3.1.51)

Der Konvergenzradius ist dabei durch die binomische Reihe mit 1 gegeben.
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2. Fur 5 (1) definiere ich folgende Hilfsfunktionen:

[S1[)

pi(r) = —x (1 + 72)_ (3.1.52)
Ba(r) = exp(Bi(7)) (3.1.53)
S o
=B = —Gg TR0 (3.1.54)
Mit der Formel der binomischen Reihe (2.4.2) folgt auch hier:
_ N gk
B1(r) = Z By T (3.1.55)
k=0
k) 0 k=2n4+1 neNy
— 3
! —x(52) k=2n neNp
Mit der Formel von Faa di Bruno erhélt man mit Formel (2.4.36):
By = Y pMrk (3.1.56)
k=0
0 o
k
P(n) n B%m) n,j,m
g = e H(k> ! (n>1)
j=1 m=1 m,5,m
Daraus folgt fur § insgesamt:
B(r) = > gkt (3.1.57)
k=0
0 k=0,1
Bk = o ’
_CQf(efu /Bé ) k - 2
Somit sieht 5 in erster Ndaherung wie folgt aus:
S - 2, 3X 4, 3X 6

Der Konvergenzradius ist durch die Betrachtungen in Abschnitt 2.4.2 mit 1 gegeben.

Der Satz von Fuchs 2.2.2 garantiert fiir die beiden Fundamentallosungen uy , und ug g
einen Konvergenzradius von 1 in 7. Nach Riicktransformation auf r erhédlt man einen

Konvergenzradius von C 1.

42



3.2. Fortsetzung durch numerische Integration

Um die durch Potenzreihen approximierten Basisfunktionen aus Kapitel 3.1 auf grofiere
Intervalle fortzusetzen, formuliere ich die Differentialgleichung (3.1.17) als gewohnliches
Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Sei dazu:

yi(r) = 9s(7) (3.2.1)
y2 (1) = Go(7)

Fir y = (y1, yg)T erhalt man also folgendes Differentialgleichungssystem:

y'(r) = <_”‘(T)y2 (71_/)2 ETiﬁ(;)yl m) (3.2.2)

Damit ich einen numerischen Integrator fiir solche Systeme nutzen kann, brauche ich noch
die richtigen Anfangswerte. Als Berechnungsgebiet fiir die numerische Integration wéahle
ich ein endliches Intervall Is = [rpin, "max] = [71,72], welches ich in Kapitel 3.5 noch
spezifiziere. Die Anfangswerte ergeben sich durch die obigen Basislosungen:

uis(m) = ZQY,CS’T{C (3.2.3)
dig(m) = Y (k+1)glt o

ugs (1) = 3 g8 T HIn(m) u (m) (3.2.4)

1
uhy(r) = D (k+1) gg’;“) 4y — (71) +1In (m1) -, (1)

k=0

Da das Differentialgleichungssystem (3.2.2) fiir 7 > 0 keine Singularitédten mehr aufweist,
ist die numerische Approximation der Differentialgleichung zuléssig. Ich habe mich fiir das
Rosenbrock-Verfahren als Methode fiir steife Systeme entschieden, da bei meinen Tests
ein normales explizites Runge-Kutta-Verfahren numerische Artefakte erzeugt hatte. Dieses
Verfahren wurde in Kapitel 2.5 vorgestellt.
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3.3. Losung im Fernfeld

Die aus dem Coarse-Graining-Modell hervorgehenden Leitfihigkeiten K respektive Durch-
lassigkeiten T}?G haben beide die Figenschaft, dass sie streng monoton sind und gegen einen
Fernfeldwert konvergieren:

lim K99 (r) = Ken (3.3.1)
lim % (r) = Tg (3.3.2)

Somit kann man approximativ annehmen, dass beide ab einem gewissen 7%, welches
ich in Kapitel 3.5 noch spezifiziere, konstant diesen Wert annehmen. Als Bedingung dafiir
nehme ich an, dass der relative Fehler zwischen KC (r) und Kep, bzw. TS (1) und Tg
kleiner als ein gewisses €qrror Sein soll. Also:

’KCG (""max) - Kefu
Kot < Eerror (3.3.3)
‘TCG (rmax) - TG
< Eerror (3.34)
T

Durch die Monotonie ist damit fiir 7 > rpax die Annahme des konstanten Fernfeldwertes
gerechtfertigt. Somit vereinfacht sich die Differentialgleichung im Fernfeld [ryax, roo) auf
die homogene Grundwassergleichung wie in Gleichung (2.3.1):

10 0 S 0

——|r-=—h(rt = ——h(nrt 3.3.5
r Or (r or (r, )> (r:?) ( )
Wobei K entweder Kop, oder Tg ist. Die Losung von (3.3.5) ist die Theis-Losung, wie
ausfiihrlich in Kapitel 2.3 diskutiert. Im Laplaceraum erhalt man damit wieder die modi-
fizierte Besselsche Differentialgleichung O-ter Ordnung wie in Gleichung (2.3.27):

g () g (r) =2 g () = 0 (3.3.6)

Somit hat man mit der Substitution Ts = 4/ % und 7 = Cr als Lésung wieder folgende
Linearkombination fiir 7 > Crpax:

T

gs (T) = Cs Iy (TSC

> + D, Ky (Té) (3.3.7)

Somit ist fiir die Losung im Laplaceraum nun fiir alle » > 0 ein Fundamentalsystem
berechnet. Es miissen nun nur noch die Randwerte eingearbeitet werden.
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3.4. Einarbeitung der Randwerte

Ich habe in den beiden Abschnitten (rye, "max] Und [Tmax, Teo) jeweils eine Fundamental-
system berechnet, welches die gegebene Differentialgleichung 16st:

VTGC'(TWellyrmax] g; (T) = ASul,S (T) + BSUZ,S (T) (341)
VTGC'[rmax,roo) g? (7_) = Cs- Iy <Ts;) + Dy - Ky <T3;) (342)

Nun miissen die Koeffizienten so gewihlt werden, dass die Randwerte richtig angenommen
werden. Als Bedingung in .5 verlange ich, dass die Funktion stetig differenzierbar wird,
also:

3 (Crmax) = 32 (Crmax) (3.4.3)
/ /
(gsl) (Ormax) = (ﬁ?) (CTmax)

Explizit heifit das:

Asul,s (Crmax) + BSU2,S (Crmax) = CsIO (Tsrmax) + DSKO (Tsrmax) (344)
T
C
Da durch die numerische Integration der Differentialgleichung in [rmin, rmax] automatisch
die Ableitung berechnet wird, stellt dies kein Problem dar.

T,
Asull,s (CTmaX) + Bsul27s (Crmax) = C'sll (Tsrmax) 65 — DKy (Tsrmax)

Mit der Losung §! kann man nun die Randbedingung am Brunnen einarbeiten:

Vo lim (1) (") = Q(rweu)é (3.4.5)

T—=Cryell

Ich nehme rwen < Tmin an. Somit kann ich diese Randbedingung mit den Loésungen der
Frobenius-Methode einarbeiten:

e}

wpy(r) = S (k1) gt ok (3.4.6)
k=0
> 1
u’273 (r) = Z (k+1) gé’fjl) 4 InT- u’LS (1) + U (1) (3.4.7)
k=0
Damit ergibt sich:
1. Fiir rwen = 0:
1
B, = @ (Twell = O) . g (3.4.8)

Hier zeigt sich der Nutzen der Frobenius-Methode, da sich dieser Randwert durch
das logarithmische Verhalten der zweiten Basislosung us s kanonisch einpflegen lésst.
Der zweite Koeffizient Ag ist dann noch zu determinieren.

2. Fur ryen > 0:

/
C'Twell : (.g;) (Crwell) = Q (Twell) :

1
s
Q (rwell) ) 1
S

& Ay (Cryen) + Bsty o (Cryen) = 8
T'well

Somit erhélt man in diesem Fall eine lineare Beziehung zwischen A; und Bi:

/ Q(rwen) . 1
U g (Crwell) Cryell S

A, = — .
’ ull,s (CTW@H) ’ ull,s (Crwell)

(3.4.9)
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Mit der Losung §2(7) kann die Randbedingung in r,, eingearbeitet werden:

Veso lim g2(r) = 0 (3.4.10)

7T—Creo
Ich nehme auch hier ro, > rpax an. Damit ergibt sich:
1. Fir roo = o0:

Cs = 0 (3.4.11)

Da I (x) — Der zweite Koeffizient Dy ist dann noch zu determinieren, da
Ko (x) —> 0 (vgl. Abschnitt 2.3.2.1).
2. Fiir ro < o0:
Q? (rs) = 0
= CS . I() (Tsroo) + l)S . K() (TSTOO) = 0
Somit erhdlt man auch in diesem Fall eine lineare Beziehung zwischen Cs und Dy:

KO (Tsroo)
o= —O0\sTe) 4.12
= IO (Tsroo) (3 )

Man erhélt nun in allen Féllen ein lineares Gleichungssystem
M-X = R (3.4.13)
fur die Koeffizienten A,, B, Cs und D, wobei:
X = (As, B, Cs, D))" (3.4.14)

Es entstehen wie bei der Berechnung der Theis-Losung in Abschnitt 2.3 vier Fille:

1. rwel = 0 und ro, = oo:
Hier sind die Koeffizienten By = @ und Cs = 0 schon determiniert. Fiir die Matrix
M und die rechte Seite R ergibt sich aus (3.4.3):

Ui s (Crmax) 00 - Ky (Tsrmax)
_ ull s (CT‘maX) 0 0 Ky (Tsrmax) CS«
M = 0 Lo 0 (3.4.15)
0 01 0
- ng) U2, s (Crmax)
Q) (Crmax)
R = ) (3.4.16)
0
2. rwenn > 0 und ryp = 00:
Hier ist nur der Koeffizient C's = 0 schon determiniert. Es ergibt sich:
Ui,s (Crmax) U2, s (Crmax) 0 —Kp (Tsrmax)
| uly (Crmax) th o (Crmax) 0 K1 (Tormax) - 5
M= ull,s (Crwell) UIQ,S (Crwell) 0 0 (3'4.17)
0 0 1 0
0
0
R = | Quua) 1 (3.4.18)
Crwell S
0
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3. Tweil = 0 und ryy < 00:

Hier ist jetzt nur der Koeffizient B; = @ schon determiniert. Es ergibt sich wieder:

Ui,s (Crmax) 0 -1y (Tsrmax) - Ky (Tsrmax)
/ T, T
_ ul,s (Crmax) 0 _Il (Tsrmax> : ﬁs Kl (Tsrmax) . ﬁs
M = 0 1 0 0 (3.4.19)
0 0 Iy (Tsroo) Ky (Tsroo)
- QS)) U2, s (Crmax)
Q) /
- uh . (Crmax
R o= |7 U (Crma) (3.4.20)
S
0
4. ryenn > 0 und roo < 00:
Hier ist noch gar kein Koeffizient determiniert. Es ergibt sich letztlich:
U1,s (Crmax) U2, s (Crmax) —1Iy (Tsrmax) - Ky (Tsrmax)
T T,
M = ull,s (Crmax) UIQ,S (Crmax) —I (Tsrmax) Kol Ky (Tsrmax) Kol (3421)
Uy 5 (Cryen)  ug 5 (Cryen) 0 0
0 0 Iy (Tsroo) Ky (Tsroo)
0
0
R o= | Qrea) 1 (3.4.22)
Cryenn s
0

Damit ist die Losung im Laplaceraum vollstandig determiniert und man kann die Funktion
in 7 mit den Losungen (3.4.1) und (3.4.2) auswerten, um sie dann mit dem Stehfest-
Algorithmus zu invertieren.

Nun miissen die drei genannten Losungsabschnitte fiir die Frobenius-Methode, das Rosen-
brock-Verfahren und die Theis-Losung noch untersucht werden, um die Stabilitdt und
Giite der Losung zu sichern.
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3.5. Die Wahl der Losungsabschnitte

Um den Fehler zur tatsidchlichen Losung zu minimieren, ist die richtige Wahl der Intervalle
fiir die drei Losungsabschnitte essentiell. Ich stelle nun meine Wahl der drei Losungsinter-
valle

I = [Twella Tmin] (351)
I, = [Tmina Tmax] (352)
Is = [rmax,Tco) (3.5.3)

vor und Untersuche den Einfluss der Groflen 7y, und .y auf das Losungsverhalten.

3.5.1. Das Intervall I} = [ryen, "min] Mit der Frobenius-Methode

Da im ersten Intervall 11 = [ryell, "min] die Losung durch eine verallgemeinerte Potenzreihe
approximiert wird, muss man dort einerseits beachten, iiberhaupt im Konvergenzradius
zu bleiben und andererseits sollte man nahe am Entwicklungspunkt » = 0 bleiben, um den
Fehler, der durch das Abschneiden der Potenzreihe entsteht, klein zu halten. Durch die
obige Substitution 7 = C - r erhélt man nach dem Satz von Fuchs eine Konvergenzradius
von 1. Ich habe mir daher als Abschneidewert fiir die Potenzreihe nmy.x = 40 und als Inter-
vallgrenze rpi, = %C_l gewahlt, da die Potenzreihen der verketteten Funktionen relativ
schlecht konvergieren. Allerdings wird der zweite Wert ryax, so wie ich ihn gleich definieren
werde, fir kleine Zeiten unterhalb von %C_l liegen, weshalb ich folgende Definition fiir
Tmin gebe:

Tmax 1 1
min — i y 0.4
T min { 5 4C’ } (3.5.4)

3.5.2. Das Intervall I3 = [rpyin, "max] Mit dem Rosenbrock-Verfahren

Im zweiten Intervall Io = [rmin, "max] approximiere ich die Losung numerisch durch das im-
plizite Rosenbrock-Verfahren. Diese implizite Verfahren wird notwendig, da es sich hier um
eine steife Differentialgleichung handelt. Da man fiir jeden Zeitschritt mit dem Stehfest-
Algorithmus wenigstens 6 s-Auswertungen im Laplaceraum benétigt und das implizite
Verfahren sehr rechenaufwendig ist, sollte man dieses Intervall so klein wie moglich wéh-
len. Zum anderen entsteht aber durch eine kleine Wahl von 7,5 eine gréflerer Fehler von
‘}(CG(rmaX)—-k;m‘bzwn‘TgG(rmmg-Jb
falscht wird. Deshalb setze ich als Erstes einen maximalen relativen Fehler qppor zwischen
KCC (ray) und Keg, bzw. T, IgG (rmax) und T fest und leite daraus eine obere Grenze fiir
Tmax ab, welche ich mit r;,, bezeichne. Ich betrachte folgende 3 Félle:

1. Im 2D-Modell:

, wodurch die Losung im dritten Intervall ver-

‘T}?G (Tmax) — TG‘

Tc

_a
<1- eXp ( 2 > < Eerror

< 5error

1472

o2
2
S|l -1 < 7T
J hl(l - 6error)

Damit erhalt man:

1 o2
nm:5~—~——L———1 (3.5.5)

hl (1 - Eerror)
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2. Im 3D-Modell mit harmonischer Mittelung am Brunnen, d.h. y = o2 (y(e) — 1) <0
(vgl. Formel (1.1.16)):

‘KCG (Tmax) — Ketu
Kefu

X
S 1—exp| —/——= < €
< g 7—23> error

2
X 3
= —_— -1 <
\l (ln (1 - 5err0r)) T

iy () 559

3. Im 3D-Modell mit arithmetischer Mittelung am Brunnen, d.h. x = o2y (e) > 0 (vgl.
Formel (1.1.16)):

< EeI‘I‘OI‘

Damit erhalt man:

[N

‘KCG (Tmax) - Kefu
Kefu

X
Sexp| ———= | -1 < Eerror
<v1+723>

2
X 3
X )
< \l (ln (1 +5error)) s 7

2
1 X 3
N I (S, S— | | 5.
" C $ <1H (1 + 5error)> (3 ° 7)

Als Standardwert wéhle ich fir eepor Folgendes:

Damit erhalt man:

Eeror = 0.01 (3.5.8)

Somit soll der relative Fehler kleiner als 1% sein. Allerdings ist diese Wahl fiir kleine
Zeiten eher ungeeignet, da die Losung fiir » — oo sehr schnell gegen 0 konvergiert. Um
diese Geschwindigkeit abzuschétzen, nutze ich die homogene Theis-Losung (vgl. Abschnitt
2.3) als Vergleichsfunktion:

hirt) = %}El(u) (3.5.9)
Y
B (u) = /e)\d)\ (3.5.10)
r2S
v = = (3.5.11)

Dabei hangt die Losung nur von dem dimensionslosen Parameter u (3.5.11) ab und es ist
hier T = K fiir die 3D Losung zu wihlen. Nun ist mein Ansatz, dass ich ein geeignetes
T wihle, dann eine Schranke fiir v angebe und daraus rmax ableite. Ich wéhle folgende
Parameter als gewichtete Mittelwerte zwischen den Grenzwerten der Funktionen 7T; gG bzw.
KC©G an den Réndern r = 0 und r = oo:

1

Knia = § (Kefu +2- Kwell) (3512)
1

Twia = 5 (Te +2- Twen) (3.5.13)
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Da man das Losungsintervall durch dieses Vorgehen Richtung Brunnen® verschiebt, wichte

ich in den Gleichungen (3.5.12) und (3.5.13) jeweils zu Gunsten des Leitwertes am Brunnen.
Das Exponential-Integral in (3.5.10) konvergiert monoton gegen 0 und deshalb setze hier
eine untere Grengze fiir u, mit der ich spéater versuche, die Losung effektiv abzuschneiden:

U < Ulm (3.5.14)

Fiir alle Werte r und ¢, welche u > wjjy, erfiillen, m6chte ich somit die Losung der Differen-
tialgleichung durch die homogene Fernfeldlosung approximieren. Durch verschiedene Tests
nehme ich einen Standardwert von uj, = i an. Dann ergibt sich fiir die Brunnenfunktion:

1 1
0 1 1
— | —F - ~ 0.24 5.1
‘ax <4w 1) <4)‘ 0248 (8:3.16)

Da fur die Standardwerte der Pumptest @), und 71" in etwa die selben Groflenordnungen
haben, ist damit die Theis-Losung ebenfalls gut abgeschéitzt. Damit mdchte ich rpay in
Abhéngigkeit von ¢ in den verschiedenen Féllen angeben:

1. Im 2D-Modell:

r2S <
Ulim
ATpat —
AimTmidl
S =
Damit ergibt sich:
4 imei t
T'max (t) = min { %v Tlim} (3517)
2. Im 3D-Modell:
r2S < w
Kmidt o tim
4ulimeidt
—_— r
S >
Damit ergibt sich:
AU K iat
T'max (t) = min { w: Tlim} (3518)

In [Hafner et al., 1992, S. 406] wird darauf hingewiesen, dass die Losung nach dem hier
verwendeten Schema fiir kleine Zeiten instabil wird. Durch obiges Vorgehen wird genau
dem entgegengewirkt, da ich den Bereich, in dem die Funktion im Laplaceraum nach der
gegeben Differentialgleichung entwickelt wird, mit fortschreitender Zeit erst vergrofiere.

3.5.3. Das Intervall I35 = [rax, 7o) mMit homogener Losung

Da die gegebenen Leitfahigkeits- bzw. Durchlassigkeitsfunktionen jeweils Funktionen sind,
welche einen glatten Ubergang zwischen zwei Werten darstellen, ist es numerisch sinnvoll,
fiir grofle Radien nur noch die Lésung fiir homogene Leitfadhigkeiten bzw. Durchlissigkeiten
zu berechnen. Da es fiir diese Losungen bekannte symbolische Funktionen gibt, erhalten
wir eine gute Moglichkeit, die Losung zum einen stabil fiir grofle Radien zu halten und
zum anderen kénnen wir damit die Randbedingung in r = r, einpflegen. In Kapitel 4
werde ich untersuchen, inwiefern die Wahl von r,,x einen Einfluss auf die Losung hat.

%Also Richtung r = 0.
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3.6. Implementierung der erweiterten Theis-Losung

Die Implementierung der Losung erfolgte in Fortran, da diese Sprache immer noch eine
der wichtigsten und schnellsten im Bereich der numerischen Berechnung ist. Ich werde
hier nur den von mir selbst verfassten Quellcode ausfiihrlich vorstellen und iibernommene
Routinen lediglich nennen.

3.6.1. Implementierung der Regel von Faa di Bruno

Um die in Abschnitt 2.4.4 hergeleitete Formel fiir verkettete Potenzreihen

P(n) n
kn)' kn j,m
Vos1hn = ) Ck J) g 11 9 (3.6.1)
j=1 ] m=1

zu implementieren habe ich, wie in Abschnitt 2.4.3 schon beschrieben, die Menge der
Partitionen 7;, = {kn,b sk, p(n)} einer natiirlichen Zahl n > 2 lexikografisch geordnet.
Diese Ordnung - ist fiir Vektoren (a;);-; , (b;);—; € N wie folgt definiert:

(al) - (bl) & a; > by (3.6.2)
()i = 0y i (an > ba) V ((an = ba) A (@)1 = (0)75)))  (3.6.3)

Damit ist die Menge T;, eindeutig geordnet:

(O, ..., 0, 1) = kn,l - kn,g = kn,P(n) = (n,O, o ,0) (364)

Um dies zu nutzen, habe ich die Funktion nextpart implementiert, welche zu einer gege-
benen Partition die lexikografisch néchst kleinere ausgibt:

nextpart (kn;) = Kknpit1 (3.6.5)

Da erste und letzte Partition immer eindeutig gegeben sind, muss man zur Berechnung
von h, den ersten Partitionsvektor auf k, 1 setzen, dann den zugehdrigen Summanden
aus (3.6.1) berechnen, danach nexpart auf den Partitionsvektor anwenden und diesen
Vorgang solang wiederholen, bis der Partitionsvektor k;, p(,) ist. In Pseudocode ist dies
in Programmcode 1 skizziert. Die Implementierung dieser Regel findet man im Anhang in
den Programmcodes 10 und 12.

Programmcode 1: Implementierung der Regel von Faa di Bruno

1 |Partition = (0,...,0,1)
h(n) = 0.0
do
h(n) = h(n) + [...]
5 if (Partition (1) == n) exit
Partition = nextpart(Partition)
enddo

3.6.2. Der Stehfest-Algorithmus

Diesen Algorithmus habe ich nach den Betrachtungen in Kapitel 2.1.2.2 implementiert.
Die Koeffizienten ¢,, (vgl. Formel (2.1.17)) berechne ich dabei als einen Vektor

c(N) = (a,...,cn) (3.6.6)

in einer separaten Funktion. Die Implementierung findet sich in Programmcode 8.
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Der Stehfest-Algorithmus verlangt, dass der gegeben Funktion alle Parameter, welche diese
braucht, in einem einzigen Array namens para iibergeben werden, um den Aufruf der
iibergebenen Funktion zu standardisieren. Der Aufruf des Algorithmus sieht wie folgt aus:

f = nlinvsteh(func,para,r,t,n) (3.6.7)

Der Name nlinvsteh leitet sich dabei von “numerical Laplace-inversion Stehfest” ab. Die
Bedeutung der Variablen und Parameter ist in folgender Tabelle gegeben:

Variablen in nlinsteh Optional ‘ Beschreibung ‘
f - Ausgabe der Losung als Matrix:
£ = (fiy)y; mit fi; = f(ri, 1)
func Nein Ubergabe der zu invertierenden
Funktion: func(r, s, para)
para Nein Parameter zur Manipulation der
Funktion func: para = (p1,...,pk)
r Nein Array der gegebenen Radien:
r=(ry,...,m)
t Nein Array der gegebenen Zeitpunkte:
t = (tl,...,tm)
n Nein Grad der Stehfest-Approximation
Ich habe also zusitzlich die Ubergabe einer Raumvariable r = (71, ..., 7,) zugelassen, um

auf das gegebene Problem einzugehen. Diese werden lediglich an die Funktion func wei-
tergegeben und haben auf den Stehfest- Algorithmus keinen Einfluss. Die Implementierung
des Algorithmus ist in Programmcode 7 gegeben.

3.6.3. Ubernommene Routinen

Ich habe meine Module und Programme nach den Standards der Fortran-Bibliothek der
CHS-Abteilung des UFZ Leipzig verfasst, um diese dort einzubetten. Diese Bibliothek
stellt eine Fiille von Standardfunktionen bereit, von denen ich einige verwendet habe.
Diese sind in folgender Tabelle aufgelistet:

’ Funktion ‘ Beschreibung
factorial (n) Berechnung der Fakultét: n!
poly (z, (co,...,cn)) Auswertung von Polynomen:
co+caxr+...+cpa™
binomcoeffi (z,n) Berechnung des
Binomialkoeffizienten: ()
nextpart ((ki,...,kn)) Berechnung der zu (k;);

lexikografisch néchstgrofieren
Partition von n

isgoodpart ((k1,...,kn)) Uberpriifung ob (k;), eine Partition
von n ist
interpol ((fl)Z (), (fj)j> Auswertung der Punkte §; an der
linearen Interpolation der Werte
(fiv xi)

solve linear equations(M,R) | Losung des linearen
Gleichungssystems: M - X = R

Dabei wurden die Funktionen nextpart und isgoodpart von mir selbst implementiert
(siehe Anhang: Programmcode 5 und 6). Die restlichen Routinen sind kanonische Imple-
mentierungen der jeweiligen Funktion, weshalb ich auf diese nicht weiter eingehen mdéchte.
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Des Weiteren habe ich einige Routinen aus den Numerical-Recipes [Press et al., 1992]
iibernommen. Diese sind in folgender Tabelle genannt:

Funktion ‘ Beschreibung ‘

besskO () Berechnung der modifizieren
Besselfunktion: Ky ()
([Press et al., 1992, S. 231])
bessk1 () Berechnung der modifizieren
Besselfunktion: K (z)
([Press et al., 1992, S. 232])
RBstiff Eine Implementierung des
Rosenbrock-Verfahrens
([Press et al., 1992, S. 732ff])

Dabei ist zu erwédhnen, dass die Funktion RBstiff genau zwei Arrays (f;), und (z;);
ausgibt, welche die berechneten Funktionspunkte darstellen. Da es sich um ein Verfahren
mit adaptiver Schrittweitensteuerung handelt, ist die Gréfle und Schrittweite von (z;);
vor dem Ausfithren der Routine nicht bekannt. Um die Funktion danach an beliebigen
Punkten auszuwerten, ist man auf die Routine interpol angewiesen, welche die gegebenen
Funktionspunkte dann linear interpoliert. Die modifizierten Besselfunktionen brauche ich

fiir eine stabile Losung der Differentialgleichung im Fernfeld.

3.6.4. Die Hauptroutine

Kommen wir zu den Hauptroutinen, in denen die Losung der Grundwassergleichung um-
gesetzt wurde. Die Losung h (r,t) der Differentialgleichung (1.1.3) wurde von mir mit den
Funktionen ext theis2D und ext theis3D implementiert. Der Aufruf sieht im 2D-Fall
wie folgt aus:

h = ext_ theis2D(rad, time, params, inits, prop, grad, steh_n, output) (3.6.8)

Die Bedeutung der Variablen und Parameter ist in folgender Tabelle gegeben:

Variablen in 2D ‘ Optional ‘ Beschreibung ‘
h - Ausgabe der Losung als Matrix:
h= (hij)z'j mit hz‘j =h (Y’i,t]‘)
rad Nein Array der gegebenen Radien:
rad = (ri,...,7p)
time Nein Array der gegebenen Zeitpunkte:
time = (t1,...,tm)
params Nein Benotigte Parameter der
Differentialgleichung:
params = (1g, 02,4, 5)
inits Nein Randbedingungen der
Differentialgleichung:
inits = (Qy)
prop Ja Proportionalitatsfaktor ¢
(Standardwert ¢ = 1.6)
grad Ja Grad der Taylorapproximation
Nmax (Standardwert np,ax = 40)
steh n Ja Grad der Stehfestapproximation N
(Standardwert N = 6)
output Ja Wahl ob wahrend der Berechnung
Informationen ausgegeben werden
sollen (Standardwert false)
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In 3D-Fall ist der Aufruf ganz dhnlich, nur mit angepassten Ubergabewerten:
h = ext_ theis3D(rad, time, params, inits, bc, prop, grad,steh_n, output) (3.6.9)

Die Bedeutung der Variablen und Parameter fiir den 3D-Fall ist in folgender Tabelle
gegeben:

Variablen in 2D ‘ Optional ‘ Beschreibung ‘
h - Ausgabe der Losung als Matrix:
h= (hij)z'j mit hz‘j =h (Ti,tj)
rad Nein Array der gegebenen Radien:
rad = (ri,...,m)
time Nein Array der gegebenen Zeitpunkte:
time = (t1,...,tm)
params Nein Benotigte Parameter der
Differentialgleichung:
params = (Kg,0%, 4,5, )
inits Nein Randbedingungen der
Differentialgleichung:
inits = (L, Q)
bc Ja Art der Randbedingung fiir Kyen:

true=Ky und false=Ky
(Standardwert bc = true)

prop Ja Proportionalitatsfaktor ¢

(Standardwert ¢ = 1.6 bei
bc = true, sonst %)

grad Ja Grad der Taylorapproximation
Nmax (Standardwert np,ax = 40)
steh n Ja Grad der Stehfestapproximation N
(Standardwert N = 6)
output Ja Wahl ob wihrend der Berechnung

Informationen ausgegeben werden
sollen (Standardwert false)

Die Berechnungen sind so optimiert, dass man die Radien rad = (r1,...,r,) und Zeit-
punkte time = (¢1,...,t,,) als Arrays iibergeben kann und die Lésung nicht fiir jedes Paar
(ri,t;) einzeln aufgerufen werden muss. Das bedeutet, dass die nétigen Potenzreihen nur
ein einziges Mal berechnet werden miissen. Die Abhéngigkeiten der Routinen untereinan-
der ist in Abbildung 6 durch einen Abhéngigkeitsbaum dargestellt.

Der Funktionsaufbau ist in Pseudocode fiir 2D mit Programmecode 2 gegeben.

Programmecode 2: Ablauf der Funktion ext_theis2d

1 | function ext_theis2d(rad,time,params,inits,prop,grad,steh_n,output)
!Prife Eingaben

5 !Berechne bendtigte Gréfien:
C =

!Fasse Variablen fir den Stehfestalgorithmus zusammen:
Values = (TG,sig#**2,C,S,Qw,n_max,steh_n,output)

10
'Rufe Stehfestalgorithmus auf:
NLInvsteh(lap_ext_theis2d,values,C*rad,time,steh_n)

end function ext_theis2d
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(ext_theis[2p/3D]]

NLInvSteh
csteh
factorial

binomcoeffi
—{1ap_ext theis[2D/3D])

binomcoeffi

isgoodpart

—[solveil ineariequationsj

Abbildung 6: Abhéngigkeitsbaum der implementierten Routinen

Im 3D-Fall ist der Funktionsaufbau ganz &dhnlich, es miissen nur weitere benétigte Grofien
berechnet werden. Dar Aufbau ist in Pseudocode mit Programmcode 3 gegeben.

Programmcode 3: Ablauf der Funktion ext_theis3d

1 | function ext_theis3d(rad,time,params,inits,bc,prop,grad,steh_n,output)

!'Prife Eingaben

5 !Berechne bendtigte Gréfien:
C =
gamma =
Kefu =
Kwell
10 chi =

!Fasse Variablen fir den Stehfestalgorithmus zusammen:
Values = (KG,Kwell ,Kefu,chi,C,S,L,Qw,n_max,steh_n,output)

15 'Rufe Stehfestalgorithmus auf:
NLInvsteh(lap_ext_theis3d,values,C*rad,time,steh_n)

end function ext_theis3d

Die Funktionen lap_ext_theis2d und lap_ext_ theis3d verlaufen danach sehr &hnlich.
Der Stehfest-Algorithmus NLInvSteh ist so optimiert, dass er alle benétigten s-Punkte
berechnet und in einem einzigen Array s = (s1, ..., sg) ibergibt. Somit muss die Funktion
lap_ext_theis[2d/3d| nur ein einziges Mal aufgerufen werden, was die Laufzeit erheblich
optimiert. Der Aufbau der Funktion lap ext theis[2d/3d| wird in Programmcode 4
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skizziert.

Programmcode 4: Ablauf der Funktion lap_ext_ theis[2d/3d]

1 |function lap_ext_theis[2d/3d](r, s, para)

!Berechne Potenzreihen:
alpha(n) = ...
5 beta(n) = ... ! (Faa di Bruno)

do [Schleife iiber s]
!Berechne die Integrationsgrenzen:

rmax =
10 rmin =

!Berechne Potenzreihen der Basisldsungen:

ul(n) =
u2(n) =
15
!Setze Basisldésungen von rmin bis rmax fort:
ul = ... ' (Rosenbrock)
u2 = ... ' (Rosenbrock)
20 !Einarbeiten der Randwerte:
A,B,C,D =
'Auswertung an den Radien:
if [r<rmax]: A*ul + B*u2
25 if [r>rmax]: C*xI0O + D*KO ! (mod. Besselfunktionen)

enddo
end function lap_ext_theis[2d/3d]

Wenn man m Zeitpunkte ¢; iibergibt und die Stehfest-Grenze mit N gegeben ist, gibt es
also m - N s-Punkte. Der rechenaufwendigste Schritt in lap_ ext_theis[2d/3d] ist der
Aufruf der Rosenbrock-Methode, welcher genau 2 - m - N mal erfolgt. Dennoch lohnt sich
diese Berechnung, da man die Losung an einem beliebigen Zeitpunkt auswerten kann,
ohne die Losung an vorherigen Zeitpunkten kennen zu miissen, wie es bei einer Finite-
Differenzen-Methode der Fall wére.

Die vollstdndige Implementierung dieser Funktionen ist im Anhang mit Programmecode 9,
10, 11 und 12 gegeben. Dabei sind nur die Varianten mit den Randbedingungen 7ye = 0
und 7o, = 0o gegeben. Man vergleiche dazu Abschnitt 3.4.

Es ist noch die Stabilitat dieser Implementierung zu testen. Dazu mochte ich dem letzten
Abschnitt dieser Arbeit kommen.

o6



4. Auswertung

Ich komme nun zur Auswertung meiner Betrachtungen und Implementierungen. Dazu
mochte ich als Erstes eine Fehleranalyse der Umsetzung machen, da ich durch die variable
Berechnung des Wertes rnax aus Kapitel 3.5, ab welchem die Leitfadhigkeit durch einen
konstanten Wert abschneidet, um eine stabile Losung fiir grofe Radien zu erhalten, einen
gewissen Fehler entstehen lasse. Es gilt zu verifizieren, dass diese Wahl so gesetzt ist, dass
sich die erzeugte Losung nicht zu weit von der tatséchlichen Lésung entfernt.

Danach moéchte ich als Hauptresultat verschiedene Plots fiir mehrere Eingabewerte zeigen
und die Losung mit der homogenen Theis-Losung aus Abschnitt 2.3 vergleichen. Zum
Abschluss ziehe ich ein Fazit und gebe einen Ausblick auf die Anwendungen der generierten
Losung, um dieser Arbeit einen perspektivischen Mehrwert zu verleihen.

4.1. Fehleranalyse

Um eine Fehleranalyse zu machen, ist es zuerst einmal wichtig, herauszufinden, welche
Eingabe-Parameter von Interesse sind und in welchen Gréfenordnungen sie sich bewegen.
Als Erstes betrachte ich die Parameter S und Kqg. Wie sich gleich zeigt, spielen diese
Grofen fiir die Stabilitdt der Losung eine eher untergeordnete Rolle. Um dies zu zeigen,
betrachte ich noch einmal die anfdngliche Differentialgleichung;:

Ooh

V(K lzl) - YRz 1) = S () (4.11)
V(5% (Jel) - Vh(z,) = S50 (1.1.2)

Nun kann man die Leitfahigkeit und die Durchléssigkeit jeweils von Kg und T trennen:

2
K (r) = Kg-exp M—i— 1—*y(e) o? (4.1.3)
¢ 1+ (Cr)? (2 )
= Kqg-K°(r) (4.1.4)
TG (1) = Tg-exp <1+_(2T)2> (4.1.5)
= Tg-T5C (r) (4.1.6)

Damit kann man die Differentialgleichung wie folgt formulieren:

- S Oh
CG . o
V(K (|l2]) - Vh(2,1) = Koot @) (4.1.7)
~ S oh
CG o un
V(I () Vht) = 25 () (1.18)
In der jetzigen Form bietet sich eine Variablentransformation an, um den Faktor —;G

respektive % zu eliminieren. Es stehe im folgenden K fiir K¢ respektive Tq:

hizt) = h<xf(> (4.1.9)

oh S oh
=5 @t) = Lo @i (4.1.10)

Und somit erfiillt & folgende Differentialgleichung;

oh . ) (4.1.11)

V(E(lzh) - Vi) = 5 @
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Dabei stehe K fiir K©C bzw. TgG. Der Faktor % staucht oder streckt also die Losung nur
in Zeitrichtung. Der Losungsverlauf wird dadurch aber nicht essentiell beeinflusst. Somit
verzichte ich darauf, diese Gréflen zu untersuchen. Des Weiteren gehen die Faktoren @y,
und L als Randbedingungen nur als skalierende GréBen in die Gleichung ein. Da aber A-h
die selbe Differenzialgleichung 16st wie h, verzichte ich auch auf diese Untersuchung. Die
essentiellen GroBen der Differentialgleichung sind also o und £. Die Anisotropierate e sowie
die Anisotropiefunktion 7 (e) gehen jeweils nur als Faktoren einer dieser beiden Grofen
ein und spielen somit auch nur eine Nebenrolle. Anlehnend an [Zech, 2013] verwende ich
folgende Standardwerte:

Kg = 1.0E—4ms™! (4.1.12)
Te = 1.0E—4m?s!

S = 1.0E—4m3kg!

Qw = —10E—4m3s !

L = 10m

e = 1.0

Es sind somit nur unterschiedliche Konstellationen von o2 und ¢ zu testen.

4.1.1. Analyse und Problematik der Frobenius-Methode

Ich konnte mit Hilfe der Frobenius-Methode ein implementierfreundliches Fundamental-
system zur Losung der Differentialgleichung geben. Die gesuchte Losung ist in der Form

9s (1) = gs (1) = Asurs (1) + Bsugs (1) (4.1.13)

gegeben und erfiillt die Differentialgleichung wenigstens in einer Umgebung von 0, da nach
dem Satz von Fuchs 2.2.2 ein Konvergenzradius von 1 gewéhrleistet wird. Ich nehme als
Losungsgebiet 7 € (0, %) respektive r € (O,%Cil) an, um den Fehler, der durch die
Taylorapproximation entsteht, gering zu halten. Um die Giite der Lésung zu analysieren,
konstruiere ich fiir die Koeffizienten-Funktionen Vergleichsfunktionen, welche den essenti-
ellen Verlauf repriasentieren und vergleiche diese mit deren Taylorapproximationen.

In 2D sehen diese wie folgt aus:
&t (r) = Z 7 (4.1.14)

N (R)
420 (7_’ 02> — exp <1 _:72) 2P (7_’ 02) _ kz:% (52D> . (0,0?) ok

In 3D unterscheide ich nun noch, ob am Brunnen Ky oder K angenommen wird mit
einem Anisotropierate von e = 1:
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Da ich als Standard Approximationsweite nma.x = 40 annehme, vergleiche ich nur diesen

Wert. Fiir die Varianz nehme ich jeweils einen groBen (62 = 6) und einen kleinen (02 = 1)

Vergleichswert. Man erhélt mit doppelter Genauigkeit in 2D:

1 1
@ (3)-a (3)] = o
A« 11 A 11
A 1 A 1
2P <4,6) - 5P (4,6> = 2.220E-16
Sowie in 3D:
1 1
N 11 A 11
Al 2 _ A [ & _
5 (472) /840 (472> 0
N 1 A 1
BA 16 - B4 <4,6) = 3.469E-18
o 11 o 11
H((- -\ _pH [ =~ —
B (4, 2) Bio 1 2> 0
N 1 A 1
pH (4,6> — Bh 4,6> = 1.332E-15
03— 5.0
0.27} """ szz (M P - 7 (rd)
024/ |7 4 (1 7 ol — B ()
0.21} / \ 350 77 (r6) /\
0.18} 3.0} ~2D
/ — By (1,6) // \

0.15} / 2.5}

0.12} 2.0 // \
0.09} / 1.5 /

0.06} / 1.0} ‘

/ -
0.03 / OZ‘// : '\

0 0.1 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1.0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
7=C"r 7=C"r

Abbildung 7: Vergleich des essentiellen Verlaufs der Koeffizientenfunktionen &P (links)
und 32P (rechts) der Differentialgleichung fiir 2D im Laplaceraum mit den
zugehorigen Taylor-Approximationen
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Abbildung 8: Vergleich des essentiellen Verlaufs der Koeffizientenfunktionen 43" (oben),
4 (unten links) und B (unten rechts) der Differentialgleichung fiir den
3D-Fall im Laplaceraum mit den zugehorigen Taylor-Approximationen

Somit sind die Approximationen im betrachteten Intervall sehr genau. Allerdings wird
f mit wachsendem o2 schlechter approximiert. In den Abbildungen 7 und 8 sind die
Taylorapproximationen der betrachten Funktionen im Intervall 7 € [0, 1] dargestellt. Man
sieht gut, dass der Konvergenzradius von 1 bedeutende Konsequenzen auf das Verhalten
fir 7 — 1 hat. Um nun die Giite der Losungen u; s und us s zu untersuchen, vergleiche
ich hier wenigstens fiir Standardparameter die Basislésungen in 3D mit den modifizieren
Besselfunktionen im Intervall 7 € [0, 1]. Als Standardparameter wéhle ich die in Gleichung
(4.1.12) gegebenen, wobei:

0?=10 (=100m (4.1.16)

Ich betrachte nur den BCH-Fall Ky = Ky. Zum Vergleich nehme ich die beiden entste-
henden Potenzreihen:

gn (1,8) = Z g§k3 TF hy (1) = — Z gékz Tk (4.1.17)
k=0 k=0

Um diese Funktion mit den “richtigen” modifizierten Besselfunktion zu vergleichen, wahle

ich wie in Gleichung (2.3.28) eine geeignete Substitution. Da @ —— 1 und &? —
7—0 T 7—0
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% gilt, kann ich die Substitution (2.3.28) mit T2 = Cﬁif(H verwenden und erhalte
damit in 7 = 0 dasselbe Anfangsverhalten der Basislosungen. Ich definiere also folgende

Vergleichsfunktionen (vgl. Abschnitt 2.3.2):

Vi(r,s) = 10<ﬁ664-7> (4.1.18)

\/§ei \/Ee% se1
V = K . 1 . .I .
2(7.9) 0(0.16 T\ M os2 7)) el o T

100 S ——— S A 200 , ;
gol| — 9s0(7,1) : "' ; / 180+~ hyo(,1) ,"
"""" V(71 . H / s V(7 .

80} ,1( ) ot ' 160} f( ) . ;

""" 9ao(751) i : / oo hyg(r1) i :

T0H ....... Vi (r,1) ; '. 1401 ... Vi (7,1) :.-"; '. /
60} i 120} i £
50+ ', ,-/ 100! . "- /

40} 80} i :
. s B ‘ /
’ B l.

60+ =

307 B 7
K4 . . ,'
e 14 D4 .
: B
L g 3 0 L Y3 K
20 4 v 4 ;
R ’ o B
R ¢ %

10+ 20 ;;///
Qlaszz=™
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18] | = 9u(rmg) 9io(T5) 0.0l = hulrmg) hio(T110)
Lef Vilhm) Vi (mmo)' 0.8 7 Va(tm) V2 (1)
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Abbildung 9: Vergleich der mit der Frobenius-Methode berechneten Basisfunktionen fiir
den 3D-Fall mit den modifizierten Besselfunktionen, welche die homogenen
Basislosungen darstellen. Man sieht die ersten Basisfunktion g und Vi sowie
deren Ableitungen fiir kleine Zeiten (oben links) und fiir groBe Zeiten (unten
links). Weiter sieht man den analytischen Anteil der zweiten Basisfunktionen
h und V, sowie ebenfalls deren Ableitungen fiir kleine Zeiten (oben rechts)

und grofie Zeiten (unten rechts).

Da ich die Basisfunktion bis nmax = 40 entwickelt habe, nehme ich diese obere Schranke
auch fiir g, und h,. Da mit dem Stehfest-Algorithmus fiir wachsende Zeiten ¢t die Funkti-
on im Laplaceraum an immer kleineren Werte fiir s berechnet werden muss, werte ich die
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Funktionen zum einen fiir s = 1.0 und zum anderen fiir s = 1.0 E—2 aus. Die Vergleiche
der Basisfunktionen findet man in Abbildung 9. Man sieht, dass die zusammengehéren-
den Basisfunktionen Funktionen jeweils in etwa den selben Verlauf haben, sich aber fiir
wachsende 7 voneinander entfernen, was auf die zugrunde liegende Heterogenitat zurtick-
zufithren ist. Man sieht auflerdem gut, dass dieser Einfluss der Heterogenitét fiir grofie
Zeiten bei der zweiten Basisfunktion h,, (7) am stérksten zu beobachten ist, da sie sich we-
sentlich von der homogenen Basisfunktion unterscheidet. Ich vertraue somit darauf, dass
die approximierten Basisfunktionen wenigstens in 7 € (0, i) eine zuverldssige Naherung
der tatsichlichen Basislosungen darstellen.

4.1.2. Einfluss des Abschneidewertes 7.

In Kapitel 3.5 habe ich Abschétzungen gegeben, ab wann die Losung der Grundwasser-
gleichung im Fernfeld durch die Theis-Losung abzuschneiden ist. Dabei habe ich fiir die
Losungen im 2D- und 3D-Modell folgende Formeln ermittelt:

1. Im 2D-Modell:

Tmax (1) = min{ W,rhm} (4.1.19)
1 _o?
Tlim (Eerror) = C'\lln(l—?sem)_l (4.1.20)
2. Im 3D-Modell:
Tmax (t) = min{ W,rhm} (4.1.21)

win

_ 1 X
Tlim (€err0r) - C \l (h’l (1 T Eerror)> -1 (4122)

Dabei ist im BCA-Fall “+” und im BCH-Fall “—” zu wahlen.

In jedem Fall ist rpax (t) eine monoton wachsende Funktion von ¢, welche ab einem gewissen
Zeitpunkt den konstanten Wert 7, annimmt. Zur Untersuchung dieser Wahl ist es also
angebracht, den Einfluss von rpax () fir kleine und grofie Zeiten separat zu betrachten.
Dafiir setze ich folgende Raum- und Zeitintervalle fest:

kleine Zeiten: t € Ty := [10,300] (4.1.23)
grofle Zeiten: t € To := [300, 3600] (4.1.24)
reR = [0.01,50] (4.1.25)

Ich betrachte also ein Zeitfenster von einer Stunde und trenne die Intervalle bei 5min. Die
Grenze Tmax hidngt dabei wesentlich von den Grofien uyy bei kleinen Zeiten und eeppor bei
groflen Zeiten ab. Ich beschrinke mich auf die Untersuchung von jeweils 2 Werten, welche
die Groflen annehmen kénnen:

1
Uim = 5 2 (4.1.26)

Earor = 1%; 0.1% (4.1.27)

Den Einfluss dieser GroBlen méchte ich grafisch veranschaulichen. Dazu erstelle ich Grafiken
nach folgendem Schema:

1. Funktionsverlauf der Losung h(r,t) mit r € [0.01,50] und ¢ € [10,3600] fiir die
Standardwerte wj, = i und Eepror = 1%
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2. Differenz A (ry,) der Losungen fir ey = 1% und ooy = 0.1% bei groen Zeiten,
also t € [300, 3600] mit Tmax = Tlim

3. Differenz A (uyy,) der Losungen fiir uyy, = % und um = 2 bei kleinen Zeiten, also
t € [10,300] ohne Abschneiden von rmax () durch 7y,

Da die Funktionsverldufe der Leitfahigkeiten K SG und K gG bzw. der Durchlassigkeit T}(IjG
jeweils unterschiedlich sind, betrachte ich diese drei Losungstypen separat:
1. Lésung im 2D-Fall, also K = T (r)
2. Losung im 3D-Fall mit arithmetischer Mittlung am Brunnen (BCA-Fall), also K =
KSG (r) und Kyen = Ka
3. Losung im 3D-Fall mit harmonischer Mittlung am Brunnen (BCH-Fall), also K =
K59 (r) und Kyen = Kn
Um zusitzlich den Einfluss der Bodenparameter o2 und ¢ mit einzubeziehen, werde ich
diese Vorgehen auf die 4, in Gleichung (4.1.12) gegebenen, Standardparametersétze an-
wenden:

1. 02=05und /=5m
2. 02=05und £ =10m
3. 0°=2und /=5m
4. 0> =2und £ =10m

Die restlichen Parameter werden durch die in (4.1.12) genannten Standardwerte festge-
setzt. Somit ergeben sich 12 zu untersuchende Konstellationen. Die Grafiken finden sich
im Anhang in den Abbildungen 11, 12, 13, 14, 15 und 16.

In folgender Tabelle ist eine Ubersicht der maximal entstandenen Fehler bei A (7im) und
A (ugim ), sowie der konkreten Grenzen ryy,, gegeben:

| 2D-Fall [o?=5.(=5]0"=3,0=10] 0°=2,0=5 [0 =2,(=10|
Ttim (€error = 1%) 15.27m 30.54 m 31.01m 62.03 m
Pim (€error = 0.1%) || 49.30m 98.60 m 98.75m 197.49m
max A (rim)| 2045E-3m | 1.073E—3m | 1.102E-3m | 3.086E—4m
ré;?&A(uhmﬂ 5051E—3m | 6.968E—3m | 3.396E—2m | 4329E-2m
ren

| 3D-Fall (BCA) [[o?=4,¢0=5|0=3(=10] 0?=2,(=5 |0?=2,(=10]
Tlim (Eerror = 1%) 14.72 m 29.44 m 24.60 m 49.21m
Plim (error = 0.1%) 33.83 m 67.65 m 54.25 m 108.50 m
%%§|A(rlim)| 2034E-3m | 1.138E—3m | 1.200E—-3m | 5.636E—4m
Itré;?( A (Ulim)] 2882E-3m | 3246E-3m | 5123E-3m | 6.796E—2m
rer

| 3D-Fall BCH) [ 0?=3,(=5 |o°=3,0=10] 02=2,(=5 [02=2,0=10

Tlim (Eerror = 1%) 9.54m 19.08 m 15.63 m 31.26 m

Tlim (Eerror = 0.1%) 21.44m 42.87m 34.25m 68.49 m
max[A(rm)] | 2677E—3m | 1738E—3m | 1706E—3m | 9.801E—dm
Ié%?(A(uhmﬂ 5.0I6E—3m | 8617E_3m | 2773E—2m | 4.258E 2m
reR
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Man sieht, dass der Einfluss von wjy, fiir wachsende o2 und ¢ immer gréfier wird. Allerdings
werden die oben gegebenen Maxima immer fiir sehr kleine Zeiten und Radien angenom-
men. Dies liegt aber auch an numerischen Artefakten, welche durch die weite numerische
Integration der Losung entsteht. Fiir wachsende ¢ und r féllt der Fehler dann sehr stark
gegen 0 ab. Somit ist der Einfluss auf die Losung insgesamt nicht gravierend, da man im
Gegenzug eine wesentlich schnellere Berechnung erhélt. Der Einfluss von rjy,, nimmt mit
wachsenden o2 und ¢ sogar ab. Insgesamt liegen die Fehler im Verhéltnis zur Losung aber
in tolerierbaren Grenzen, da die Abweichungen im Bereich von einigen Millimetern bis we-
nigen Zentimetern liegen. Somit erachte ich es als hinnehmbar, die Fehler zuzulassen um
im Gegenzug eine bessere Laufzeit zu erhalten, da man den Bereich der numerischen Inte-
gration klein halten kann. Im Bereich von wenigen Sekunden ist die Losung im Verhéltnis
zur Theis-Losung ohnehin noch nicht aussagekréftig.
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4.2. Plots und Vergleich mit der Theis-Losung

Zum Schluss und als Ergebnis dieser Arbeit méchte ich jetzt einige Grafiken geben, welche
die Losungen fiir Standardparametersidtze zeigen und den Einfluss einzelner Parameter
verdeutlichen. Dabei orientiere ich mich wieder an der Arbeit in [Zech, 2013]. Des Weite-
ren mochte ich die Unterschiede der erarbeiteten Losung zur Theis-Losung fiir homogene
Wasserleiter zeigen und einige Vergleiche anstellen. Als Standardparametersatz wéhle ich
die in Gleichung (4.1.12) gegeben Parameter und setze dabei zusétzlich o und ¢ fest:

o2 = 1.0 (4.2.1)
{ = 10.0m

4.2.1. Plots der erweiterten Theis-Losung

In Abbildung 10 sind die Losungen der Grundwassergleichung fiir den 2D- und 3D-Fall,
wobei noch zwischen den Randbedingungen BCA und BCH unterschieden wird, auf einer
gemeinsamen Skala gezeigt.

N 7z
~.. ""'lll
W 'll..."l

L0777 7
] L0777 7
'll'l’"’”llzz” 74
LT AL

711177
lllm'/,’,'
7
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2 T w tin [y %3000 3500
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Abbildung 10: Plots der Losungen fiir den Standardparametersatz im 2D-Fall (oben) und
im 3D-Fall (unten) wobei zum einen Ky = KA (links) und zum anderen
Kyen = Ku (rechts) gewdhlt wurde

Dabei ist t € [60,3600] und r € [0.01,20]. Es entstehen dabei folgende Randwerte der
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Coarse-Graining-Leitfahigkeit respektive -Durchléssigkeit:

T (r=0)=Ty = 6.0653065971263348 E—5m’s™" (4.2.2)
TS (r = o00) =Tg = 1.0E—4m?!
K{%(r=0)=Ky = 1.6487212707001284E—4 ms~!
K{¢(r=0)=Kg = 6.0653065971263348 E—5ms™*
KO (r — 00) = Koy = 1.1813604128656462 E—4 ms ™!

Man erkennt gut, dass die Wahl der Anfangsbedinung im 3 D-Fall erheblichen Einfluss auf
den Losungsverlauf hat, da Ky wesentlich grofler ist als K.

In den Abbildungen 17 und 18 im Anhang wird der Einfluss der Anisotropierate e auf die
Losung im 3D-Fall mit BCA- sowie BCH-Randbedingung gezeigt. Dabei wurde zum einen
e = 1 und zum anderen e = i gewahlt. Fir e = i entsteht folgender Wert fiir Kqp, der
Coarse-Graining-Leitfahigkeit:

K (r = 00) = Kepy = 1.4216536599734490 E—4 ms™* (4.2.3)

Man erkennt, dass die Anisotropierate einen eher geringen Einfluss auf die Losung hat,
der aber die grofiten Auswirkungen in Brunnennédhe hat und mit wachsender Zeit grofier
wird.

Da die Varianz ¢2 und die Korrelationslinge ¢ in alle drei Losungstypen im selben Mafe
eingehen, werde ich deren Einfluss nur im 2D-Modell zeigen. In Abbildung 19 im Anhang
wird der Einfluss der Varianz o2 auf die Losung im 2D-Fall gezeigt. Dabei wurde zum
einen 02 = 1 und zum anderen o2 = 2 gewihlt. Fiir 02 = 2 entsteht folgender Wert T
der Coarse-Graining-Durchléssigkeit:

TEY (r = 0) = Ty = 3.6787944117144237E—5 m%s~! (4.2.4)

Dieser Wert ist nur etwa halb so grof wie im Fall 0> = 1. Der Einfluss von o2 ist in
Brunnennéhe erheblich und bleibt tiber die Zeit fast konstant. Mit wachsendem Abstand
zum Brunnen konvergiert der Unterschied zwischen den Losungen allerdings sehr schnell
gegen 0.

In Abbildung 20 im Anhang wird letztlich noch der Einfluss der Korrelationslénge ¢ auf
die Losung im 2D-Fall gezeigt. Dabei wurde zum einen wieder der Standardwert ¢ = 10
und zum anderen der Wert ¢ = 20 gewédhlt. Durch eine unterschiedliche Wahl von ¢
andert sich der Wertebereich der Coarse-Graining-Durchléssigkeit respektive -Leitfahigkeit
nicht. Die Verteilungen werden lediglich radial gestreckt oder gestaucht. Damit bleiben
die Randwerte der Verteilungen unberiihrt. Den stédrksten Einfluss hat auch ¢ wieder in
Brunnennéhe und fiir wachsende Radien fillt die Differenz zwischen den Lésungen schnell
ab. Fiir grofle Zeiten bleibt die Differenz dann nahezu konstant.

4.2.2. Vergleich zur Theis-Losung

Da es bei der erweiterten Theis-Losung darum geht, heterogene Leitfahigkeitsverteilungen
zu berticksichtigen, ist es von Interesse, zu untersuchen, inwiefern sich diese Losung von der
homogenen Theis-Lésung unterscheidet. Dazu ist es natiirlich wichtig, welchen Leitfahig-
keitswert respektive Durchlassigkeitswert man in die Theis-Losung gibt. Im 2D-Fall sind
natiirlich die beiden Randwerte der Durchlassigkeitsverteilung 7 und Ty interessant. Im
3D-Fall kommt hinzu, dass das geometrische Mittel der Leitfahigkeit K¢ nicht als Rand-
wert der Leitfahigkeitsverteilung auftritt. Hier sind also die drei Werte Kyen, welcher
entweder K im BCA-Fall oder Ky im BCH-Fall ist, K.p, und K@ von Interesse.
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4.2.2.1. 2D-L6sung: In Abbildung 21 im Anhang ist die Theis-Losung fiir T = T und
T = Ty, wie in den Gleichungen (4.2.1) und (4.2.2) gegeben, gezeigt und deren Differenz
zur 2D-Losung fiir Standardwerte. Man sieht dabei, dass fiir T' = Tye = 111 die Differenz
in Brunnennéhe am kleinsten ist und mit wachsendem Radius zunimmt. Fiir T = T ist die
Differenz in Brunnennéhe erheblich, nimmt aber mit wachsendem Abstand zum Brunnen
sehr schnell ab. Die erweiterte Theis-Losung interpoliert also grob die Theis-Losungen fir
Nah- und Fernfeld-Leitwerte.

4.2.2.2. 3D-L6sung im BCA-Fall: In Abbildung 22 im Anhang ist die Theis-Losung fiir
K = Kz, K = Koy, und K = K¢, wie in den Gleichungen (4.2.1) und (4.2.2) gegeben,
gezeigt sowie deren Differenz zur 3D-Loésung im BCA-Fall fiir die Standardwerte. Man
sieht auch hier, dass fir K = Ky = Ka die Differenz in Brunnennédhe gering ausfallt
und fir wachsende Radien grofler wird. Das selbe Szenario fiir den Fernfeldwert wie in der
2D-Losung ist auch hier zu beobachten. Fir K = K, ist die Differenz der Theis-Losung
zur 3D-Losung in Brunnenndhe sehr grof, nimmt aber mit wachsendem Abstand zum
Brunnen schnell ab. Somit ist hier die Ubereinstimmung der Lésungen im Fernfeld wie zu
erwarten gegeben. Fiir K = K¢ ist die Differenz in Brunnennihe nicht ganz so grofl wie
bei K = K, aber immer noch erheblich. Der Fehler nimmt mit wachsenden Radien zwar
ab, aber auch nicht so stark wie bei Kef,. Insgesamt weicht die 3D-Losung im BCA-Fall
weniger von der Theis-Losung ab, als im BCH-Fall. Das liegt daran, dass die Werte K
und Keg, wesentlich ndher aneinander liegen, als Ky und Ko, Somit ist die Lésung im
BCA-Fall wesentlich homogener als im BCH-Fall und somit auch wesentlich ndher an der
Theis-Losung. Auch hier interpoliert die vorliegende Losung die Theis-Losungen fiir Nah-
und Fernfeldleitwerte.

4.2.2.3. 3D-Losung im BCH-Fall: Letztlich ist in Abbildung 23 im Anhang die Theis-
Losung fir K = Ky, K = Koy und K = K, wie in den Gleichungen (4.2.1) und (4.2.2)
gegeben, gezeigt und ebenfalls deren Differenz zur 3D-Losung im BCH-Fall fiir die Stan-
dardwerte. Man sieht auch hier, dass fur K = K. = Ky die Differenz in Brunnennéhe
gering ausfallt und fiir wachsende Radien grofler wird. Fiir K = Kg, ist die Differenz der
in Brunnennéhe sehr grof}; nimmt aber mit wachsendem Abstand zum Brunnen schnell ab.
Somit ist auch hier die Ubereinstimmung der Losungen im Fernfeld gegeben. Fiir K = Kg
ist die Differenz in Brunnennéhe nicht ganz so grof§ wie bei K = Kep,, aber immer noch
erheblich. Der Fehler wird mit wachsende Radien kleiner, geht aber nicht so schnell ge-
gen 0 wie fiir K = Kep. Wie schon im BCA-Fall interpoliert die vorliegende Losung die
Theis-Losungen fiir Nah- und Fernfeldleitwerte und hat somit den erwiinschten Verlauf.
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4.3. Fazit und Ausblick

Die implementierten Losungen stellen stabile Routinen zur Auswertung der Loésung der
Grundwassergleichung im Coarse-Graining-Modell bereit. Die Grundwassergleichung (1.1.3)
ist an sich eine parabolische Differentialgleichung, zu der man im allgemeinen heteroge-
nen Fall keine symbolische Grundlésung geben kann. In der Anwendung ist man also
auf numerische Methoden angewiesen. Das Ziel der Coarse-Graining-Methode war es, die
hydraulischen Gegebenheit so zu vereinfachen, dass das entstehende Modell leichter zu be-
rechnen ist, was heifft, dass die Implementierung einer Losung schneller und effizienter ist,
als bei der Anwendung von numerischen Standardlésungsmethoden fiir partielle Differenti-
algleichungen. Dazu traf man die Annahme, dass durch eine effektive Leitfahigkeit, welche
nur vom radialen Abstand zum Brunnen abhéngt, auch eine einfacher zu berechnende
Modellfunktion entsteht. Es folgte die radialsymmetrische Grundwassergleichung (1.2.19)
mit lediglich einer Raumvariablen und ausschliefllich zeitunabhéngigen Koeffizienten und
Randwerten. Es bot sich also an, diese Struktur auszunutzen, um die Differntialgleichung
noch weiter zu reduzieren, damit man auf eine gewohnliche Differentialgleichung kommt.

Die Laplacetransformation ist, ebenso wie andere Integraltransformationen, zur Losung
von partiellen und gewohnlichen Differentialgleichungen deshalb von Interesse, weil mit
ihr Ableitungen im Ursprungsraum in algebraische Operationen im Laplaceraum iiber-
fiihrt werden koénnen. Es ist also moglich, die Struktur von Differentialgleichungen so zu
algebraisieren. Da die Zeitableitung der Differentialgleichung (1.2.19) lediglich linear ein-
geht, konnte man mit dem Differentiationssatz (2.1.14) der Laplacetransformation die ra-
dialsymmetrische Grundwassergleichung auf eine gewthnliche Differentialgleichung (2.2.1)
mit einem Parameter s im Laplaceraum transformieren.

Nach dieser Vorarbeit war es nun moglich den Apparat zur Losung gewohnlicher Differen-
tialgleichungen zu nutzen. Es entstand eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit nicht konstanten Koeffizienten. Also gab es auch hier keine symbolischen Losungen der
Differentialgleichung. Hier war die Frobeniusmethode bestens geeignet, um der singuléren
Struktur der Differentialgleichung gerecht zu werden. Die Losung nach Frobenius hatte
zwei bedeutende Vorteile. Zum einen wurde die Losung durch eine Potenzreihe konstru-
iert, was mit wenig Programmieraufwand umzusetzen war. Zum anderen konnte man durch
das logarithmische Verhalten der zweiten Basislosung (2.2.35) die Randbedingung (1.2.24)
bzw. (1.2.25) kanonisch einpflegen. Diese elegante Einarbeitung der Randbedingung konn-
te man schon bei der Theis-Lésung in Kapitel 2.3 beobachten. Somit war davon auszuge-
hen, dass die Losung im Coarse-Graining-Modell ein dhnliches Verhalten zeigen wird. Der
Nachteil der Frobeniusmethode ist, dass die enstehenden Potenzreihen nur einen begrenz-
ten Konvergenzradius haben. Somit konnte ich mit dieser Methode weder die Randwerte
im Fernfeld einarbeiten, noch die Lésung fiir groe Radien auswerten.

Da die effektive Leitfahigkeit eine Ubergangsfunktion zwischen einem Nah- und einem
Fernfeldwert darstellt, konnte ich die Leitfdhigkeit fiir grole Radien als konstant anneh-
men. Es war folglich mdoglich eine stabile Lésung der Differentialgleichung im Fernfeld zu
erhalten, da die Basislosungen fiir homogene Wasserleiter die gut untersuchten Bessel-
funktionen sind, welche mit stabilen Implementierungen vorliegen. Diese waren wiederum
gut geeignet, die Randbedingungen im Fernfeld einzuarbeiten, wie es schon bei der Theis-
Losung der Fall war.

Letztlich musste ich nur noch beide Bereiche entsprechend der Differentialgleichung mit-
einander verbinden. Da die Frobeniusmethode zwei linear unabhéngige Basislosungen ge-
neriert hatte, konnte ich diese mit dem Rosenbrock-Verfahren bis zu einem maximal be-
notigten Radius fortsetzen. Da die Wahl dieses Radius dadurch bestimmt wird, ab wann
die effektive Leitfahigkeit nahezu konstant ist, musste ich noch sicherstellen, dass die Lo-
sung stabil bleibt. Fiir kleine Zeiten hat die Losung die Eigenschaft, sehr schnell gegen 0
abzufallen, was durch meine Analyse der Theis-Losung sichergestellt wurde. Damit konnte
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ich den Algorithmus fir kleine Zeiten durch einen Vergleich mit der Losung fiir homogene
Wasserleiter optimieren.

Um die Losung aus dem Laplaceraum wieder zuriick zu transformieren, wurde der Stehfest-
Algorithmus gewéhlt, welcher lediglich eine Auswertung der Funktion im Laplaceraum
an reellen Werten erfordert. Da der Algorithmus fiir nicht periodische Funktionen, zum
Beispiel fiir die Brunnenfunktion, gute Ergebnisse liefert, stellt er eine zuverlédssige Wahl
fiir die betrachten Funktionen dar.

Dass das Abschneiden der Funktionen im Fernfeld zuldssig ist, wurde von mir analysiert
und es zeigte sich, dass ab einer relativen Abweichung von unter 1% das gewéhlte Vorgehen
keine erheblichen Fehler generiert.

Die genutzte Methode hat den Vorteil, dass die Auswertung an beliebigen Zeitpunkten

erfolgen kann. Wiirde man die Loésung numerisch durch eine Finite-Differenzen-Methode

berechnen, wére man, der Natur von parabolischen Differentialgleichungen nach, auf eine
Schrittverhéltnis von

max K (x) - At < 1

S(Az)* T2

angewiesen (vgl. [Grofmann, 2005]). Zur Losung wére dieser Ansatz also nicht geeignet,
da hier von einem unbegrenzten Wasserleiter ausgegangen wird. Andere numerische Ap-
proximationen wie die Linienmethode hatten zur Folge, dass man ebenfalls auf eine steifes
Anfangswertproblem in Zeitrichtung kommen wiirde (vgl. [Grofmann, 2005]). Somit ist
die verwendete Methode fiir die gegebenen Randwerte optimal gewéhlt.

(4.3.1)

Die Losung kann nun dazu verwendet werden, reale Bodenparameter zu schitzen. Dazu
ist es zuerst von No&ten, zu zeigen, dass die generierte Losung wirklich eine qualitative
Aussage iiber Béden zu den gegebenen Parametern i, 02 und £ machen kann. Dazu kann
man wie in der Arbeit von [Zech, 2013] fiir den stationédren Fall vorgehen. Man generiert
mit einem Feldgenerator synthetische Boden zu festen Parametern und lasst auf diesen Bo-
den die Grundwassergleichung mit einem beliebigen numerischen Verfahren lésen. Dann
bildet man {iber ein ganzes Ensemble von Bdden zu gleichen Parametern einen mittle-
ren Absenktrichter, indem man tber die entstehenden Losungen mittelt. Diesen mittleren
Absenktrichter muss man dann mit der hier berechneten erweiterten Theis-Losung ver-
gleichen, in der Hoffnung, dass diese im Wesentlichen iibereinstimmen. Da dies schon im
stationdren Fall gezeigt werden konnte, ist davon auszugehen, dass die erweiterte Theis-
Losung wirklich einen effektiven Fluss beschreibt.

Hat man dies verifiziert, kann man die Losung nutzen, um fiir reale Boden Parameter
zu bestimmen. Man nutzt also die generierte Losung um sie an gemessene Zeitreihen zu
fitten, um damit die heterogene Struktur eines Wasserleiters zu charakterisieren. Algorith-
men zum inversen Schétzen sind darauf angewiesen, dass die zu fittende Funktion schnell
aufgerufen und berechnet werden kann. Da die entwickelten Routinen genau das leisten,
ist mit dieser Arbeit eine gute Basis fiir die zukiinftige Forschung geben.
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A. Anhang

A.1. Algorithmen

Programmcode 5: Implementierung der Funktion nextpart welche zu einer Partition die
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néchst kleinere ausgibt

function nextpart (part)

implicit none

integer (i4), dimension(:), intent(in) :: part
integer (i4), dimension(size(part)) :: nextpart
integer (i4) :: n, firstindex, summ, temp

!check if input is valid
if (.not. isgoodpart(part)) stop ’notyayvalidginput partition.’
if (part(1l) .eq. size(part)) stop ’was_ the, lastpartition.’

nextpart part

!set the first entry to zero and remember it
temp = nextpart (1)
nextpart (1) 0

!search for the first index that is not equal to zero

firstindex = 1
do n = 2, size(nextpart)
if (nextpart(n) .ne. 0) then
firstindex = n
exit
endif
end do

!decrease the first entry that is not equal to zero by one
nextpart (firstindex) = nextpart (firstindex) -1

!calculate the actual sum of the partition
summ = size(nextpart)-firstindex-temp

'fill up the partition below the index from above
'until the sum equals n again
do n=firstindex-1,1,-1
temp = nextpart (n)
!set the next entry as big as possible; terminates for n=1

nextpart (n) =floor(real(size(nextpart)-summ,sp)/real(n,sp))
!calculate the actual sum of the partition
summ = summ + n*(nextpart(n) - temp)
'if the sum is n we are done
if (summ == size(nextpart)) exit
end do

end function nextpart
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Programmcode 6: Implementierung der Funktion isgoodpart welche iiberpriift, ob eine
Partition vorliegt

1 |function isgoodpart (part)

implicit none

5 integer (i4), dimension(:), intent(in) :: part
logical :: isgoodpart
integer (i4) :: n, testn
10 isgoodpart = .false.
testn = 0
if (size(part) .le. 1) stop ’nymust_ be at,least 2’
15 !check if p_i >= 0

if (any(part<0)) return

!check if it is a partition: sum(i*p_i)=n
do n=size(part),1,-1

20 testn = testn+n*part (n)
if (testn > size(part)) return
end do
if (testn==size(part)) isgoodpart = .true.
25

end function isgoodpart
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Programmcode 7: Implementierung des Stehfest-Algorithmus NLInvSteh welcher zu einer
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gegebenen Funktion func die Laplaceinvertierte berechnet

function nlinvsteh( func, para, r, t, n)

!interface for the given function with additional radial-values r
interface
function func(r, s, para)
use mo_kind, only: dp
implicit none

real (dp), dimension(:), intent (in) T
real(dp), dimension(:), intent(in) 1108
real (dp), dimension(:), intent(in) :: para
real (dp), dimension(size(r),size(s)) :: func

end function func
end interface

real (dp), dimension(:), intent (in) :: para

real (dp), dimension(:), intent (in) T

real (dp), dimension(:), intent (in) HE

integer (i4), intent (in) ::n

real (dp), dimension(size(r),size(t)) :: nlinvsteh

lintern variables
integer (id)&
m,i,j
real (dp), dimension(size(t))&
i oa
real(dp), dimension(2*ceiling(real(n,dp)/2.0))&
csteh
real(dp), dimension(size(t), 2*xceiling(real(n,dp)/2.0))&
timepoints
real(dp), dimension(size(r), size(t), 2*ceiling(real(n,dp)/2.0))&
funcpoints

!check if the given boundary is a positiv number

if (n<=0) stop ’the,stehfest-boundary_ n must be positiv.’
!check if there are time-values and if they are valid

if (size(t)==0) stop ’therejareyno,given time-values.”’

!check if there are space-values and if they are valid

if (size(r)==0) stop ’therejare_noygiven space-values.’

'if n is odd take the next bigger even number n=2m
m = ceiling(real(n,dp)/2.0)
!define the coefficients c_n
csteh = csteh (m)
'evaluate all s-points to call the function only one time
!set all necessary s-values into a matrix
do i=1, 2%*m

timepoints (:,1) = real (i,dp)/t*xlog(2.0)
end do
!get the function-values for all needed s-values
funcpoints

= reshape ( func(r,pack(timepoints,.true.), para),&

(/size(r) ,size(t) ,2*m/))

!calculate the lapalce-inversion
a = log(2.0) /¢t
do i = 1, size(r)

do j 1, size(t)

nlinvsteh(i,j) &

dot_product (csteh, funcpoints(i,j,:))

end do
nlinvsteh(i,:) &
= a*nlinvsteh (i, :)
end do

end function nlinvsteh
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Programmcode 8: Implementierung der Routine csteh welche die Koeffizienten ¢, fir den
Stehfest-Algorithmus berechnet

1 |function csteh(m)
implicit none

5 integer (i4), intent(in) :: m
real(dp), dimension(2*m) :: csteh

!local variables

integer (i4) :: k, n
10
!check if the given boundary is not to big

if (m>=11) stop ’the;stehfest-boundary must be less than22’

csteh = 0.0
15
lcalculate the coefficients
do n=1, 2%*m
do k=floor((real(n,dp)+1.0)/2.0), min(n,m)
csteh(n) = csteh (n)
20 + real(k,dp)**real(m+1,dp)&
* real (binomcoeffi (int (2*k,i8) ,int(k,i8)) ,dpl&
/ real(factorial(int(m-k,i8))&
* factorial (int(n-k,i8))*factorial (int (2*k-n,i8)) ,dp)
end do
25 csteh(n) = (-1.0) **(n+m) *csteh(n)
end do

end function csteh
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Programmcode 9: Implementierung der Funktion ext theis2D welche die erweiterte
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Theis-Loésung im 2D-Fall berechnet

function ext_theis2d(rad,time,params,inits,prop,grad,steh_n,output)

implicit none

!'radius

real(dp), dimension(:), intent (in) :: rad

'time

real(dp), dimemnsion(:), intent (in) :: time
Iparams=(tg,sigma**2, corr,s)

real(dp), dimension (4), intent (in) :: params
l'inits=(qw)

real (dp), dimension(1), intent (in) :: inits
!proportionality-factor [def=2]

real (dp), optional, intent (in) :: prop

'1imit of the series expansion [def=40]

integer (i4), optional, intent (in) :: grad

!the boundary for the stehfest-alg. [def=6]

integer (i4), optional, intent (in) :: steh_n
!enables output while computation

logical , optional, intent (in) :: output
real(dp), dimension(size(rad),size(time)) :: ext_theis2d
real (dp) :: pr,output_real,c
real (dp), dimension (8) :: values
integer (i4) :: stehlim,limit,n
logical, dimension(size(rad), size(time)) :: mask

! input tests

if (.not. all(rad>0.0)) &
stop ’radiusymust beypositiv.’
if (any(time < 0.0)) &
stop ’theytime must be non-negativ.’
if (ge(inits (1) , 0.0)) &
stop ’theypumping-rate must negativ.’
if (le(params (1), 0.0)) &
stop ’theytransmissivitygymust g beypositiv.’
if (le(params(2), 0.0)) &
stop ’theyvarianceymust beypositiv.’
if (le(params(3), 0.0)) &
stop ’thecorrelationylength must beypositiv.’
if (le(params(4), 0.0)) &

stop ’theystorageymust beypositiv.’

if (present (output)) then
if (output) then

output_real = 1.0
else
output_real = 0.0
endif
else
output_real = 0.0
endif

if (present(prop)) then

if (le(prop, 0.0)) &
stop ’theyproportionalityyfactor must be positiv.’
pr = prop
else
pr = 1.6
endif
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if (present(steh_n)) then

if (steh_n<=0) &
stop ’theystehfest-boundarygmust beypositiv.’
stehlim = steh_n
else
stehlim = 6
endif

if (present(grad)) then

if (grad<=3) &
stop ’theylimitof the expansion must beat least 4.’
limit = grad
else
limit = 40
endif

! setting of the intern variables

c = pr/params (3)

values (/ params (1) ,&
params (2) ,&
c,&
params (4) ,&
inits (1) ,&
real(limit ,dp) ,&
real (stehlim,dp) ,&
output_real/)

!the optional output
if (nint(output_real,i4)==1) then
write (*,x) "

write (*,*) "tgu.:

,paranms (1)

u

write (*,*) "sig2:.,",params(2)

write (*,%*) "corr:,",params(3)

write (*,*) "s_,,:,",params (4)

write (*,*) "quwy,:y",inits (1)

write (*,%*) "prop:,", pr
end if
! ________________________________________________________________
! calculate the head
! ________________________________________________________________
do n=1, size(rad)

mask(n, :) = (time>0.0)

end do
ext_theis2d = 0.0
ext_theis2d =&

unpack (&

pack(nlinvsteh(lap_ext_theis2d ,&
values , &

c*xrad ,&
pack(time, (time>0.0)) ,&
stehlim) ,&
.true.) ,&
mask , &

ext_theis2d)

end function ext_theis2d




Programmcode 10: Implementierung der Funktion lap ext_ theis2D welche die Lo-
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sung der erweiterten Theis-Losung fiir den 2D-Fall im Laplaceraum
berechnet

function lap_ext_theis2d(r, s, para)

implicit none

real(dp), dimension(:), intent (in)

real(dp), dimemnsion(:), intent (in) :: s
!para=(tg,var~2,c,s,ref ,qw,tref ,limit, stehlim)

real(dp), dimension(:), intent (in) :: para

real (dp), dimension(size(r), size(s)) :: lap_ext_theis2d

!the standard 1limit for the series-expansion
integer (i4), parameter it stdsiz=41
!series-expansion of the given functions
real(dp), dimension(max(nint(para(6) ,i4)+1,stdsiz)) &
dg, dh, g, h, alpha, beta, innerfunc

'all partitionarrays in a row to calculate beta
integer (i4), &

dimension ((size(beta)*(size(beta)-1))/2) :: partitions
!functions for the rosenbrock-integration
! initial conditions

real (dp), dimension (2) iyl

! output time

real(dp), dimension(:), allocatable :: gl_xout, g2_xout
! output solutions

real(dp), dimension(:,:), allocatable :: gl_out, g2_out
! fundamental solutions evaluated at r(rad_n)

real (dp), dimension (1) :: gltemp, g2temp
! parameters for the diff-equation

real (dp), dimension (5) i1 g_para

!variables for the rosenbrock-integration

! boundary

real (dp) :: rinf ,rmin,rmax,rlim
! guessed stepsize

real (dp) :: hstep

! minimum allowed stepsize

real (dp) :: hmin

! accurancy

real (dp) 11 eps

!intern variables
real (dp) &
prod, t, coef, th, tmid, t_temp, error
! matrix for the les to clue the solutions together

real(dp), dimension(2,2) :: mat
! left- and righthandside of the les
real (dp), dimension (2) :: lhs, rhs

!loop-variables
integer (i4) &
n, m, rad_n, laps_n, nn, mm

!intern variable-names from para

real (dp) :: tg,sig2,c,st,qw,n_series
integer (i4) :: n_steh
logical :: output

!define the intern variables
tg = para (1)
sig2 = para (2)
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c = para (3)

st = para (4)

qw = para(5)

n_series = para (6)

n_steh = nint (para(7),i4)
output = nint (para(8) ,i4)==

!calculate the series-expansion of alpha
alpha = 0.0
alpha (1) = 1.0

do n=0, min(floor(n_series/2.0 - 1.0), ((stdsiz-1)/2 - 1))
alpha (2*x(n+1) +1) = ((-1.0)**n)*sig2*real(n+1,dp)
end do

!calculate the series-expansion of beta=-r~2*st/tcg(r)/c”2
beta = 0.0
partitions = 0

!'set all partitions to the "biggest" one
do n=1,size(beta) -1

partitions ((n*(n+1))/2) = 1
end do

!define the series expansion of the inner function in beta
innerfunc = 0.0
innerfunc (1) = 0.5%sig2

do n=1, min(floor(n_series/2.0), ((stdsiz-1)/2))
innerfunc (2*xn+1) = 0.5%x((-1.0)**n)*sig?2
end do

beta (3) = 1.0

!define the series expansion of beta by the rule of faa di bruno
do n=2,min(2*xfloor(n_series/2.0), stdsiz-1)-2,2
do
prod=1.0
do m=1, n
if ((partitions(((n-1)*n)/2+m) .ne. 0)) then
if (ne(innerfunc(m+1), 0.0)) then
prod =&
prod*(innerfunc (m+1) **partitions (((n-1)*n)/2+m))&
/real(factorial (int (partitions (((n-1)*n)/2+m),i8)) ,dp)
else
prod = 0.0
exit
end if
end if
end do

beta(n+3) = beta(n+3)+prod
if (partitions (((n-1)*n)/2+1)==n) exit

partitions (((n-1)*n)/2+1:((n+1)*n)/2) &
= nextpart (partitions (((n-1)*n)/2+1:((n+1)*n)/2))

end do
end do

beta = -(st/tg/c**2)xexp (0.5%sig2) *xbeta

!define the boundaries for the different solutions
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rinf = 0.50

!define the upper limit for the solution such that

!the relativ error between tcg(r) and tg is less then 1% (error)
error 0.01

rlim = sqrt ( -0.5%sig2/log(1.0-error) - 1.0 )
!define a weighted mean between th and tg

th = tg*exp(-sig2*0.5) !nearf. transmissivity
tmid = (tg+2.0%th) /3.0

!parameters for the runge-kutta-integration with adaptive stepsize

hstep = le-8 ! incremental time step
hmin = 0.0 ! minimum allowed stepsize
eps = le-8 ! accuracy

'optional output
if (output) then
write (*,%x) "'

write (*,*) "rinf: " , rinf/c, "rinfx*c:_,", rinf
write (*,*) "rlim:_ " , rlim/c, "rlim*c:_ ", rlim
write (*,*) "t_err:", errorx*100.0,"percent"
write (*,*) "c: " , C
write (*,x) "sig~2:" , sig2
write (*,*) "tg: " , tg , "th:uuuuu", th
write (*,*) "tlim:_," , tg*exp(-0.5%x(sig2)/(1.0+(rlim)**2))
write (k,*) "tmid:_ " , tmid
write (*,%x) "'
endif

!loop over s(:)
do nn=1, size(s)/n_steh
t_temp = 1.0/(s(nn)/1log(2.0))

!define the boundaries by comparisson to

'theis with the value u=r~2*st/(4*x1l*xtmidx*t) <0.25

rmax = min(sqrt (1.0*t_temp*tmid/st)*c, rlim)
rmin = min(rmax/2.0, rinf)

if (output) then
write (*,%) "t_temp: ", t_temp,&

"Lrmin:,", rmin/c,&
",rmax:,", rmax/c,&
"ueps:y", eps ,&

"ut(rmax):y", tg*xexp(-0.5*xsig2/(1.0+rmax**2))
endif

do mm=0, n_steh-1
laps_n = mm*size(s)/n_steh + nn

!define the series expansion of the first fundamental solution
'!g with the aid of alpha and beta by the frobenius-method

g = 0.0
g (1) = 1.0
dg = 0.0
do n=1,size(g)-1
do m=0,n-1
g(n+1) = g(n+1)+(real(m,dp)*alpha(n+i-m)&
+ s(laps_n)*beta(n+l-m))*g(m+1)
end do
g(n+1) = -1.0/(real(n,dp) **2) *g(n+1)
dg (n) = real(n,dp)*g(n+1)
end do

!define the series of the the first part of the second
!fundamental solution h with the aid of alpha, beta & g
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h = 0.0
h (1) = 0.0 1.0
dh = 0.0
do n=1,size(h)-1
do m=0,n-1
h(n+1) = h(n+1)&
+alpha(n+l-m)*(real (m,dp)*h(m+1)+g(m+1))&
+s(laps_n)*beta(n+l-m)*h(m+1)
end do
h(n+1) = -1.0/(real(n,dp)**2) &
* (h(n+1)+2.0*real(n,dp)*g(n+1))
dh (n) = real(n,dp)*h(n+1)
end do

lcalculate 2 fundamental solutions in [rmin,rmax]
!with rosenbrock-integration
g_para = (/sig2, s(laps_n), st, tg, c/)

coef -qw/(2.0*pi_d*th*s(laps_n))

! 1. solution
yi

(/ poly(rmin,g) ,&
poly(rmin,dg) /)

call rbstiff( yi, rmin, rmax, hstep, g2d, dg2d,&
g_para, gl_xout, gl_out, hmin=hmin, eps=eps)

! 2. solution
yi = (/ coefx(poly(rmin,h)&
+ log(rmin)*poly(rmin,g)) ,&
coef*x(poly(rmin,dh)&
+ log(rmin)*poly (rmin,dg)&
+ poly(rmin,g)/rmin) /)

call rbstiff( yi, rmin, rmax, hstep, g2d, dg2d.,&
g_para, g2_xout, g2_out, hmin=hmin, eps=eps)

!clue the solution together with theis in the farfield

mat = 0.0
rhs = 0.0
t = sqrt (s(laps_n)*st&

/ (tg*xexp(-0.5*%sig2/(1.0+rmax**2))))/c

mat (1,1:1) = interpol(gl_out(:,1),gl_xout,(/rmax/))
mat (1,2) = -besskO (t*rmax)

mat (2,1:1) = interpol(gl_out(:,2),gl_xout,(/rmax/))
mat (2,2) = t*besskl (t*rmax)

rhs (1:1) = -interpol(g2_out(:,1),g2_xout,(/rmax/))
rhs (2:2) = -interpol(g2_out(:,2),g2_xout,(/rmax/))
lhs = solve_linear_equations (mat,rhs)

!calculate the head in laplace-space
do rad_mn=1, size(r)
if (r(rad_n)<rmin) then
lap_ext_theis2d(rad_n, laps_n)&
= (coef*xlog(r(rad_n))+ 1lhs(1))*poly(r(rad_n),g)&
+ coefxpoly(r(rad_n),h)
else if (r(rad_n)>rmax) then
lap_ext_theis2d(rad_n, laps_n)
= lhs (2) *besskO(t*r(rad_n))
else




gltemp = interpol(gl_out(:,1),gl_xout,(/r(rad_n)/))

g2temp = interpol(g2_out(:,1),g2_xout,(/r(rad_n)/))
lap_ext_theis2d(rad_n, laps_n)
260 = lhs (1) *gltemp (1) + g2temp (1)
end if
end do
!laps_n
265 end do 'm
end do 'n

end function lap_ext_theis2d

270 ! returns derivatives dydx at x for the fundamental solution
subroutine g2d( x, y, para, dydx )

implicit none

275 ! time
real(dp), intent(in) :: x
! unknowns of the equations
real(dp), dimension(:), intent(in) :: y
! para=(sigma**2, s, s, tg, c)
280 real (dp), dimension(:), intent(in) :: para
! derivatives of y
real(dp), dimension(:), intent(out) :: dydx
dydx (1) = y (2)
285 dydx (2) = (-para (1) *x/((1+x**x2) *x2) - 1.0/x) * y(2) &

+ (exp(0.5*para(1l)/(1+x*%2))*para(2)&
* para(3)/para(4)/((para(5))*%*2)) * y (1

end subroutine g2d
290
! returns derivatives dydx at x for the fundamental solution
subroutine dg2d( x, y, para, dfdx, dfdy )

implicit none
295
! time

real(dp), intent(in) :: x

! unknowns of the equations

real (dp), dimension(:), intent(in) :: y

300 ! para=(sigma**2, s, s, tg, c)

real (dp), dimension(:), intent(in) :: para

! derivatives of f

real(dp), dimension(:), intent(out) :: dfdx

! derivatives of f

305 real (dp), dimension(:,:), intent(out) :: dfdy

0.0
( -para(1)*(1.0 - 3.0%x*x*x2)&
/ ((1+x*%2) *%3) + 1.0/ (x**2) ) * y(2) &
310 + ( exp(0.5xpara(1l)/(1+x**2))*para(2)&
* para(3)/para(4)/((para(5))**2)&
* para (1) *x/((1+x**x2) *xx2) ) * y (D

dfdx (1)
dfdx (2)

dfdy(1,1) = 0.0

315 dfdy(1,2) = 1.0

dfdy(2,1) = (exp (0.5*para (1) /(1+x**2))*xpara(2)&
* para(3)/para(4)/((para(5))**2))

dfdy (2,2) = (-para (1) *x/((1+x**2) **x2) - 1.0/x)

320 end subroutine dg2d
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Programmcode 11: Implementierung der Funktion ext_theis3D welche die erweiterte
Theis-Losung im 3D-Fall berechnet

1 |function ext_theis3d(rad,time,params,inits,bc,prop,grad,steh_n,output)
implicit none
5 !radius
real(dp), dimension(:), intent (in) :: rad
ltime
real(dp), dimemnsion(:), intent (in) i1 time
!params=(kg,sigma**2,corr,s,e)
10 real(dp), dimension(5), intent (in) :: params
'inits=(1,qw)
real (dp), dimension(2), intent (in) :: inits
'bc-kind (harmonic: true[default], arithmetic: false)
logical , optional, intent (in) :: bc
15 !prop-fac. for harm.case, arith.case autocorr. [def=1.6]
real (dp), optional, intent (in) :: prop
'1imit of the series expansion [def=40]
integer (i4), optional, intent (in) :: grad
!the boundary for the stehfest-alg. [def=6]
20 integer (i4), optional, intent (in) :: steh_n
!enables output while computation
logical , optional, intent (in) :: output
real(dp), dimension(size(rad),size(time)) :: ext_theis3d
25
real (dp) &
pr, aniso, kwell, kefu, chi, output_real, c
real(dp), dimension(11) :: values
integer (i4) :: stehlim, limit, n
30 logical :: bckind
logical, dimension(size(rad), size(time)) :: mask
! ________________________________________________________________
35 ! input tests
D
if (.not. all(rad>0.0)) &
stop ’radius_ must be positiv.’
40 if (any(time < 0.0)) &
stop ’theytimeymust_ beynon-negativ.’
if (le(inits(1) , 0.0)) &
stop ’theyaquifer thickness_ must be,positiv.’
if (ge(inits(2) , 0.0)) &
45 stop ’theypumping-rate mustybe negativ.”’
if (le(params (1), 0.0)) &
stop ’theygeometricymean conductivityymust beypositiv.’
if (le(params(2), 0.0)) &
stop ’theyvarianceymust beypositiv.’
50 if (le(params(3), 0.0)) &
stop ’theycorrelationylength must beypositiv.’
if (le(params(4), 0.0)) &
stop ’theystorageymust beypositiv.’
if (params(5) .1t. 0.0) &
55 stop ’thejanisotropy ratio must_ be in,[0,1]."°
if (params(5) .gt. 1.0) &
stop ’theanisotropyyratiomust_ be in,[0,1]."°
if (present(bc)) then
60 bckind = bc
else
bckind = .true.
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endif

if (present(output)) then
if (output) then

output_real = 1.0
else
output_real = 0.0
endif
else
output_real = 0.0
endif

if (present(prop)) then

if (le(prop, 0.0)) &
stop ’theyproportionalityyfactor ymust_ be positiv.’
pT = prop
else
pr = 1.6
endif

if (present(steh_n)) then

if (steh_n<=0) &
stop ’theystehfest-boundary must beypositiv.’
stehlim = steh_n
else
stehlim = 6
endif

if (present(grad)) then

if (grad<=3) &
stop ’theylimit of ,the expansion must beat least 4.’
limit = grad
else
limit = 40
endif

! setting of the intern variables

if (.not. bckind) pr = 0.5*pr

(¢}
]

pr/( (params (5)**(1.0/3.0))*params (3) )

if (eq(params(5), 1.0)) then

aniso = 1.0/3.0
else if (eq(params(5), 0.0)) then
aniso = 0.0
else
aniso = (params (5)/2.0) * &
(&
( (1.0-params (5) **2) **x(-1.5) )&
* atan((1.0/params(5)**x2 - 1.0)**x(0.5)) &
- params(5)/(1.0-params (5) **2) &
)
endif
kefu = params (1) *exp (params (2) *(0.5 - aniso))
if (bckind) then
kwell = params (1) *xexp (-params (2) /2.0)
else
kwell = params (1) *exp (params (2) /2.0)
endif
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chi = log(kwell/kefu)
130
values = (/&
params (1), &! 1
kwell, &! 2
kefu, g! 3
135 chi, &! 4
c, &! 5
params (4) , &' 6
inits (1), &! 7
inits (2), &! 8
140 real(limit ,dp), &! 9
real(stehlim,dp), &! 10
output_real &! 11
/)
145 'the optional output
if (nint (output_real,i4)==1) then
write (*,%x) "'
write (*,%*) "kg.,:,",params (1)
write (*,*) "sig2:,",params(2)
150 write (*,*) "corr:,",params(3)
write (*,*) "s_.,:,",params (4)
write (*,%) "e_ .., :,",params (5)
write (*,*) "1,.,,,:u",inits (1)
write (*,*) "qwy,:y",inits (2)
155 write (*,*) "prop:,", pr
if (bckind) then
write (*,*) "bc,,: harmonic"
else
write (*,*) "bc,,:yarithmetic"
160 endif
end if
! ________________________________________________________________
! calculate the head
165 | e - -
!set all heads to zero where time is zero
do n=1, size(rad)
mask(n, :) = (time>0.0)
170 end do
ext_theis3d = 0.0
ext_theis3d =&

175 unpack ( pack(nlinvsteh( lap_ext_theis3d ,&
values, c*rad,&
pack(time, (time>0.0)) ,&
stehlim) ,&

.true.) ,&

180 mask ,&

ext_theis3d)
end function ext_theis3d
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Programmcode 12: Implementierung der Funktion lap ext_ theis3D welche die Lo-

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

sung der erweiterten Theis-Losung fiir den 3D-Fall im Laplaceraum
berechnet

function lap_ext_theis3d(r, s,

para)
implicit none
real(dp), dimension(:), intent (in) R o

real(dp), dimemnsion(:), intent (in) i s
!para=(kefu,chi,c,s,qw,l,kwell ,ref ,kref ,limit,stehl, 6 kg)

real(dp), dimension(:),

real(dp), dimension(size(r), size(s))

'the standard limit for the series-expansion

integer (i4), parameter

!expansions of the given function

real (dp),
dg,dh,g,h,alpha,beta,innerfunc

intent (in)

para

lap_ext_theis3d

stdsiz=41

dimension (max (nint (para(9),i4)+1,stdsiz)) &

'all partitionarrays in a row to calculate beta

integer (i4), &
dimension((size(beta)*(size(beta)-1))/2)

!functions for the rosenbrock-integration

! initial conditions

real (dp), dimension (2)

! output time

real(dp), dimension(:), allocatable
! output solutions

real(dp), dimension(:,:), allocatable

! fundamental solutions evaluated at r(rad_n)
real (dp), dimension (1)

! parameters for the diff-equation

real (dp), dimension (5)

!variables for the rosenbrock-integration
! boundarys

real (dp)

! guessed stepsize

real (dp)

! minimum allowed stepsize

real (dp)

! accurancy

real (dp)

lintern variables
real (dp) &
prod,coef ,t,t_temp,error,kmid
real(dp), dimension(2,2)
real(dp), dimension(2)

!loop-variables
integer (i4) &

n,m,rad_n,laps_n,nn,mm

!internt variable-names from para

partitions

yi

gl_xout, g2_xout
gl_out, g2_out

gltemp, g2temp

g_para

rinf ,rmin,rmax,rlim
hstep
hmin

eps

mat

lhs, rhs

real (dp) kg ,kwell ,kefu,chi,c,st,l,qw,n_series
integer (i4) n_steh
logical output

!define the intern variables

kg = para (1)
kwell = para(2)
kefu = para(3)
chi = para (4)
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c = para (5)

st = para(6)

1 = para(7)

qw = para (8)

n_series = para (9) lis real
n_steh = nint (para(10) ,i4)

output = nint (para(11) ,i4)==

!calculate the series-expansion of
lalpha=1-3chi*(c*r) “2*%(1+(c*xr) ~2) ~(5/2)
alpha = 0.0

alpha (1) = 1.0

do n=0,min(floor(n_series/2.0-1.0),((stdsiz-1)/2-1))
alpha (2*x(n+1) +1) = -3.0*xchi*binomcoeffi(-2.5,n)
end do
!calculate the series-expansion of beta=-r~2xst/c/kcg(r)
beta = 0.0
partitions = 0
!set all partitions to the "biggest" omne
do n=1,size(beta) -1
partitions ((n*(n+1))/2) = 1
end do

!define the series expansion of the inner function in beta
innerfunc = 0.0
innerfunc (1) = -chi

do n=1, min(floor(n_series/2.0), ((stdsiz-1)/2))
innerfunc (2*n+1) = -chi*binomcoeffi(-1.5,n)
end do
beta (3) = 1.0
!define the series expansion of beta by the rule of faa di bruno
do n=2,min(2*xfloor(n_series/2.0), stdsiz-1)-2,2
do
prod=1.0
do m=1, n
if ((partitions(((n-1)*n)/2+m) .ne. 0)) then
if (ne(innerfunc(m+1), 0.0)) then
prod =&
prod*(innerfunc (m+1) **partitions (((n-1)*n)/2+m))&
/real(factorial (int (partitions (((n-1)*n)/2+m),i8)) ,dp)
else
prod = 0.0
exit
end if
end if
end do

beta(n+3) = beta(n+3)+prod
if (partitions (((n-1)*n)/2+1)==n) exit

partitions (((n-1)*n)/2+1:((n+1)*n)/2)&
= nextpart (partitions (((n-1)*n)/2+1:((n+1)*n)/2))

end do
end do

beta = -(st/kefu)*exp(-chi) /(c**2) xbeta

!define the boundaries for

!the different solutions (just reference-values)
rinf = 0.25

!define the upper limit for the solution such that
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!the relativ error between kcg(r) and kefu is less then 1% (error)

error = 0.01
if (chi>0.0) then
rlim = sqrt ( (chi/log(1.0+error))**(2.0/3.0) - 1.0 )
elseif (chi<0.0) then
rlim = sqrt( (chi/log(l1.0-error))**(2.0/3.0) - 1.0 )
else
rlim = 0.5
endif
!define a weighted mean between kwell and kefu
kmid = (kefu+2.0*xkwell) /3.0

!parameters for the rosenbrock-integration with adaptive stepsize

hstep = le-12 ! incremental time step
hmin = 0.0 ! minimum allowed stepsize
eps = le-12 ! accuracy

'optional output

if (output) then
write (*,%x) "'
write (*,*) "rinf: ", rinf/c, "yrinf*c: ", rinf
write (*,*) "rlim:_,", rlim/c, "Orlim*c: ", rlim
write (*,*) "k_err:", errorx*100.0,"percent"
write (*,*) "c:,,,u", c
write (*,*) "chi:_ ", chi
write (*,*) "kg: uu", kg
write (*,*) "kefu:_,", kefu ,"ukwell: ", kwell
write (*,*) "klim:_ ", kefuxexp(chi/(sqrt ((1.0+(rlim)**2))*%*3))
write (*,*) "kmid:_ ", kmid
write (*,x) "

endif

!loop over s(:)
do nn=1, size(s)/(n_steh)

t_temp = 1.0/(s(nn)/1log(2.0))

!define the boundaries by comparisson to

'theis with the value u=r~2xst/(4*lxkmidx*t) <0.25

rmax = min(sqrt (1.0*t_temp*kmid/st)*c, rlim)
rmin = min(rmax/2.0, rinf)

if (output) then
write (% ,%) "t_temp:y",t_temp,&
"Lyrmin:,",rmin/c,&
"Lrmax:,",rmax/c,&
"Leps:y",eps,&
"uk_cg(rmax) :y",&
kefuxexp(chi/(sqrt ((1.0+(rmax) **2) ) **3))
endif

do mm=0, n_steh-1
laps_n = mm*size(s)/(n_steh) + nn

!define the series expansion of the first fundamental solution
'g with the aid of alpha and beta by the frobenius-method

g = 0.0
g (1) = 1.0
dg = 0.0

do n=1,size(g)-1

do m=0,n-1
g(n+1) = g(n+1)+(real(m,dp)*alpha(n+l-m) &
+ s(laps_n)*beta(n+l-m))*g(m+1)
end do
g(n+1) = -1.0/(real(n,dp)**2) *g(n+1)
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dg(n)
end do

real(n,dp)*g(n+1)

!define the series of the the first part of the second fund.
!'solution h with the aid of alph, beta & g by the frob.-m.

h = 0.0
h(1) = 0.0 1.0
dh = 0.0

do n=1,size(h)-1
do m=0,n-1
h(n+1)=h(n+1)+alpha(n+l-m)*(real(m,dp)*h(m+1)+g(m+1))&
+ s(laps_n)*beta(n+l-m)*h(m+1)

end do
h(n+1) = -1.0/(real(n,dp)**2)&
* (h(n+1)+2.0*real(n,dp)*g(n+1))
dh (n) = real(n,dp)*h(n+1)
end do

!calculate 2 fundamental solutions

'in [rmin,rmax] with rosenbrock-integration

! g_para=(chi, s, st, kefu, c)

g_para (/chi, s(laps_n), st, kefu, c/)

coef -qw/(2.0*xpi_d*1l*kwell*s(laps_n))
' 1. solution
(/ poly(rmin,g) ,&
poly (rmin,dg) /)
call rbstiff( yi,rmin,rmax,hstep,g3d,dg3d,&
g_para,gl_xout,gl_out ,hmin=hmin,eps=eps )

<
.
]

! 2. solution
yi = (/coef*(poly(rmin,h)+log(rmin)*poly(rmin,g)) ,&
coef*(poly(rmin,dh)+log(rmin)*poly(rmin,dgl&
+poly(rmin,g)/rmin) /)
call rbstiff( yi,rmin,rmax,hstep,g3d,dg3d,&
g_para,g2_xout,g2_out ,hmin=hmin, eps=eps )

!clue the solution together with theis in the farfield (g c~1)
mat = 0.0

rhs = 0.0

t = sqrt (s(laps_n)x*st/kefu)/c

mat (1,1:1) = interpol(gl_out(:,1) , gl_xout, (/rmax/))
mat (1,2) = -besskO (t*rmax)

mat (2,1:1) = interpol(gl_out(:,2) , gl_xout, (/rmax/))
mat (2,2) = t*xbesskl (t*rmax)

rhs (1:1) = -interpol(g2_out(:,1) , g2_xout, (/rmax/))
rhs (2:2) = -interpol(g2_out(:,2) , g2_xout, (/rmax/))
lhs = solve_linear_equations (mat,rhs)

!calculate the head in laplace-space
do rad_n=1, size(r)
if (r(rad_n)<rmin) then
lap_ext_theis3d(rad_n, laps_n)&
= (coef*xlog(r(rad_n))+1lhs(1))*poly(r(rad_n),g)&
+ coef*poly(r(rad_n),h)
else if (r(rad_n)>rmax) then
lap_ext_theis3d(rad_n, laps_n)&
= lhs (2) *besskO(t*r(rad_n))
else
gltemp= interpol(gl_out(:,1) , gil_xout, (/r(rad_n)/))
g2temp= interpol(g2_out(:,1) , g2_xout, (/r(rad_n)/))
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end

lap_ext_theis3d(rad_n, laps_n)&
= lhs (1) *gltemp (1) + g2temp (1)

end if
end do
end do 'm
end do 'n

function lap_ext_theis3d

! returns derivatives dydx at x for the fundamental solution
subroutine g3d( x, y, para, dydx )

implicit none

!' time

real(dp), intent(in) :: x

! unknowns of the equations

real(dp), dimension(:), intent(in) :: y

! para=(chi, s, s, kefu, c)

real(dp), dimension(:), intent(in) :: para
! derivatives of y

real (dp), dimension(:), intent(out) :: dydx
dydx (1) = y (2)

dydx (2) = (3.0*para (1) *x&

/(sqrt (1+x**2) *x5) - 1.0/x) xy(2) &

+ (exp(-para(1l)/(sqrt (1+x**2)**3))&
*para (2) *para(3) /para(4) /((para(5)) **2))*xy (1)

end subroutine g3d

! returns derivatives dfdx and dfdy at x for the solution
subroutine dg3d( x, y, para, dfdx, dfdy )

implicit none

! time

real(dp), intent(in) :: x

! unknowns of the equations

real(dp), dimension(:), intent(in) :: y

! para=(chi, s, s, kefu, c)

real (dp), dimension(:), intent(in) :: para

! derivatives of f for x

real (dp), dimension(:), intent(out) :: dfdx

! derivatives of f for y

real(dp), dimension(:,:), intent(out) :: dfdy

dfdx (1) 0.0
dfdx (2) = ( 3.0*xpara(1)*(1.0 - 4.0xx*x*2)&

/(sqrt (1+x**2) **x7) + 1.0/ (x**2) ) * y(2) &

+ ( exp(-para(1)/(sqrt (1+x**2) **3))&
*para (2) *para(3) /para(4) /((para(5)) *x*2) *&
3.0xpara (1) *x/(sqrt (1+x**2) x*5) ) x* y (1)

dfdy(1,1) = 0.0
dfdy(1,2) = 1.0
dfdy (2,1) = (exp(-para (1) /(sqrt (1+x**2) **3) )&
*para (2) *para(3) /para(4) /((para(5)) **2))
dfdy (2,2) = (3.0*para (1) *x/(sqrt (1+x**2) *x*5) - 1.0/x)

end subroutine dg3d
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A.2. Visualisierung der Fehleranalyse
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Abbildung 11: Oben: Losung der Grundwassergleichung fiir das 2D-Coarse-Graining-
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Modell

Mitte: Differenz der Losungen fir eeppor € {1%,0.1%} mit ¢ > 5min
Unten: Differenz der Losungen fir wj, € {}1, 2} mit £ < dmin




Tanax (Ui =

1
Tinax (Ui =2

) (e =1%) — Tt =3) T (Ui =2)
)

= -10 %.
= \l
= =
= -15
=] \.
E
-25
-3.0
0.0000t 0.00008
0.00000
~0.0003
~0.00005
P0.0004 <
3 500001
g g
"Z-0.0003 270.0001]
B B
=) "5-0.0002p
E.0.000 E
-0.00075
~0.001
~0.0003]

0.005 1
0.000
~0.005]

—~

—0.010]

Inv

|

= -0.015

~0.020] §

(o] w

—0.025]

—0.03(0]

—0.035'

50 30 50 30
100 444 20

100 20
200 0 R 150 500 0 R
tin [y 20 0 0 0 r w0 tin [g) 30 40 o 0w w0

Parameter: 02 =2, { =5 Parameter: 62 = 2, £ = 10

Abbildung 12: Oben: Losung der Grundwassergleichung fiir das 2D-Coarse-Graining-
Modell
Mitte: Differenz der Losungen fiir epror € {1%,0.1%} mit ¢ > 5min
Unten: Differenz der Losungen fir wj, € {}1, 2} mit ¢ < Smin
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Abbildung 13: Oben: Losung der Grundwassergleichung fiir das 3D-Coarse-Graining-
Modell im BCA-Fall, also mit arithmetischer Mittlung am Brunnen
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(Kwell == KA)

Mitte: Differenz der Losungen fiir epror € {1%,0.1%} mit ¢ > 5min
Unten: Differenz der Losungen fiir wyy, € {}1, 2} mit £ < bmin
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Abbildung 14: Oben: Losung der Grundwassergleichung fiir das 3D-Coarse-Graining-

Modell im BCA-Fall, also mit arithmetischer Mittlung am Brunnen
(Kwell == KA)

Mitte: Differenz der Losungen fiir epror € {1%,0.1%} mit ¢ > 5min
Unten: Differenz der Losungen fiir wyy, € {}1, 2} mit £ < bmin
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Abbildung 15: Oben: Losung der Grundwassergleichung fiir das 3D-Coarse-Graining-
Modell im BCH-Fall, mit harmonischer Mittlung am Brunnen (Kye = Ky)
Mitte: Differenz der Losungen fiir epror € {1%,0.1%} mit ¢ > 5min
Unten: Differenz der Losungen fir wji, € {}1, 2} mit ¢ < Smin

94




T s (Wimm =% ) mme— (e =1%) 7 s (Wimm =%) """ (e =1%)

----- Tmax(ulim :2) s Tlim(e :01%) et Tmax(ulim :2)

0.00001
~0.0007

—0.0004

0.000 7
—0.005]

P&

i,

~-0.015]

(o] w

~0.020]

—0.025]

—0.030!

50 30 50

100 20 100 20
150 150
200 . “\\ 200 . ﬂ\\
tin [y 20 30 0 oy w0 tin [g) 30 50 0 w0

Parameter: 02 =2, { =5 Parameter: 62 = 2, £ = 10

Abbildung 16: Oben: Losung der Grundwassergleichung fiir das 3D-Coarse-Graining-
Modell im BCH-Fall, also mit harmonischer Mittlung am Brunnen
(Kyen = Kn)
Mitte: Differenz der Losungen fiir epror € {1%,0.1%} mit ¢ > 5min
Unten: Differenz der Losungen fiir wyy, € {}1, 2} mit ¢ < bmin
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A.3. Einfluss der Parameter auf die Losung
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Abbildung 17: Einfluss der Anisotropierate e auf die 3D-Losung im BCA-Fall, also Kyen
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K. Dabei wurde zum einen e = 1 (oben links) und zum anderen e = ;

(oben rechts) gewéhlt. In der unteren Grafik sieht man die Differenz A (e)
beider Losungen.
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Abbildung 18: Einfluss der Anisotropierate e auf die 3D-Losung im BCH-Fall, also Ko =
Ky. Dabei wurde zum einen e = 1 (oben links) und zum anderen e = +

(oben rechts) gewéhlt. In der unteren Grafik sieht man die Differenz A (e)
beider Losungen.
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Abbildung 19: Einfluss der Varianz o2 auf die 2D-Losung. Dabei wurde zum einen 02 = 1
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(oben links) und zum anderen o2 = 2 (oben rechts) gewihlt. In der unteren
Grafik sieht man die Differenz A (02) beider Lésungen.
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Abbildung 20: Einfluss der Korrelationslédnge ¢ auf die 2D-Losung. Dabei wurde zum einen
¢ =10 (oben links) und zum anderen ¢ = 20 (oben rechts) gewéhlt. In der
unteren Grafik sieht man die Differenz A (¢) beider Losungen.
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Abbildung 21: Vergleich der Theis-Losung mit der 2D-Losung fir Standardwerte (vgl.
Abbildung 10). Dabei wurde zum einen 7' = Ty gewéhlt (oben links) und
die Differenz A (2D) zur 2D-Lésung berechnet (oben rechts). Zum anderen

wurde T = Tg gewédhlt (unten links) und ebenfalls die Differenz A (2D)
zur 2D-Losung berechnet (unten rechts).
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Abbildung 22: Vergleich der Theis-Lésung mit der 3D-Loésung im BCA-Fall fiir Standard-

werte (vgl. Abbildung 10). Dabei wurde zum einen K = K gewéhlt (oben
links) und die Differenz A (BCA) zur 3D-Lésung berechnet (oben rechts).
Dann wurde K = Ko, gewéhlt (mitte links) und die Differenz A (BCA) zur
3D-Losung berechnet (mitte rechts). Zuletzt wurde K = K¢g gewéhlt (un-
ten links) und ebenfalls die Differenz A (BCA) zur 3D-Loésung berechnet
(unten rechts).
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Abbildung 23: Vergleich der Theis-Lésung mit der 3D-Loésung im BCH-Fall fiir Standard-
werte (vgl. Abbildung 10). Dabei wurde zum einen K = Ky gewéhlt (oben
links) und die Differenz A (BCH) zur 3D-Lésung berechnet (oben rechts).
Dann wurde K = Ko, gewdhlt (mitte links) und die Differenz A (BCH) zur
3D-Losung berechnet (mitte rechts). Zuletzt wurde K = Kg gewéhlt (un-
ten links) und ebenfalls die Differenz A (BCH) zur 3D-Loésung berechnet
(unten rechts).
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Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung Einheit
R die reellen Zahlen
N die natiirlichen Zahlen
C die komplexen Zahlen
R (z) Realteil einer komplexen Zahl z
S (z) Imaginérteil einer komplexen Zahl z
¢ Proportionalitatsfaktor
@ Dichtefunktion
 Mittelwert der log-Leitfahigkeit
02 Varianz der log-Leitfihigkeit
¢ horizontale Korrelationslédnge [m]
¢, vertikale Korrelationslédnge [m]
Var Varianz
CV Kovarianzfunktion
e Anisotropierate
v (e) Anisotropiefunktion
K; Durchlissigkeitsbeiwert [m - s71]
K,  arithmetisches Mittel der Leitfihigkeit [m - s
Kqg geometrisches Mittel der Leitfihigkeit [m - s71]
Ky harmonisches Mittel der Leitfahigkeit [m - s
Kopy  effektive Leitfahigkeit fir uniformen Fluss [m - s’l]
Kyen effektive Leitfihigkeit am Brunnen [m - s71]
Tg geometrisches Mittel der Durchlissigkeit [m? - s71]
Ty harmonisches Mittel der Durchlissigkeit [m? - s71]
K (z) Leitfihigkeitsverteilung [m - s71]
T (z) Durchlissigkeitsverteilung [m? - s71]
KCG (r) Coarse-Graining-Leitfihigkeit [m - s71]
T§Y (r)  Coarse-Graining-Durchléssigkeit [m? - s71]
x Abkiirzung fir In %
h  Standrohrspiegelhdhe [m]
q Darcyscher Geschwindigkeitsvektor [m - s71]
L vertikale Stirke des Wasserleiters [m]
I'wen Mantelfliche des Brunnen
I'sc &AuBlere Mantelfliche des Wasserleiters
Qwen Pumprate am Brunnen [m? - s71]
S spezifischer Speicherkoeffizient {mg . kgfl}
r radialer Abstand zum Brunnen [m]
t Zeit [s]
L{f} Laplacetransformierte der Funktion f
s Variable im Laplaceraum
s Konvergenzabszisse der Laplacetransformation
sq Abszisse absoluter Konvergenz der Laplacetr.
gs (r)  Laplacetransformierte der Funktion h (r,t)
rwell Radius des Brunnen [m]
re radiale Ausdehnung des Wasserleiters [m]
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Symbol Bedeutung Einheit
min unterer Radius zur numerischen Integration [m]
rmax oberer Radius zur numerischen Integration [m]
Tim obere Grenze fur rmax [m]
Eerror Fehler der Leitfahigkeit im Fernfeld

E; (z) Integralexponentialfunktion
I (z) erste modifizierte Besselfunktion der Ordnung A
Ky (x) zweite modifizierte Besselfunktion der Ordnung A
T, Menge der Partitionen einer Zahl n
P (n) Anzahl der Partitionen von n
C Abkiirzung fir % in 2D und % in 3D
7 Abkiirzung fiir C - r
Q, Koeffizientenfunktion der Differentialgleichung
I(v) indiziales Polynom
v1,v9  charakteristische Exponenten
Ts Abkiirzung fiir %
~v  Euler-Mascheroni-Konstante
H;, Partialsumme der harmonischen Reihe
Ag, Bs, Cs, Dy Koeffizienten der Basisfunktionen im Laplaceraum
I,15,Is Intervalle der Losungsabschnitte
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