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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist CL(S), das Termersetzungssystem mit der einzigen Regel

S’S.(?;\Z%mz

Sie ist ein Schritt auf dem Weg, an dessen Ziel man sich die Lésung des Wortproblems
fiir CL(S) erhofft.

Waldmann zeigte in [Wal97|, daf in CL(S) die Termination entscheidbar ist und daf
jede unendliche Reduktion top-terminiert.

Daraus folgt, daf unendliche Normalformen existieren und das Wortproblem gelost wire,
konnte man diese Normalformen effektiv finden und vergleichen.

Deswegen untersuche ich in der vorliegenden Arbeit unendliche Reduktionsketten in
CL(S).
Es wird vermutet, daf sie im wesentlichen durch Muster wie z.B. M"™! = <M

SS
beschreibbar sind.

Eine durch Muster verursachte unendliche Reduktionskette mit Startterm ¢ ist typi-
scherweise nach folgendem (oder einem dhnlichen) Schema aufgebaut:

35 >0 : t~¢MOK[MY]
VZVi>0 @ MZ~MTZ
Vi>0 : MUK[MI]~¢ M KM
Dariiberhinaus wird vermutet, daf tatsichlich jeder Term aus CL(S) ohne endliche
Normalform eine unendliche Reduktionskette mit einem Muster Muster aufweist.

Ich prasentiere vier Beweisschemata, mit deren Hilfe sich unendliche Reduktionsketten
in allen bisher untersuchten Termen ohne Normalform beweisen lassen.

Zudem definiere ich das Konzept der allgemeinsten Muster, mit denen sich Muster klas-
sifizieren lassen, und beweise, daft die Menge der allgemeinsten Muster unendlich ist.

Auferdem beschreibe ich, wie man Muster automatisch findet und verifiziert.

Schliefslich stelle ich einen Beweisansatz vor, mit dem die zwingende Existenz von Mu-
stern belegbar wire. Als eine Folgerung aus diesem Beweis ergibe sich weiterhin die
Schleifenfreiheit von CL(S).



Grundsatzlich ist die Untersuchung unendlicher Reduktionsketten interessant, weil sie
eng mit der Frage der Termination von Programmen verwandt ist. Das Wortproblem
bezeichnet die Frage nach der Aquivalenz von Termen — also Programmen. Es ist im
Rahmen von Programmtransformationen bedeutsam.

CL(S) im besonderen ist ein Termersetzungssystem, fiir das iiber die Aquivalenzfra-
ge noch nicht ausreichend viele Informationen bekannt sind. Die Untersuchungen von
Waldmann lassen vermuten, daf CL(S) ,in der Ndhe* bisher bekannter Klassen von
Termersetzungssystemen liegt.

Im allgemeinen gilt ein Termersetzungssystem R als beherrschbar, wenn sich die transi-
tive Hiille der Ersetzungsrelation — g effektiv beschreiben 14ft. Dies bedeutet z.B. fiir
eine Termmenge M: Ist M einfach beschreibbar, so ist es auch —7% (M). Beispiele fiir
beherrschbare Klassen sind inverse monadische bzw. invers wachsende Termersetzungs-
systeme. Leider ist dies weder fiir CL(S) noch fiir das Termersetzungssystem CL(S)™,
das durch die Umkehrung der S-Regel erzeugt wird, der Fall. Immerhin aber zeigte
Waldmann, daf die Menge der Vorginger aller Terme mit einer Normalform aus CL(S)

reguldr ist, weshalb auch die Frage der Termination fiir CL(S) entscheidbar ist.

Um das Wortproblem zu entscheiden, gibt es mehrere Ansétze. Neben der Moglichkeit,
effektiv vergleichbare Normalformen zu finden, ist eine weitere Variante, fiir zwei Terme
jeweils die Menge der Nachfolger zu erzeugen und zu priifen, ob der Schnitt dieser
Mengen leer ist.

Es wird vermutet, daf mindestens einer dieser Wege gangbar ist, auch wenn die Nach-
folgermengen von Termen aus CL(S) nicht regulér sind.
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Teil 1.

Grundlagen und Definitionen






Kapitel 1

Abstrakte Reduktionssysteme

1.1. Einleitung

Definition 1.1.1 Abstrakte Reduktionssysteme (ARS) sind Tupel (A, —), wobei A eine
beliebige Menge und — eine binidre Relation auf A ist.

ARS ,wissen® nichts iiber die interne Struktur von A, sondern beriicksichtigen lediglich
die Relation —.

Der Begriff ,Reduktion” kénnte zu der Annahme verleiten, dak ein Element z € A
im Laufe einer Reduktion, also der kontinuierlichen Anwendung von —, immer kleiner
wird. Dies mufl aber nicht zwingend so sein, wie das Beispiel 0 -+ 1 — 2 — ... sofort
veranschaulicht.

Auch kann es in vielen Féllen sehr sinnvoll sein, nicht nur —, sondern <*, d.h., den
reflexiven, symmetrischen und transitiven Abschluft von — zu betrachten. Damit wire
eine Reduktionskette eines ARS nichts weiter als ein Pfad, dem bidirektional gefolgt
werden kann.

Besonders interessiert ist man in der Regel an fundierten Relationen, also solchen, deren
Reduktionsketten in endlicher Zeit terminieren.

Dieses Kapitel ist bewuft knapp gehalten und soll lediglich die ntigen Definitionen und
Notationen einfithren. Es lehnt sich stark an [Wal97] an. Wer an einer tiefergehenden
Betrachtung von ARS interessiert ist, dem seien z.B. [Ave95]| oder [BN98| empfohlen.

In Ermangelung einer geeigneteren Stelle mochte ich hier noch grundsétzlich anmerken:

e Das Vokabular in den Bereichen Termersetzungssysteme und kombinatorische Lo-
gik ist fiir die englische Sprache quasi standardisiert. Fiir das Deutsche ist dies
bislang nicht der Fall. Zwar habe ich versucht, Begriffe aus der Literatur zu {iber-
nehmen; aber nicht immer war dies moglich.

e N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieflich 0.
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1.2. Relationen

1.2.1. Konstruktion

Definition 1.2.1 Eine binire Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von
M x M.

Mit R :=— ist es oft bequemer, a — b oder noch einfacher a — b statt (a,b) € R zu
schreiben.

Ebenfalls aus Griinden der Bequemlichkeit wird im weiteren Verlauf der Arbeit gelegent-
lich darauf verzichtet werden, die Menge M, auf der die Relation R (bzw. —) definiert
ist, explizit zu benennen. Dies allerdings nur, wenn M aus dem Kontext ersichtlich ist.

Definition 1.2.2 Die Komposition zweier Relationen R C A x B und S C B x C' ist
definiert durch

RoS:={(z,2) e AxC|JyeB: (r,y) € RA(y,z) € S}
Definition 1.2.3 (Identitit) —° := {(a,a) | z € M}
Definition 1.2.4 (Inversion) R™':={(b,a) | (a,b) € R}
Anstatt —~! verwende ich auch <.
Definition 1.2.5 (i + 1-fache Komposition) —*! := — o —' fiir ; > 0
Definition 1.2.6 (Reflexiver Abschluff) —~ := — U —?°
Definition 1.2.7 (Symmetrischer Abschluff) < = — U <«

Definition 1.2.8 (Transitiver Abschluf) —* := ) —F
k>0

Definition 1.2.9 (Reflexiver, transitiver Abschluf) —* := |J —*
k>0

Ebenfalls gebrduchlich ist — anstelle von —*.

1.2.2. Eigenschaften

Definition 1.2.10 (Transitivitdt) — ist transitiv gdw. — o — C —.
Definition 1.2.11 (Symmetrie) — ist symmetrisch gdw. — = «+.

Definition 1.2.12 (Antisymmetrie) — ist antisymmetrisch gdw. — (| + C —=°
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Definition 1.2.13 (Asymmetrie) — ist asymmetrisch gdw. — [ < =10

Gelegentlich findet man auch die Bezeichnungen antisymmetrisch anstatt asymmetrisch
und schwach antisymmetrisch anstatt antisymmetrisch.

Definition 1.2.14 (Reflexivitit) — ist refleziv gdw. =% C —
Definition 1.2.15 (Irreflexivitdt) — ist irrefleziv gdw. =% (| — = 0

Definition 1.2.16 (Konnexivitit) — ist konnexr gdw. Va,b € M mit a # b entweder
a — b oder b — a gilt.

Satz 1.2.17 Ist eine Relation R iiber einer Menge M irreflexiv und transitiv, so ist R
auch asymmetrisch.

Beweis: Angenommen, R wére nicht asymmetrisch, es gibe also a,b € M mit (a,b) € R
sowie (b,a) € R, gemif der Transitivitdt von R miifte dann auch (a,a) € R gelten, was
im Widerspruch zur Irreflexivitit stiinde. O

1.3. Ordnungen

Ordnungen werden ganz natiirlich durch Relationen eingefiihrt.

Definition 1.3.1 (Quasiordnung) Eine Relation ist eine Quasiordnung gdw. sie re-
flexiv und transitiv ist.

Definition 1.3.2 (Partielle Ordnung) Eine Relation ist eine partielle Ordnung gdw.
sie antisymmetrisch und eine Quasiordnung ist.

Definition 1.3.3 (Striktordnung) Eine Relation ist eine Striktordnung oder Halbord-
nung gdw. sie irreflexiv und transitiv ist.

Den strikten Teil jeder partiellen Ordnung R erhélt man, indem man die Identitétsrela-
tion abzieht, also R\ R°.

Definition 1.3.4 (Aquivalenz) Eine Relation ist eine Aquivalenz gdw. sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Definition 1.3.5 (Totale Ordnung) Eine Relation ist eine totale Ordnung (oder li-
neare Ordnung) gdw. sie partielle Ordnung und konnex ist.
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Definition 1.3.6 (Minima) Sei R eine partielle Ordnung iiber M. Dann ist die Menge
der Minima von M:

m}i{n(M) ={reM|-3Jye M,z #y: (y,z) € R}
Die x € m}%n (M) heifen minimal beziiglich R.

Definition 1.3.7 (Maxima) Sei R eine partielle Ordnung iiber M. Dann ist die Men-
ge der Maxima von M:

mgx(M) ={zxeM|-VYye Muzx#y:(z,y) € R}
Die x € max (M) heiken mazimal beziglich R.

Definition 1.3.8 (Minimum, Maximum) Gilt m}%n (M) = {z}, heikt x das Mini-
mum beziiglich R. Analog fiir Mazimum.

Bemerkung 1.3.9 Die Definitionen fiir Minima, Maxima, Minimum und Maximum
lassen sich unverdndert fiir Striktordnungen iibernehmen.

Bemerkung 1.3.10 Ist R zusétzlich konnex und endlich, gibt es immer ein Minimum
und ein Maxium. Es gilt also |m}%n (M)| =1 bzw. |ml:%x (M) =1.

Beispiel 1.3.11 < auf N hat das Minimum 0, aber kein Maximum. < auf Z hat weder
ein Minimum noch ein Maximum.

1.4. Pfade

Relationen, die mittels der Definitionen aus Abschnitt 1.2.1 konstruiert werden, lassen
sich sehr gut als Pfad oder Weg zwischen zwei Elementen veranschaulichen:
Definition 1.4.1 Seien — eine Relation auf M und a,b € M.

e a —" b heilst, dak es einen Pfad der Linge n von a nach b gibt.

e a —* b bedeutet, dak es einen endlichen Pfad von a nach b gibt.

e a —7 bist analog zu a —* b, jedoch darf der Pfad nicht leer sein.
Definition 1.4.2 (Nachfolger, Vorgénger) Gilt a —7 b, so heikt b Nachfolger von

a. Gilt sogar a — b, heifst b unmittelbarer Nachfolger von a. Analog ist a der Vorgdinger
bzw. unmittelbare Vorginger von b.

Definition 1.4.3 (Normalform) z € M ist genau dann in Normalform, wenn es kei-
nen Nachfolger hat.
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Definition 1.4.4 x € M besitzt die Normalform y gdw. es ein y € M gibt, so dals
x —* y und y in Normalform ist.

Definition 1.4.5 x € M normalisiert gdw. x eine Normalform besitzt.
Definition 1.4.6 — auf M ist normalisierend gdw. alle x € M normalisieren.

Definition 1.4.7 x € M terminiert gdw. es keinen unendlichen Pfad x — xy — x5 —

Definition 1.4.8 — auf M ist terminierend gdw. alle z € M terminieren.

1.5. Fundierte Relationen

Im Englischen werden fundierte Relationen als ,well-founded relations” bezeichnet. Die
«l

yfundierte Induktion“ ist vielleicht auch bekannter als ,Noether-Induktion*".
Definition 1.5.1 (Minimal) x € M ist minimal fir — gdw. es keine Nachfolger hat,
wenn x also in Normalform ist.

Eigentlich entspricht ,minimal“ aus Definition 1.5.1 am ehesten dem Begriff ,maximal“
gemék Definition 1.3.7, was natiirlich ungliicklich ist. Im Gegensatz zu den Definitionen
1.3.6 und 1.3.7 werden bei 1.5.1 keine weiteren Eigenschaften fiir — verlangt, wie z.B.,
dafs — eine partielle Ordnung sein miifste.

Definition 1.5.2 (Fundiert) Eine Relation — iiber M ist fundiert gdw. jede nicht-
leere Teilmenge B C M ein minimales Element nach Definition 1.5.1 enthélt.

Satz 1.5.3 Eine Relation ist terminierend gdw. sie fundiert ist.

Fiir den Beweis sei z. B. auf [BN98| verwiesen.

1.6. Konfluenz und Termination

Da sich Pfade auch als Beschreibung einer Berechnung ansehen lassen, ist von beson-
derem Interesse, unter welchen Voraussetzungen ein Pfad nur eine endliche Linge be-
sitzt, also die Rechnung terminiert. Auferdem md&chte man wissen, ob es eventuell
Verzweigungen entlang des Pfades gibt, ob also unterschiedliche Rechnungen fiir diesel-
be Eingabe ausgefiihrt werden kénnen. Gibt es Verzweigungen, so ist die Frage nach
der Eindeutigkeit der Ergebnisse von grofer Wichtigkeit.

'Tm Gedenken an die Mathematikerin Emmy Noether
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Definition 1.6.1 (Diamant-Eigenschaft) Eine Relation — hat die Diamant-
Figenschaft gdw. <~ o0 — C — 0 «

Definition 1.6.2 Eine Relation — ist lokal konfluent gdw. <=0 — C —* o <~
Definition 1.6.3 (Konfluenz) — ist konfluent gdw. «+* o =* C —* o «*

Definition 1.6.4 (Church—Rosser) Eine Relation — hat die Church-Rosser-
Figenschaft gdw. <+* C —* o <*

Definition 1.6.5 (Konvergenz) Eine Relation — ist konvergent gdw. sie terminie-
rend und konfluent ist.

Ohne Beweis zitiere ich die nachsten Sétze:

Satz 1.6.6 Wenn die Relation — die Diamant-Eigenschaft hat, dann hat auch —* die
Diamant-Eigenschaft.

Satz 1.6.7 Genau dann, wenn — die Church-Rosser-Eigenschaft hat, ist — auch kon-
fluent.

Satz 1.6.8 (Newmann-Lemma) Ist — terminierend, dann fallen Konfluenz und lo-
kale Konfluenz zusammen.

Satz 1.6.9 Ist — konfluent, dann hat jedes x € M hochstens eine Normalform.



Kapitel 2

Termersetzungssysteme

2.1. Einleitung

Termersetzungssysteme sind abstrakte Reduktionssysteme (s. Abschnitt 1.1), fiir die
die Menge A explizit als Menge von Termen angegeben ist. D.h., zusétzlich zu der
externen Struktur, die durch die Relation R eingefiihrt wird, verfiigen die Terme iiber
eine interne Struktur in Form der Subtermeigenschaft.

In diesem Kapitel fiihre ich wiederum nétige Definitionen sowie Notationen ein. Bei
Letzterem orientiere ich mich im wesentlichen an [DJ91].

Was weiterfithrende Literatur anbetrifft, so werden in [Wec92| universelle Algebren sehr
detailliert behandelt. Als gute Einfithrung zur Termersetzung sei [BN98| empfohlen.
Dershowitz und Jouannaud schlieflich geben in [DJ90] ebenfalls einen lesenswerten
Uberblick.

2.2. Termalgebra

2.2.1. Terme

Definition 2.2.1 (Signatur) Eine Signatur ist ein Tupel (a,X), wobei ¥ eine Menge
von Funktionssymbolen und a eine Abbildung ist, so dak Vf € X : a(f) € N gilt. a(f)
ist die Stelligkeit oder Aritit der Funktion f. Die f mit a(f) = 0 heifen Konstanten.

Mittels Signaturen ist es nun moglich, ganz allgemein Mengen von Termen zu definieren.

Definition 2.2.2 Gegeben seien eine Signatur S := (a,X) und eine Menge von Varia-
blen V. Es gelte ferner ¥ NV = (), was sich leicht durch Umbenennung erreichen lift.
Dann wird die Termmenge T (S,V) iiber S und V induktiv definiert:

YoeV : veT(S,V)
VieX n=a(f), Yt,...,t, € T(S,V) : f(t,...,tn) € T(S,V)

D.h., jede Variable ist automatisch ein Term.
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Definition 2.2.3 Die Menge der Variablen eines Terms ¢ wird mit Var(¢) bezeichnet.

Definition 2.2.4 (Grundterme) Die Menge der Grundterme ist gegeben durch
T(S,0). Mit anderen Worten, Grundterme enthalten keine Variablen. Sie bestehen
ausschlieflich aus Konstanten.

Definition 2.2.5 (Grofie) Die Grifie eines Terms ¢t € 7(S,V) ist gegeben durch:

Yo eV : size(v):=1
VieXmita(f)=0 : size(f):=1
Vi, € T(S,V) @ size(f(ty,...,tn)) =1 +size(t;) + ... + size(t,)

Ebenfalls induktiv eingefiihrt wird die Tiefe eines Terms:
Definition 2.2.6 (Tiefe)

Vo€V : depth(v) :=
VieXmita(f) =0 : depth(f):=
Vi, € T(S,V) : depth(f(t1,...,t,)) := 1+ max(depth(ty),...,depth(t,))

2.2.2. Positionen

Positionen sind sehr stark mit dem Listenkonzept funktionaler Programmiersprachen
wie etwa Haskell oder Lisp verwandt, weswegen ich nun ganz allgemein Listen definieren
werde:

Definition 2.2.7 Eine Liste wird mittels der Konstruktoren : (cons) und || (leere Liste)
definiert. Eine Liste mit Elementen des Typs a ist als

[a] == ] oder

a: |al
definiert. Zwei Listen sind identisch, wenn sie elementweise gleich sind.

Es fithrte an dieser Stelle zu weit, tiefer in die Typtheorie einzusteigen. Insbesondere
Listen sollten in jedem grundlegenden Werk zu funktionaler Programmierung behandelt
werden. Fiir eine Einfithrung in die funktionale Programmierung mit Haskell ist [Hud00]
lesenswert.

Beispiel 2.2.8 Die Liste mit den natiirlichen Zahlen 1,2 und 3 wire Definition 2.2.7
entsprechend 1: (2: (3 :[])). Vereinfachend schreibt man dies als [1, 2, 3].
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Definition 2.2.9 Eine Liste a = [ay,...,q)] ist echtes Prifiz einer Liste b =
[b1,...,b,...,b,], geschrieben a <p b, gdw.

A:Vie{l,...;l}:a;,=b; N n>1
Die leere Liste [] ist echtes Prifix jeder Liste, aufer von sich selbst.

Satz 2.2.10 <p auf einer Menge von Listen ist eine Striktordnung.

Bewelis:

e Transitivitit: Fiir alle Listen a,b,c¢ mit a <p b und b <p c sei 0.B.d.A. a die
kiirzeste und c die langste Liste, da die Listen laut Definition verschieden lang
sein miissen. Ist a = [], folgt die Transitivitdt unmittelbar aus der Definition.
Sonst gibt es 1 < j < k, so dak

a = [ay,...,q]
— [bla '7bi7' 7b]]
c = [C1, 0y CiyeniyCjyann,Crl

Und es gilt nach Definition
VZE{l,...,i}Z a=b=q

o I[rreflexivitdt: Fiir alle Listen a,b mit a <p b gilt a # b, da b geméaf Definition
langer als a ist. O

Definition 2.2.11 Zwei Listen a und b haben das gemeinsame echte Prifix ¢ gdw.
c<paund c<pb.

Nach diesem kurzen Exkurs in die Welt der Listen kehre ich zum eigentlichen Thema
des Abschnitts zuriick.

Definition 2.2.12 Gegeben sei 7(S,V), dann ist die Menge aller Positionen eines
Terms:

Vo eV : Pos(v):={()}
Vi € T(S,V) ¢ Pos(f(ty, .. tn)) = {0} U U G
1€{1,...,n},s€Pos(t;)

() heifst Wurzelposition. Sie entspricht der leeren Liste.

Eine Position ist also nichts weiter als eine Liste natiirlicher Zahlen, wobei ich mir aus
satztechnischen Griinden erlaubt habe, ,|* bzw. ,|* durch , (‘ bzw. ,) zu ersetzen. Mit dem
Positionskonzept ist es moglich, bestimmte Teile eines Terms eindeutig zu identifizieren.
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Definition 2.2.13 Seien p, = (ai,...,4a;,...,ay,) und p, = (by, ..., by, ..., b,) Positio-
nen, dann ist p, links von p,, geschrieben p, <y, pp, gdw.

dl: Vi e {1,,l} a; = b; N ar4+1 <bl+1
Das echte gemeinsame Prifix kann auch leer sein.

Satz 2.2.14 < auf einer Menge von Positionen ist eine Striktordnung.

Beweis:
e Transitivitidt: Gegeben seien drei Positionen p, = (a1,...,a;), pp = (b1,...,b;)
und p. = (¢q, ..., ¢,) mit p, <p py sowie p, <p, p.. Es gilt:

Ae{l,...,min(3,j)} : a<b A -Fx <l : a, #b,
dm e {1,...,min(j,k)} : bp<cm A "Jy<m : b, Fcy

Also gilt auch:
Ve e {1,...,min(l,m) — 1} : ay = by, = ¢,
Ist m > [, folgt b, = ¢;. Andernfalls, also m < [, miissen laut Definition a,, = b,

und b,, < ¢, gelten. Daraus folgt, p, <g, pe.

e I[rreflexivitiat: Qua Definition unterscheiden sich zwei Positionen, die zur Relation
gehoren, an mindestens einer Stelle. O

Definition 2.2.15 Die Position p, ist oberhalb der Position p,, geschrieben p, <o pp,
gdw. po <p Pp- Po ist unterhalb von p, gdw. py <o pa-

Definition 2.2.16 Seit € 7(S,V) ein Term und p € Pos(t) eine Position. p heift

e auflen gdw. p € niin (Pos(t))
O

e innen gdw. p € max (Pos(t))
(@]

e links gdw. p € min (Pos(?)).
<r
e rechts gdw. p € max (Pos(t)).
L
Bemerkung 2.2.17 Ein Term kann jeweils mehrere dufsere, innere, linke oder rechte
Positionen enthalten.

Bemerkung 2.2.18 Die Konzepte innen/aufsen und links/rechts sind voneinander un-
abhingig.
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Beispiel 2.2.19 Seien P := {(), (1,2),(1,2,3),(1,2,4)} und @ := {(2,3),(3,4)} Men-
gen von Positionen. Dann gibt es in P drei linke Positionen, ndmlich {(), (1, 2), (1,2,3)}
und in @) zwei dukere sowie zwei innere Positionen, namlich jeweils {(2,3), (3,4)}. Die
linke &ufsere Position in @ ist (2, 3).
Satz 2.2.20 Fiir jede nicht-leere Menge P von Positionen gilt
|min (mln (P) =1 (2.1)
<r
|max (max (P) =1 (2.2)
<r
|max (mln (P))| =1 (2.3)
<r
|Héln (max (P) =1 (2.4)
L

Beweis: Die erste Aussage 1aft sich folgendermafen beweisen:

e Gilt () € P, dann folgt rgin (P) = {()}, da die leere Position () Prifix jeder
O

Position aufier von sich selbst ist.

e Gilt () € P, dann gilt fiir alle p,, p, € min (P) entweder p, <z p, oder p, <y, pq,
<o

woraus folgt, daf |min (min (P))| = 1.
<L <o

Die restlichen Beweise funktionieren analog. O

2.2.3. Subterme

Definition 2.2.21 (Subterm) Seien s und ¢ Terme aus 7 (S,V). Der Subterm s von
t an Position p, geschrieben s = t[p), ist:

ol = ¢

pr€{l,....n}: f(t, .., t)l(p1,--505)] = tp (P2, ., 0))]

Definition 2.2.22 Die Menge aller Positionen eines bestimmten Subterms s in ¢ ist
definiert durch: Pos(s,t) := {p € Pos(t) | t[p] = s}

Definition 2.2.23 (Ersetzung) t[p < t'] ist der Term, der durch die Ersetzung des
Terms ¢’ in t an der Position p entsteht:

tf)«t] = ¢
fltr, oty - pg) <t = f(. oty [(p2,-- - p5) < t],..0)

Definition 2.2.24 (Subtermrelation) s ist Subterm von ¢, geschrieben s <t, gdw. es
p € Pos(t) gibt, so daf t[p] = s.
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2.3. Substitutionen

Definition 2.3.1 (Substitution) Fiir eine Menge von Termen 7 (S,V) ist eine Sub-
stitution eine Abbildung o : V — T(S,V), wobei es nur endlich viele v € V geben darf,
die nicht auf sich selbst abgebildet werden. Um o auf beliebige Terme zu erweitern, wird
o' eingefiithrt — wie immer induktiv:

Yoey
Vt, € T(S,V)

(v) :==0o(v)
(f(tr,.. . tn) = f(o'(tr), ..., 0 (tn))

!

o
!

o

Der Einfachheit halber wird o' als o geschrieben. Ebenfalls sehr gebrduchlich ist es,
anstatt o(X) die Postfixnotation Xo zu verwenden.

Definition 2.3.2 (Unifikator) Ein Unifikator zweier Terme t; und ¢, ist eine Substi-
tution o, so dal ty0 = ty0. t; und ty heiken unifizierbar. Fiir Mengen M von Termen
mit |M| > 2 wird diese Definition kanonisch erweitert.

Definition 2.3.3 Ein Unifikator o einer Termmenge M ist der allgemeinste Unifikator
gdw. es fiir alle Unifikatoren ¢’ von M eine Substitution 6 gibt, so dak ¢’ = o#.

Sind die Terme einer Menge unifizierbar, ist der allgemeinste Unifikator berechenbar?.
Fiir diesbeziigliche Details sei auf [Sch95| verwiesen. Unifikation wird im folgenden
lediglich in Abschnitt 2.5 benotigt.

Definition 2.3.4 (Kontext) Sei 7(S,V) eine Termmenge entsprechend Definition
2.2.2. Dann ist ein Kontext ein Term aus 7 (S', V), mit S’ = (X U {[]},a) und a([]) =0,
in dem [] mindestens einmal vorkommt.

Ist K ein Kontext, so bezeichnet K[X] das Anwenden der Substitution o([]) = X auf
K.

Anstatt [] kann man sich auch eine ausgezeichnete Variable innerhalb des Terms vor-
stellen.

2.4. Termersetzungssysteme

Definition 2.4.1 (Ersetzungsregel) Eine FErsetzungsregel ist ein Paar (I,r) €
T(S,V)?, mit Var(l) D Var(r) und I ¢ V. Meistens wird (I,r) als [ — r geschrie-
ben.

! Dies ist z.B. das Herzstiick jedes Prolog-Interpreters.
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Definition 2.4.2 Ein Termersetzungssystem (TES oder TRS?) ist eine Menge von Er-
setzungsregeln.

Definition 2.4.3 Ein TES R definiert fiir die Termmenge 7 (S, V) die sogenannte Er-
setzungsrelation:

—r = {(ti,t) € T(S,V)* | 3(,r)€R: IpecPos(ty): Jo:
tilp] =lo A ty =ti[p < rol}

lo heifit Redex® und ro Kontraktum. p ist die Redezposition.

t1 —r ty bedeutet also das Anwenden einer Regel aus R auf den Term ¢y, so dak ¢,
daraus entsteht. Dies nennt man auch reduzieren.

ty —r ty =g ... oder kiirzer t; — to — ... heilit Reduktionskette oder Reduktionspfad.

Definition 2.4.4 Fiir ein TES R mit Ersetzungsrelation — heifit ein Term ¢ von einem
Term s erreichbar, geschrieben s ~» ¢, gdw. es einen Term p gibt, so daf s —* p und
qdp.

q ist von s in hdchstens n Schritten erreichbar, geschrieben s ~" ¢, gdw. es einen Term
p gibt, so dak s =" p mit i < n und ¢ I p.

Bemerkung 2.4.5 Eine alternative Formulierung ist: s ~» ¢ gdw. es einen Kontext K
gibt, so dak s —* K[q]. Analog fiir s ~" q.

Im folgenden werde ich kurz einige wichtige Eigenschaften von Ersetzungsregeln aufli-
sten:

Definition 2.4.6 Ein Term t € 7(S,V) ist linear, gdw. Vv € V : |Pos(v,t)| < 1.

Definition 2.4.7 Eine Ersetzungsregel (I,7) eines TES R heifst linkslinear, wenn [ li-
near ist. Analog fiir rechtslinear. Die Regel (I, r) heifst linear, wenn [ und r linear sind

und Var(l) = Var(r).

Definition 2.4.8 Eine Regel (I,7) heifst Linksgrundregel gdw. [ ein Grundterm ist.
Rechtsgrundregel sowie Grundregel analog.

Definition 2.4.9 Eine Regel (I, 7) heikt ezpandierend gdw. Jv € V : 1 < |Pos(v,l)| <
|Pos(v, 1)].

Definition 2.4.10 Lischend ist eine Regel (I,r) gdw. Jv € V : |Pos(v,l)| >
|Pos(v, )| = 0.

2yom englischen ,,Term Rewrite System®
3 vom englischen ,reducible expression (reduzierbarer Ausdruck)
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Definition 2.4.11 Eine Regel ([, ) heifst kollabierend gdw. r € V.

Diese Definitionen fiir einzelne Regeln lassen sich in folgender Weise auf das jeweils
ganze TES ausdehnen.

Definition 2.4.12 Ein TES heifit linkslinear gdw. alle seine Regeln linkslinear sind.
Dies gilt analog fiir rechtslinear, linear, Linksgrund-, Rechtsgrund- und Grund-TES.

Definition 2.4.13 Ein TES heift verdoppelnd (bzw. léschend, kontrahierend) gdw.
wenigstens eine seiner Regeln verdoppelnd (bzw. 16schend, kontrahierend) ist.

Definition 2.4.14 Ein TES heifst terminierend gdw. die Ersetzungsrelation — g termi-
nierend ist.

2.5. Konfluenz

Der Grund fiir das grofte Interesse an Konfluenz im Zusammenhang mit TES, ist die
Tatsache, daf bei konfluenten TES die Wahl des Pfades beliebig ist. Es ist also egal,
welchen Redex man jeweils kontrahiert, da am Ende der Berechnung immer derselbe
Term steht; natiirlich nur, wenn das TES terminierend ist.

Nicht-konfluente TES entstehen z.B. aus dberlappenden Regeln, so da die Anwendung
einer Regel das Verschwinden eines anderen Redexes zur Folge hat. Dies darf aber auf
keinen Fall mit 16schend verwechselt werden.

Definition 2.5.1 (Kritisches Paar) Gegeben seien ein TES R sowie

e (I1,71), (I, m2) € R mit Var(l;) N Var(ly) = 0, was sich durch Umbenennung errei-
chen 1aft.

e p € Pos(l;) mit l1[p] € V. p # () fiir den Fall, daf die Regeln identisch sind.
e [1[p] und /5 sind unifizierbar mit allgemeinstem Unifikator o.
(li[p < r3]o, ri0) heilt kritisches Paar von R.

Ein kritisches Paar heit konfluent gdw. es einen gemeinsamen Nachfolger fiir [1[p + o]0
und ry0 gibt. Ein anderer Ausdruck dafiir ist: Das kritische Paar ist zusammenfiihrbar.

Sind nicht alle kritischen Paare aus R konfluent, so ist R als Ganzes nicht lokal konflu-
ent. Fiir den Fall, daft das urspriingliche TES terminierend war, kann man durch sog.
Vervollstindigung, also die Hinzunahme weiterer Ersetzungsregeln, versuchen,

e die nicht-konfluenten kritischen Paare konfluent zu machen (zusammenzufiihren)
und

e <+ nicht zu verdndern.
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Gelingt dies, erhélt man ein konvergentes TES, dessen Wortproblem durch Vergleich
der Normalformen entscheidbar und &dquivalent zum Wortproblem im Ursprungs-TES
ist, weil <+}, nicht verdndert wurde.

Da allerdings weder CL(S) noch ein anderes kombinatorisches TES kritische Paare hat,
werde ich nicht ndher darauf eingehen. Mehr dazu findet sich in [BN9S|.

Definition 2.5.2 Ein TES ist nicht-iberlappend gdw. es keine kritischen Paare hat.

Definition 2.5.3 Ein TES heifit orthogonal gdw. es nicht-iiberlappend und linkslinear
ist.

Satz 2.5.4 Orthogonale TES sind konfluent.

Fiir den Beweis siehe wiederum [BN98|.

2.6. Reduktionsstrategien

Definition 2.6.1 Die Menge aller Redezpositionen eines Terms ¢ sei RPos(t) :=
{p € Pos(t) | t[p] ist ein Redex}.

Definition 2.6.2 Sei R ein TES und ¢t € 7(S,V) ein Term. p € RPos(t) sei eine
Redexposition. Der Redex t[p] heift duferer Redex gdw. p aufen ist. Analog fiir innen,
links und rechts.

Definition 2.6.3 Sei R ein TES. Eine Reduktionsstrategie fiir R ist eine Abbildung s,
die jedem ¢ € T(S,V) mit RPos(t) # () ein p € RPos(t) zuordnet.

Bemerkung 2.6.4 Die Reduktionsstrategie s erzeugt zu gegebenem ¢, eine eindeutige
Reduktionskette t; — ¢t — ..., indem jedes t; an der Position s(RPos(t;)) reduziert
wird.

Bemerkung 2.6.5 Der Begriff Reduktionsstrategie geméfs Definition 2.6.3 entspricht
einer ,one step reduction strategy“ laut [Bar84].

Definition 2.6.6 Sei R ein konfluentes TES. Eine Reduktionsstrategie s heifst norma-
lisierend gdw. fiir alle t € T(S,V), die eine Normalform u € T (S, V) besitzen, t =% u
unter s gilt.

Definition 2.6.7 Die Reduktionsstrategie, die jedem Term ¢t € T (S, V) mit
RPos(t) # ()

e den linken dufseren Redex zuordnet, heifit rspa (t) := rriin (ngin (RPos(t))).
L O
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e den rechten inneren Redex zuordnet, heifSt rsgi(t) := max (rriax (RPos(t))).
L (@]

e den rechten dufkeren Redex zuordnet, heifst rsga (t) := max (ngin (RPos(t))).
L O

e den linken inneren Redex zuordnet, heifst rspi(¢) := min (max (RPos(t))).
<L <o

Fiir weitergehende Informationen zu Reduktionsstrategien sind [Bar84| und [Gra92| gute
Startpunkte.

2.7. Grundtermersetzungssysteme

Einerseits sind Grund-TES sehr viel weniger méchtig als TES mit Variablen; dafiir wer-
den jedoch u. U. einige Entscheidungsprobleme wie z. B. das Wortproblem handhabbarer.

Satz 2.7.1 Termination fiir Grund-TES ist entscheidbar.

Satz 2.7.2 Konfluenz fiir Grund-TES ist entscheidbar.

Beweise finden sich in [Oya87|.

2.8. Entscheidungsprobleme

Definition 2.8.1 (Wortproblem) Fiir ein TES R mit 7(S, () und Ersetzungsrelation
—r wird als Wortproblem bezeichnet:

Eingabe: t,,t, € T(S,0)

Ausgabe: Ja, falls t; <37 t5. Nein sonst.

Bemerkung 2.8.2 Ist ein TES terminierend und konfluent, dann ist das Wortproblem

wg. Satz 1.6.9 trivialerweise entscheidbar, ndmlich durch Ausrechnen und Vergleichen
der jeweiligen Normalformen.

Definition 2.8.3 (Halteproblem) Fiir ein TES R mit 7 (S, ?) und Ersetzungsrelation
—r wird als Halteproblem bezeichnet:

Eingabe: t € T(S,0)

Ausgabe: Ja, falls alle Reduktionsketten ¢ — g ... endlich sind. Nein sonst.



Kapitel 3

Kombinatorische Logik

3.1. Einleitung

Eingefiihrt wurde die kombinatorische Logik vor knapp 80 Jahren von Moses Schonfinkel
in [Sch24] und spéter von vielen anderen, wie z.B. Haskell B. Curry in [Cur30] oder
[CF58], bestiandig erweitert.

Urspriinglich verfolgte Schonfinkel zwei Ziele, die er mit der kombinatorischen Logik
zu erreichen beabsichtigte. Zum einen wollte er durch eine variablenfreie Notation die
Probleme mit dem Skopus gebundener und freier Variablen aus der Welt schaffen (da-
her ,kombinatorisch”) und zum anderen eine entscheidbare Theorie konstruieren (daher
»Logik).

,Entscheidbar® fiir sich ist natiirlich ein unpréziser Begriff. In Bezug auf Logiken sind
damit traditionellerweise die Fragen nach Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit von For-
meln gemeint. Bei Termersetzungssystemen werden unter diesem Begriff i.a. Wort- und
Halteproblem verstanden.

Im Laufe der Jahre hat sich die Perspektive, aus der die kombinatorische Logik betrach-
tet wird, geandert. Heute wird sie vor allem als eine Menge von Termersetzungssystemen
angesehen.

Sein erstes Ziel hat Schénfinkel, wenn auch um den Preis einer nicht ganz iibersichtlichen
Notation, erreicht. Der Erfolg des zweiten Ansinnens ist dagegen weniger einfach zu
beurteilen. Wire er vollstindig gewesen, gébe es beispielsweise diese Diplomarbeit nicht.

3.2. Kombinatorische Logik

Definition 3.2.1 Sei § := (a,X) eine Signatur mit ¥ := (-,C,...,C,,) sowie a(-) := 2
und Vi : a(C;) := 0. Sei ferner die Termmenge 7 (S, V).
e — Die C; nennt man Kombinatoren.
— - heiltt Applikation.

— - wird ausschlieflich in Infixnotation verwendet.

19
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— - ist linksassoziativ, d.h. (... (C} - Cy) - ...-C,) darf geschrieben werden als
Cr-Cy-...-Cy.

— - wird i.a. nicht aufgeschrieben, also C; - Cy - ... - C, = C1C5...C,.

e Ein Term t heifst Rickgrat, wenn er von der Form M ... M, ist. M; heift Kopf.
Die iibrigen M; heifsen Argumente.

e Ein purer Term enthilt lediglich - und Variablen, aber keine Kombinatoren.

e Die Regel (I, r) eines TES ist kombinatorisch gdw. [ linear, ein Riickgrat, der Kopf
von [ ein Kombinator, die Argumente Variablen sind und r ein purer Term ist.

e Eine Menge {(/1,71),.-.,(ln,7)} von kombinatorischen Ersetzungsregeln mit
paarweise verschiedenen Kopfen {C1,...,C,} der jeweiligen /; nennt man kom-
binatorische Logik tiber der Basis {C1,...,Cy}, geschrieben CL(CY, ..., Cy).

e t € CL(CY,...,C,) ist eine Abkiirzung fiir: ,Sei CL(CY,...,C,) eine kombinato-
rische Logik mit Termmenge 7(S,V) und t € T(S,V).“

e CL schlieflich ist die Klasse aller kombinatorischen Logiken.

Schonfinkel, Curry et al. haben u.a. folgende Kombinatoren eingefiihrt:

I = —u=x (Identitat)
Kz —=x (Konstante)

S wzyz — xz(yz) (Substitution)
C zyz — xzy (Komposition)
B zyz — x(y2)

J xyza — xy(xaz)

L zy —a(yy)

Inzwischen gibt es auch einen ornithologischen Ansatz zur Namensetymologie der Kom-
binatoren ([Smu85] und [Kee96]).

Satz 3.2.2 Jede kombinatorische Logik CL(CY, ..., C,,) ist konfluent.

Beweis: Jedes kombinatorische TES, also jede kombinatorische Logik, ist orthogonal
(vgl. Definition 2.5.3). Zusammen mit Satz 2.5.4 folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung 3.2.3 Kombinatorische TES sind i.a. nicht-terminierend.

3.2.1. Lange

In Anlehnung an Definition 2.2.5 fiihre ich ein:
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Definition 3.2.4 Gegeben sei eine kombinatorische Logik CL(CY,...,C,). Die Linge
eines Terms ¢t € T(S,V) ist:

Vo eV : length(v)

VfeXmita(f)=0 : length(f)

Vi, € T(S,V) : length(f(t1,...,t,)) :=length(¢;) + ... + length(¢,)

=1
=1

length(t) ist nichts anderes als die Anzahl der Konstanten und Variablen in ¢. Der ent-
scheidende Unterschied zu Definition 2.2.5 ist, dafl Funktionssymbole mit einer Aritét
grofer 0 nicht mitgezahlt werden. Interessant wird dieser Unterschied bei einer Signatur,
in der einstellige Funktionssymbole enthalten sind. Im Gegensatz zur Grobe wiirde die
Lange eines Terms durch beliebig oft wiederholte Anwendung eines einstelligen Funkti-
onssymbols nicht veréndert.

Bemerkung 3.2.5 Fiir jeden Grundterm ¢ einer kombinatorischen Logik aus CL ergibt
length(t) genau die Anzahl der Kombinatoren.

Bemerkung 3.2.6 Fiir eine beliebige kombinatorische Logik aus CL gibt es nur endlich
viele Grundterme einer bestimmten Linge.

Lemma 3.2.7 Sei R € CL eine kombinatorische Logik. Die Héufigkeit des Vorkom-
mens von - innerhalb eines Terms ¢ bezeichne ich mit app(¢). Dann gilt:

Vt € T(S,V): app(t) + 1 = length(t)

Beweis: Per Induktion iiber die Termlange:

e Der Basisfall folgt direkt aus der Definition von length():
Vit € T(S,V),length(t) =1: app(t) = 0,length(t) =1

e Sind s und ¢ Terme mit app(s) = m — 1 und length(s) = m bzw. app(t) =n — 1
und length(¢) = n, dann gilt fiir die zusammengesetzten Terme s - ¢ sowie ¢ - s

app(st) = app(ts) = m+n—2+1
length(st) = length(ts) = m+n

O

Satz 3.2.8 Sei R € CL eine kombinatorische Logik mit Termmenge 7(S,V). Dann
gilt:
Vit € T(S,V) : size(t) = 2length(t) — 1

Beweis: Sei app(t) wieder Héufigkeit des Vorkommens von - innerhalb eines Terms t.
Es gilt size(t) = app(t) + length(t). Zusammen mit Lemma 3.2.7 ergibt sich daraus die
Behauptung. O
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3.2.2. Positionen

In CL gibt es lediglich ein Funktionssymbol mit einer von Null verschiedenen Stelligkeit:
ndmlich - mit a(-) = 2. Hat ein Term also direkte Subterme, sind es stets zwei. Im

folgenden werde ich die entsprechenden Positionen anstatt mit 1 und 2 mit L und R
bezeichnen. Anstelle von (L, L, R, L) schreibe ich auch LLRL.

3.2.3. Redexe

Definition 3.2.9 Sei R := CL(CY,...,C,),t € T(S,V), p € Pos(t) und t[p] ein Redex.
Ist p € {L}*, besteht p also nur aus L, heit ¢[p] Kopfredex. Hat ein Term keinen solchen
Redex, ist er in Kopfnormalform.

Bemerkung 3.2.10 Enthilt ¢ einen Kopfredex, hat ¢ stets die Form C;M; ... M,.

3.2.4. Reduktionsstrategien

Da die folgenden Resultate allgemein bekannt sind, aber umfassende Beweise erfordern,
zitiere ich sie an dieser Stelle lediglich. Fiir eine genauere Auseinandersetzung siehe
wiederum [Bar84| und [Gra92|.

Satz 3.2.11 Fiir jede kombinatorische Logik R := CL(C},...,C,) ist die Reduktions-
strategie rspa () normalisierend.

Satz 3.2.12 Fiir jede nicht-loschende kombinatorische Logik R := CL(CY,...,C,) ist
jede Reduktionsstrategie s normalisierend.

Bemerkung 3.2.13 Fiir jede léschende kombinatorische Logik R := CL(Cy,...,C,)
ist die Reduktionsstrategie rsgy() nicht-normalisierend. Sei z.B. R := CL(S, K, I) und
t := KI(SSS(SSS)(SSS)). Die Normalform von ¢ ist I. Diese wird mit rsg;() jedoch
nicht erreicht, da SSS(SSS)(SSS) keine Normalform besitzt. Siehe auch Bemerkung
4.2.2.

3.3. Vollstandigkeit

Definition 3.3.1 Ein kombinatorisches TES heifst kombinatorisch vollstindig gdw. es
fiir alle n > 0 und fiir alle puren Terme M mit Var(M) C {z1,...,x,} einen Grundterm
N gibt, so dak Nxy...x, —* M.

Theorem 3.3.2 CL(S, K, I) ist kombinatorisch vollsténdig.
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Der zugehorige Beweis ist klassisch:

Beweis: Sei R ein TES mit Termmenge 7(S,V) und ||, : T(S,V) = T(S,V), z €
T(S,V) die nachfolgend definierte Abbildung. |M |, erzeugt einen Term, in dem z nicht
mehr vorkommt, und fiir den | M |, x —* M gilt.

|lz], = 1
VedAM M|, = KM
|MN|, = S|M]|.|N]|,
Jetzt sei aus Definition 3.3.1 N := [... [|[ M|z, o) -+ |ay- O

Beispiel 3.3.3 Sei M = ba. Dann sind

(M|, = SI(Ka)
L[M]s]a = S(K(SI))(S(KK)I)

Korollar 3.3.4 CL(S, K) ist kombinatorisch vollstandig.
Beweis: SKK » —? z simuliert Iz — . O

Bemerkung 3.3.5 Mittels einer geeigneten Abbildung [-] lassen sich die natiirlichen
Zahlen N als Terme in CL(S, K) definieren. Sei F' € T(S,V) ein Term in CL(S, K).
Dann sagt man, F' berechnet die n-stellige Funktion f gdw.:

Vo; € N: Flay]. .. [z,] =7 [f(x1, ..., 25)]

Theorem 3.3.6 Die in CL(S, K) berechenbaren Funktionen sind genau die partiell
rekursiven Funktionen.

Um dieses zu zeigen, muf man eine bidirektionale Abbildung zwischen CL(S, K) sowie
dem A-Kalkiil konstruieren und anschlieffend die Behauptung fiir das A-Kalkiil beweisen.
Ersteres findet sich z.B. in [HS86] und letzteres in [Chu36].

Direkte Folgerungen aus Theorem 3.3.6 sind:
Satz 3.3.7 Das Wortproblem fiir CL(S, K) ist unentscheidbar.

Satz 3.3.8 Das Halteproblem fiir CL(S, K) ist unentscheidbar.

Dennoch gibt es kombinatorische TES, fiir die obige Fragen entscheidbar sind. Diese
TES sind dann jedoch nicht vollstindig. In einigen Féllen, z.B. fiir CL(I), sind die
Beweise sogar trivial.
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CL(J) sieht auf den ersten Blick komplizierter aus, da es expandierend ist. Probst und
Studer beweisen jedoch in [PS01], daff CL(J) terminiert. Daraus folgt wegen Konfluenz
unmittelbar auch die Entscheidbarkeit des Wortproblems.

Ein weiteres Beispiel ist CL(L), das nicht-terminierende Reduktionsketten enthilt.
Sprenger und Wymann-Boni zeigen aber in [SWB93| ein konkretes Entscheidungsver-
fahren fiir das Wortproblem.! Die Grundidee ist, das System CL(L) ™! mit der Inversen
der Ersetzungsregel L zu betrachten. CL(L)"! ist nicht konfluent, und der Standard-
vervollstdndiungsalgorithmus terminiert nicht. Trotzdem ist Vervollstdndigung moglich.
Damit gelingt es, zu jedem Term aus CL(L) den ,Startterm* in CL(L)™" zu finden und
effektiv mit anderen zu vergleichen. Dieses Verfahren ist dquivalent zum Vergleichen von
Normalformen, die nicht den Anfang, sondern das Ende der Reduktionskette bilden.

Das Halteproblem fiir CL(S) ist entscheidbar (vgl. [Wal98|). Fiir das Wortproblem
scheint die Methode, das inverse System CL(S)™' zu betrachten, leider nicht trivial zu
sein, da CL(S) ! zwar terminiert, aber nicht konfluent ist und auch keine Vervollstin-
digung ,auf der Hand“ liegt.

! Statman bewies konstruktiv in [Sta89] schon friiher, daf das Wortproblem entscheidbar ist.
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Kapitel 4
CL(S)

4.1. Einleitung

Wie im letzten Kapitel bereits erwihnt, ist schon das TES CL(S, K) Turing-vollstindig
und somit unentscheidbar. Dennoch gibt es aber unvollstindige TES in CL, fiir die
die wichtigsten Entscheidungsprobleme, ndmlich Halte- und Wortproblem, entscheid-
bar sind. In CL(K) beispielsweise sind Termination und Wortproblem trivialerweise
entscheidbar.

Gemiéfs Definition 2.4.13 bzw. 2.4.10 ist CL(K) 16schend, und zusammen mit Satz 3.2.2
folgt, dakt CL(K) terminierend ist. D.h., die Antwort auf das Halteproblem fiir CL(K)
ist unabhéngig von der Eingabe Ja.

Da CL(K) terminierend ist, muf eine Normalform existieren und wegen der Konflu-
enz ist sie sogar eindeutig. Damit lassen sich Normalformen effektiv berechnen und
vergleichen. Dieses Entscheidungsverfahren ist im iibrigen fiir alle terminierenden kom-
binatorischen Logiken, z.B. CL(I) oder CL(J), anwendbar.

Im weiteren werde ich die ,andere Hélfte* von CL(S, K), ndmlich CL(S), untersuchen.
Auch, wenn man zu der Vermutung gelangen konnte, daf CL(S) fiir die Komplexitit
in CL(S, K) verantwortlich ist, da CL(K) vergleichsweise iiberschaubar ist, erscheint
es dennoch nicht vollig unmoglich, bestimmte Fragen fiir CL(S) entscheiden zu konnen.
Insbesondere Waldmann hat in [Wal97] einiges iiber CL(S) zusammengetragen.

In diesem Kapitel werde ich — neben allgemeineren Betrachtungen iiber CL(S) — Muster
einfiihren, mit deren Hilfe das Verhalten aller bisher untersuchten Terme aus CL(S)
beschreibbar ist.

4.2. Notation

Um Schreiben (und hoffentlich auch Lesen) zu erleichtern, mdochte ich kurz einige Kon-
ventionen fixieren:

Kombinatoren werden als Majuskeln und fett gesetzt: (S,K, ...)

Variablen, z.B. aus Ersetzungsregeln, werden klein und kursiv gesetzt: (x,y,2, ...)
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Metavariablen, die fiir beliebige Terme stehen konnen, werden grof und kursiv gesetzt:
(X,Y.Z,...)

Abkiirzungen fiir Grundterme werden grofs und ohne Serifen gesetzt: (A,T, ...)
Definition 4.2.1 Es seien T := SS und A := SSS.

Bemerkung 4.2.2 Die Abkiirzung A geht auf Barendregt zuriick, der 1975 eine Wette
mit Klop, Bergstra und Volken abgeschlossen hatte, wer als erster einen Term aus CL(S)
ohne Normalform fénde. Barendregt gewann mit AAA.

Da die Applikation - in CL als einzige nicht-konstante Funktion zweistellig ist, bietet
sich zur Repréasentation eines Terms ein bindrer Baum an.

Beispiel 4.2.3 Sxyz — x2(yz) ist gleichbedeutend mit S,g(g;\z — mz

Ist die Applikation statt eines ausgefiillten durch einen leeren Kreis reprisentiert, so
handelt es sich bei dem entsprechenden Term um einen Redex.

4.3. CL(S)

Satz 4.3.1 Fiir alle ¢t € CL(S) gilt: ¢ normalisiert gdw. ¢ terminiert.

Beweis: Gemif Satz 3.2.2 ist CL(S) konfluent und nach Definition 2.4.13 nicht 16-
schend, woraus die Behauptung folgt (vgl. auch Satz 3.2.12). O

Innerhalb von CL(S) kann man also jede beliebige Reduktionsstrategie verwenden. Be-
sitzt ein Term eine Normalform, so ist sie eindeutig und wird erreicht.

Definition 4.3.2 Die Menge aller Terme aus CL(S) mit Normalform sei 9. Das Kom-
plement, die Menge der Terme ohne Normalform, sei Ll.

Bemerkung 4.3.3 Esgilt T N U=0und 9 U U=7T(S,V).

Diese Unterscheidung der Terme ist sinnvoll, da CL(S) zwar nicht terminierend, das
Halteproblem aber dank der Resultate von Waldmann in [Wal98| entscheidbar ist (s.
auch Tabelle 4.2).

Da CL(S) zudem top-terminierend (s. zum wiederholten Male [Wal97]) ist, ,wandern®
die Redexe immer tiefer von der Wurzel weg. Es gibt also fiir jede nicht-terminierende
Reduktionskette und eine Tiefe d eine Zahl n € N, so dafs alle Terme der Reduktions-
kette, die nach n oder mehr Schritten erreicht werden, bis zur Tiefe d gleich sind.
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1|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
length() | - 1 1 2 5t 14 42 132 429 1430 4862 16796
depth() |1 1 3 21 651 457653 2,1-10"

Tabelle 4.1.: Anzahl aller Grundterme aus CL(S) fiir die jeweilige Lange bzw.
Tiefe

1|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
|{t € U | length(¢) =4} |0 0 O 0O 0 O 2 41 276 1481 6829

Tabelle 4.2.: Grundterme aus CL(S) ohne endliche Normalform

In CL(S) ist die Anzahl der Grundterme ohne Normalform unbeschrinkt, aber wenig-
stens abzahlbar, da auch die Grundterme als solche abzéhlbar sind. Als Abzahlbarkeits-
kriterien bieten sich die Funktionen length() oder depth() an (vgl. Tabelle 4.1).

Im weiteren werde ich die effektive Konstruktion einer Menge von Termen aus CL(S)
betrachten, die genau alle Terme einer gegebenen Lénge oder Tiefe enthélt. Dies ist
zum einen interessant, um die Terme aus CL(S) tatsichlich aufzihlen zu kénnen; zum
anderen ist es fiir Abschiatzungen des Wachstums der Kardinalitit dieser Mengen wich-

tig.
Linge: Die folgenden Uberlegungen finden sich in ihnlicher Form ebenfalls bei [Zac78].

Definition 4.3.4 Es sei
Vn > 0: L, = {te CL(S) | length(t) =n}
die Menge aller Terme einer festen Linge n aus CL(S).

Satz 4.3.5 Die Mengen L, lassen sich wie folgt konstruieren:

L1 = {S}
L, = U {rlieLirer,}
ie{1,...,n—1}
Beweis: Per Induktion. O

Definition 4.3.6 Die Michtigkeit einer Menge aller Terme einer festen Linge n
aus CL(S) sei: [, := |L,|.

In Anlehnung an Satz 4.3.5 ergibt sich jedoch auch eine von der direkten Mengen-
konstruktion unabhéngige Berechnungsvorschrift:
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Satz 4.3.7
ll -
n—1
o= D il
i=1
Beweis: Folgt direkt aus Definition 4.3.6 und Satz 4.3.5. O

Fiir die Konstruktion einer Menge L,, wird sich der rekursive Ansatz nicht umgehen
lassen. Geht es aber nur darum, die Méchtigkeit einer bestimmten Menge L,, zu
bestimmen, ist dies mit einer geschlossenen Formel fiir [,, direkt moglich, da die [,

, oo ! <2n—1> (4.1)

2n —1 n

die Catalanzahlen sind:

Eine eingehendere Betrachtung von (4.1) findet sich in [CLR91| wie auch diese

Wachstumsabschétzung:
4"’L

Tiefe: In Anlehnung an die Definitionen 4.3.4 und 4.3.6 bzw. die Sétze 4.3.5 und 4.3.7
gehe ich analog beziiglich der Tiefe vor:

Definition 4.3.8 Es sei
Vn>0: T, = {te€ CL(S) | depth(t) =n}

die Menge aller Terme einer festen Tiefe n aus CL(S).

Satz 4.3.9
TO - {S}
T = U {rlieniren}
1€{0,...,n—1}
r = U {riretieny
1€{0,...,n—2}
T, = T, u 1’
Beweis: Per Induktion. O

Definition 4.3.10 Die Machtigkeit einer Menge aller Terme einer festen Tiefe n
aus CL(S) sei: t, := |T,|.
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Hierfiir gibt es ebenfalls eine von 7;, unabhéngige Formel:

Satz 4.3.11
ty = 1
n—1 n—2
tn = tnoi- (Z m) + o - (Z m)
i=0 i=0
Beweis: Folgt direkt aus Definition 4.3.10 und Satz 4.3.9. O
4.4. Muster

Definition 4.4.1 (Induktives Muster) Sei R € CL ein kombinatorisches TES mit
Termmenge 7 (S, V). Ein induktives Muster M := (K, B) besteht aus einer Basis B und
einem Korper K:

B e T(SV)
K e T(8,V) mit8 :=(a,XU{Prev}), a(Prev) :=0
B ist also ein Grundterm und K ein Kontext, wobei Prev lediglich eine angemessenere

Schreibweise des Kontextoperators [| darstellt. Es darf ndmlich kein beliebiger Term in
den Korper eingesetzt werden, sondern nur K oder B.

Sind sowohl K und B Grundterme, bezeichne ich M als (induktives) Grundmuster.
Ist in Zukunft von einem ,Muster” die Rede, so ist stets ein induktives Muster gemeint.

Definition 4.4.2 Der Begriff der Substitution geméaf Definition 2.3.1 wird fiir Muster
dahingehend erweitert, dafs die Substitution getrennt auf Kérper und Basis anzuwenden
ist.

Definition 4.4.3 Ein Muster M := (K, B) ist in Normalform gdw. K und B jeweils in
Normalform sind. Prev wird hierbei als normale Variable behandelt.

Definition 4.4.4 (Instanz) Die Instanz eines Musters M := (K, B) wird durch einen
nicht-negativen Exponenten n € N beschrieben. Induktiv wird Instanz wie folgt defi-
niert:

M® = B
M= K[M"]

Wobei natiirlich fiir alle n M™ € T(S,V) gilt.
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Beispiel 4.4.5 Sei X := (SSPrev, STT) ein Muster in CL(S), dann gilt fiir die Instan-
zen:

X’ = §(SS)(SS) =g~ S5

S's
X" = 8SX" =  Ayn
S’s

Die 2. Tnstanz von X ist: X> = SS(SS(S(SS)(SS))) = 5 S &g ) P

S S

Die Instanz eines induktiven Grundmusters ist also ein Grundterm.

Die Idee der Muster ist schon vergleichsweise alt. Beispielsweise findet sich in [Klo80|
eine Definition, die obiger sehr nahe kommt. In allen Beweisen von Zachos in |Zac78|
finden sich ebenfalls Muster, auch wenn das Konzept nur implizit benutzt wurde.

Definition 4.4.6 Ein Muster M paft' an der Position p in einen Term ¢ gdw. es einen
Exponenten k¥ € N und eine Substitution o gibt, so dak M*o = t[p].

Beispiel 4.4.7 Sei t := S ein Term. Sei ferner X das Muster
S°S S°S S s

SS
aus Beispiel 4.4.5, dann paft X' an Position R. Damit ist implizit ebenfalls klar, daf
X an RR pakt.
Satz 4.4.8 Fiir alle Muster M := (K, B) ist die Funktion depth(M") linear in k:
depth(M*) = ©(k)
Beweis: Dies folgt direkt aus der Musterdefinition 4.4.1, da K eine feste Tiefe hat. O
Eine Erlduterung der ©-Definition findet sich z.B. in [Gru97].

! Das englische Verb lautet ,to match®. Jedoch kann es sowohl im Sinne der Definition verwendet
werden wie auch, um den Vorgang des Suchens nach einem passenden Muster zu beschreiben.



Kapitel 5
Unendliche Reduktionsketten

5.1. Einleitung

Dals etwas eine ,Normalform® hat, bedeutet noch nicht zwingend, dafs diese endlich dar-
stellbar sein muf. Beispielsweise hat jede rationale Zahl eine Normalform. Allerdings
lassen sich Dezimalbriiche nur fiir den nicht-periodischen Fall als endliche Dezimalzahl
aufschreiben. Um die Normalform periodischer Dezimalbriiche endlich notieren zu koén-
nen, muf ein Hilfsmittel eingefiihrt werden, wie z.B. bei 0, 142857 = 0, 142857142857 . ..

Die Situation fiir CL(S) ist eine dhnliche: Jeder Term hat eine Normalform, da CL(S)
topterminierend ist. N&herungsweise kann man sich darunter den Grenzwert einer un-
endlichen Reduktionskette vorstellen. Ndhere Betrachtungen sprengten jedoch den Rah-
men dieser Arbeit.

Leider 14#t sich die Normalform eines Terms in der Regel aber nicht endlich im Rahmen
von CL(S) darstellen. Trotzdem besteht Interesse daran, die unendliche Normalform
solcher Terme endlich reprisentieren zu konnen, etwa durch eine Grammatik o. 4. Gelédn-
ge dies, riickte die Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir CL(S) vermutlich in greifbare
Néhe, da mit einer endlichen Notation in diesem Fall Vergleiche effektiv durchgefiihrt
werden konnten.

Voraussetzung fiir unendliche Normalformen sind unendliche Reduktionsketten, mit de-
nen ich mich im folgenden néher befassen werde.

Die diesbeziigliche Pionierarbeit hat Zachos durch die manuelle Untersuchung etlicher
nicht-normalisierender Terme geleistet (s. |[Zac78]).

5.2. Unendliche Reduktionsketten

Im Zusammenhang mit nicht-terminierenden TES ist es interessant zu wissen, warum
Reduktionspfade unendlich lang werden kénnen. Der einfachste Grund wéren Zyklen
oder Schleifen, die dafiir sorgen, daf bestimmte Terme immer wieder auftauchen.

Definition 5.2.1 Ein Zyklus ist eine Reduktionskette X —* X.
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Definition 5.2.2 Seien K ein Kontext, o eine Substitution und X ein Term, der Va-
riablen enthalten darf. Eine Schleife ist eine Reduktionskette X —* K[Xo].

Ist X ein Grundterm, kann o aus der Definition entfallen, und man spricht von einer
Grundschleife.

Es gibt aber auch nicht-terminierende Ersetzungssysteme, die schleifenfrei sind, wie sie
in der Arbeit von Geser und Zantema untersucht werden. Das Wortersetzungssystem
R := {bc — dc,bd — db,ad — abb} fiihrt z.B. zu der unendlichen, schleifenfreien Re-
duktionskette abc —* ab’*c —1 ab*c —* ...! Eine ausfiihrliche Betrachtung findet sich
in [ZG96.

Fiir CL(S) ist bekannt, daf es sowohl zyklen- wie auch grundschleifenfrei ist (s. die
Arbeiten von Bergstra und Klop [BK79| sowie Waldmann [Wal97]). Es wird allerdings
lediglich vermutet, dafs CL(S) sogar schleifenfrei ist. Dies folgte im iibrigen auch direkt
aus meiner Vermutung zur Sublinearitit (vgl. Vermutung 5.7.7).

Exemplarisch untersuche ich einige Terme aus CL(S), die schleifenfrei sind, aber trotz-
dem eine unendliche Reduktionskette besitzen. Die verwendete Beweismethode orien-
tiert sich stark an [Zac78| und [Wal97], wo sich bereits einige der folgenden Beweise
finden.

5.2.1. Schema A
Satz 5.2.3 ¢ := S(SS)(SS)(S(SS)(SS)) = A/q?\-l- hat keine Normalform.
ST S

Beweis: Sei X := (SSPrev, S(SS)(SS)) ein Muster und ¢ € N. Zusétzlich benétige ich
folgende Hilfsaussagen:

t ~>¢ XO0X0
VZNi >0 @ X Z~X7 (5.2)
Vi >0 Xsz N Xi+1xi+1

Die erste Hilfsaussage ist trivialerweise wahr, da t = X°X°. Um die zweite zu zeigen,
geniigt ein Reduktionsschritt: SSX*'Z — SZ(X"'Z). Fiir die dritte reicht ebenfalls
ein Schritt: STTX! — TX!(TX') = XX+,

Wiederholte Anwendung von (5.2) sorgt dafiir, daf (5.3) angewendet werden kann. Nach

der Anwendung von (5.3) laft sich wiederum mit (5.2) beginnen. (5.1) schlieklich stellt
sicher, dafs die unendliche Reduktionskette iiberhaupt beginnen kann. O

!Interessanterweise gibt es eine Ahnlichkeit zwischen der Art und Weise, wie hier die héheren Poten-
zen von b erreicht werden, und den immer héheren Musterinstanzen in den von mir untersuchten
Reduktionsketten.
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Ein erster Versuch fiir ein formales Beweisschema, mit Hilfe dessen die Existenz einer
unendlichen Reduktionskette zu einem Startterm aus 4 bewiesen werden kann, kdnnte
also so aussehen:

Definition 5.2.4 (Beweisschema A) Ein Beweis nach Schema A fiir eine unendliche
Reduktionskette in einem Term t € il ist ein Tupel (M, ¢), wobei M ein Grundmuster
und c eine natiirliche Zahl ist, so daf gilt:

Ji,j >0 @ t~C MM (5.4)
VZNi>0 @ MZ~M™'Z
Vi>0 : MM’ ~s¢ MM (5.6)

Leider ist CL(S) nicht so ,leicht“, daf Schema A bereits ausreicht. Dies zeigt schon das
nachste Beispiel.

5.2.2. Schema B
Satz 5.2.5 ¢ := ATSS = SSS(SS)SS hat keine Normalform.

Beweis: Seien

D := S(S(S(ST(S(STS)S))))

M7 := SPrev(D(SPrev))
M} = DD
wobei D ein Grundterm und My := (M}, M) ein induktives Grundmuster sind. Die

Reduktionsstrategie sei weiterhin rsp () sowie ¢ € N.
Die drei benotigten Hilfsaussagen sind von der Form:
t ~¢ MY (SM?) (5.7)
VZ,¥i>0 : M.Z~“Mo'Z
¥i>0 : My(SMp)~° M (SME)
Um 5.7 zu zeigen, benétige ich 75 Reduktionen, also t —™ ' und M} (SMY) < ¢’ an Po-

sition RLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLR. Aussage 5.8 benotigt wieder nur einen
Schritt, und 5.9 schlieflich laft sich nach neun Schritten zeigen:
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* steht hier jeweils fiir einen beliebigen Term, der nicht weiter von Interesse ist. O

Offenbar muf die rechte Instanz des Musters nicht alleinstehend sein, was also zum
néichsten Schema fiihrt:

Definition 5.2.6 (Beweisschema B) Ein Beweis nach Schema B fiir eine unendliche
Reduktionskette in einem Term ¢ € L ist ein Tupel (M, ¢, K'), wobei M ein Grundmuster,
c eine natiirliche Zahl und K ein Kontext ist, so dafs gilt:

Ji,7 >0 : t~°MK[M] (5.10)
VZ,Vi>0 @ M'Z~"M7'Z (5.11)
Vi>0 : MOK[M]~s¢ M KM (5.12)

Doch auch dieser Ansatz ist immer noch nicht allgemein genug.

5.2.3. Schema C

Die unendliche Reduktionskette, die sich fiir ¢ := ATSS durch den Beweis von Satz 5.2.5
ergibt, bezeichne ich im weiteren mit k.

k ist nicht die Reduktionskette, die entsteht, wenn ¢ unendlich oft unter rsp, () reduziert
wird. Zwar wurden die Aussagen (5.7)-(5.9) tatsdchlich alle unter Verwendung der
Strategie rspa() nachgewiesen, der entscheidende Unterschied ist aber, daf ich — bzw.
mein Programm CLS — mich fiir (5.9) damit begniigt habe zu zeigen, dak M} (SM;™)
erreicht wird, und zwar nach neun Schritten an Position LLLR. Reduziert man an
dieser Position weiter, so erhilt man k.

Allerdings befindet sich der laut rspa() vorgeschriebene Redex an Position LL. Die
Reduktion dort fortzufiihren, resultiert in einer weiteren unendlichen Reduktionskette &',
die sich ebenfalls durch das Grundmuster My, beschreiben lafst, die sich aber signifikant
von k unterscheidet.

Satz 5.2.7 t:= ATSS hat eine weitere unendliche Reduktionskette k' mit dem Muster
M;.

Beweis: Seien wieder

D := S(S(S(ST(S(STS)S))))
M} := SPrev(D(SPrev))
MY := DD

Grundterm und induktives Grundmuster. Die Reduktionsstrategie sei ebenfalls rspa ()
sowie ¢ € N.
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Die benétigten Hilfsaussagen sind von der Form:

t~¢ MY (SMY) (5.13)
VZ,¥i>0 : M,Z~¢ M7 (5.14)
Vi>0 : MY(SM.)~" ML (MEF (SMEFY) (SMEHY)) (5.15)

ME (M (SMT) (SME)) ~¢ ML (SME)

Die Aussagen (5.13) und (5.14) sind identisch mit (5.7) bzw. (5.8).

Den ersten Teil von (5.15) erhilt man, indem man zunéchst an den Beweis von (5.9)
noch zwei weitere Reduktionsschritte anhingt:

) _>11 i+1
5 ) M Mz

(5.16)

M+ S
bogtmit L

Wobei * wieder bedeutet, dafs der entsprechende Subterm fiir weitere Betrachtungen
unerheblich ist.
Dank (5.14) gilt

woraus mit weiteren elf Schritten
t{) — 1 H_K\* (5.18)
ML .
S” M

folgt. O

Diese Uberlegungen beschreiben die unendliche Reduktionskette &', die genau der Re-
duktionskette entspricht, die entsteht, wenn ATSS unter rs () reduziert wird.

Aus den Sétzen 5.2.5 und 5.2.7 folgt unmittelbar:

Satz 5.2.8 Ein induktives Grundmuster kann mehrere unendliche Reduktionsketten in
Termen aus U beschreiben.

Um die aus diesem Beweis gewonnenen Erkenntnisse wieder zu verallgemeinern, definiere

ich:

Definition 5.2.9 (Beweisschema C) Ein Beweis nach Schema C fiir eine unendliche
Reduktionskette in einem Term ¢ € 4 ist ein Tupel (M, ¢, (Kq,..., K,)), wobei M ein
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Grundmuster, ¢ eine natiirliche Zahl, K ein Hauptkontert und (K, ..., K,) eine Folge
von Nebenkontexten ist, so dak gilt:

Ji,j >0 @t~ MK [M] (5.19)
VZNi>0 @ M'Z~M 7 (5.20)
Vi>0 : 1<i<n:MEK;[M/]~s¢ MK [M] (5.21)

MO, [MI] ~s® MY [MIT]

Bemerkung 5.2.10 Andere Hauptkontexte als den trivialen Kontext [| oder S[] konnte
ich bis jetzt nicht beobachten. Ist n = 1, bedeutet dies, da Teil 1 von (5.21) iiberhaupt
nicht zum Tragen kommt und der Beweis Schema B entspricht. Jedoch scheint es Terme
zu geben, die ausschlieflich unendliche Reduktionsketten mit n > 1 besitzen. In einem
solchen Fall wird (5.20) benétigt, um die Briicke zwischen allen Teilen von (5.21) zu
schlagen.

Definition 5.2.11 (Nulldurchgang) Jedes Auftreten von M? im linken Teil eines be-
teiligten Redexes, das nicht im Startterm von (5.21) enthalten ist, nenne ich Nulldurch-
gang von M.

5.2.4. Schema D

Schema C beinhaltet Schema A wie B und erlaubt bereits, einen Grofteil der Beweise fiir
unendliche Reduktionsketten in Termen aus i zu fithren. Dennoch gibt es eine weitere
Klasse von Beweisen, die nicht mit den bisherigen Methoden funktionieren.

Satz 5.2.12 ¢t := ATST hat keine Normalform.

Beweis: Sei D := S(STS)T ein Grundterm, M := (TPrev, S(T(ST)D)) ein induktives
Muster und ¢ € N. Ferner gilt:

t ~¢ M (SM)M! (5.22)
VZ9y,¥i>0 @ MTZ 7, ~" MY Z, 7, (5.23)
Vi>0 : MY(SMYM* ! e M2 (SMTT M2 (5.24)

Gleichung (5.22) zu zeigen, benotigt 25 Schritte, die ich nicht alle auffithren mdochte:

t —?
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Auch hier steht * fiir einen beliebigen Term, der nicht weiter von Interesse ist.

Fiir (5.23) reichen 2 Schritte, und (5.24) laft sich nach 5 Schritten zeigen:

MO(SMi)Mi-H
T(ST)DM™*(SM'M*)

SD(STD)M* T (SM*M*H1)

DM (STDM*™)(SM'M*1)

STSMi+! M”Q(STDMHI) (SMiMi+1)

M“2(SMP* M2 (STDM™ ) (SM'M™H1) O

A

Aus diesem Beweis ergibt sich die Definition fiir das letzte Schema:

Definition 5.2.13 (Beweisschema D) Ein Beweis nach Schema D fiir eine unendli-
che Reduktionskette in einem Term ¢ € U ist ein Tupel (M, ¢, (K7,...,K,)), wobei M

ein Grundmuster, ¢ eine natiirliche Zahl und (K, ..., K,,) eine Folge von Kontexten ist,
so dafs gilt:

Ji,j >0 @t~ MK M. .. K,[M] (5.25)

VZ,¥i >0 @ MZ ... Z,~ M7, ... 7, (5.26)

Vi>0 @ MK[M]... K,[M"] ~¢ MK MY LG, M (5.27)

Alle bisherigen Beweise haben nicht nur die Existenz einer Normalform fiir den je-
weiligen Term widerlegt, sondern ebenfalls gezeigt, wie man die zugehorige unendliche
Reduktionskette erhélt.

Die Beziehungen der einzelnen Beweismuster lassen sich sehr schon graphisch darstellen
(s. Abbildung 5.1). Dabei ist B eine Verallgemeinerung von A, und C sowie D sind
zueinander orthogonale Verallgemeinerungen von B. Es wire méglich, C und D ebenfalls
zu kombinieren; allerdings habe ich bis jetzt noch keinen Fall beobachten konnen, fiir den
dies notig gewesen wire, und das resultierende Schema wire zudem recht uniibersichtlich.

| Schema C | | Schema D |

Schema B

Schema A

Abbildung 5.1.: ,Stammbaum® der Beweisschemata
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Bis jetzt ist es nicht gelungen, eine andere Ursache fiir die Existenz unendlicher Re-
duktionsketten zu finden als induktive Grundmuster. Bei mehreren 1000 untersuchten
Grundtermen ohne Normalform aus CL(S) war es in fast allen Féllen mdoglich zu bewei-
sen, daf ein Grundmuster fiir eine unendliche Reduktionskette verantwortlich ist. Fiir
eine detaillierte Auswertung s. Abschnitt 5.8.

Die Bearbeitung einer solchen Menge von Termen war nur durch eine automatisierte
Untersuchung mittels der von mir entwickelten Software CLS moglich. CLS iibernimmt
u.a. das Finden der Muster und Beweise nach Schema C.

Die o.a. Ergebnisse veranlassen mich zu der Vermutung, daf tatséchlich immer induktive
Grundmuster dafiir verantwortlich sind, daf ein Grundterm aus CL(S) keine Normal-
form hat.

Vermutung 5.2.14 Fiir alle Terme aus 4 gibt es mindestens einen Beweis fiir die
Existenz einer unendlichen Reduktionskette nach einem der Schemata A-D. Dies
bedeutet auch, dafs zu jedem Term aus 4 ein induktives Grundmuster existiert.

Bemerkung 5.2.15 Vermutung 5.2.14 besagt, daf fiir jeden Term aus 4 mindestens
eine unendliche Reduktionskette den angegebenen Kriterien entspricht. Dalfs sich die
Vermutung fiir jede unendliche Reduktionskette halten 14fst, erscheint schwierig, da jede
beliebige Reduktionsstrategie zuléssig ist.

Eine vorsichtige Verschiarfung der Vermutung konnte in die Richtung gehen, daf fiir jede
unendliche Reduktionskette k := t; — t5 — ... ein Muster M existiert, so dafl immer
hohere Instanzen von M auftreten:

VteU:Vk:IM:Vie N:Jj e N: M Q¢ (5.28)

5.3. Reduktionsstrategien

Ein Term ¢ € 4 kann je nach verwendeter Reduktionsstrategie mehrere unendliche
Reduktionsketten haben. Dazu muf es zu einem gegebenen t; aus einer Reduktionskette
von ¢ mehr als einen Redex geben, also |[RPos(#;)| > 1. Verwendet man verschiedene,
unfaire? Reduktionsstrategien bei der Analyse eines solchen Terms ¢, wird man in der
Regel unterschiedliche induktive Muster finden.

Satz 5.3.1 Fiir £ := ATSS gibt es mehr als ein induktives Grundmuster, das eine
unendliche Reduktionskette beschreibt.

2FEine genaue Definition einer fairen Reduktionsstrategie sprengte den Rahmen dieser Arbeit. An-
schaulich ist mit fair gemeint, daf kein Redex unendlich oft nicht reduziert wird.
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Bewelis:

e Mit der Reduktionsstrategie rspa () findet sich geméf Satz 5.2.5 die erste unendliche
Reduktionskette. Das hierfiir verantwortliche induktive Muster ist My.

e Das nichste Muster wurde mittels meiner Software CLS gefunden und verifiziert,
wobei ich den automatisch generierten Beweis etwas lesbarer gemacht habe.
Seien D := S(S(S(ST(S(STS)S)))) und My := (S(DD)Prev,D(S(DD))) ein
Grundterm bzw. ein induktives Muster und ¢ € N. Wieder benétige ich drei

Hilfsaussagen:
t ~° MEM7, (5.29)
VZ,Ni >0 @ MLZ~CMptZ (5.30)
Vi>0 : MSME, ~¢ MEME! (5.31)

Die Herleitung von (5.29) erfordert etwas mehr Aufwand. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit verzichte ich darauf, die einzelnen Reduktionsschritte explizit aufzu-
listen. Die verwendete Reduktionsstrategie ist rsg;():

t =3t
M%M}, <t und zwar an Position RLRRRLRRLRLRR.

Aussage (5.30) ist wieder einfach zu zeigen:

S(DD)M%;'Z — DDZ (M ' Z)

Fiir (5.31) ersetze ich in M% den unwichtigen Teil durch :
S(S)(S(DD))M% — S % M%(S(DD)M%) — %(S(DD)M%)(M%L(S(DD)M%,))
|

Bemerkung 5.3.2 M; = M}, = S(DD)(D(S(DD))). Dann jedoch divergieren die Mu-
sterinstanzen, da sich die eine Strategie nach rechts und die andere nach links orientiert.

5.4. Anzahl aller Grundmuster

Voraussetzung fiir einen Beweis in der Art der Sitze 5.2.3 oder 5.2.5 ist natiirlich, daf
man das entsprechende Muster kennt. Beim ersten Beweis war das Muster recht leicht
zu finden, aber je grofer die Muster werden, um so uniibersichtlicher und schwieriger
wird es. Zudem gibt es unendlich viele Grundmuster, so daf der Suchraum unendlich
machtig ist.
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Satz 5.4.1 Es gibt unendlich viele Grundmuster, die unendliche Reduktionsketten in
Grundtermen in CL(S) verursachen.

Beweis: Seien in Anlehnung an den zweiten Teil des Beweises von Satz 5.3.1

D := S(S(S(ST(S(STS)S))))
(

VX € T(S,0): MY := S(DD)Prev
M% := S(SX)(S(DD))
tx = MYMj

Dann gibt es fiir alle X einen Term tx mit zugehorigem Muster My := (M}, Mgf), der
eine unendliche Reduktionskette hat, was sich jeweils analog zu Satz 5.3.1 beweisen l&ft.

Da die Menge der Grundterme aus CL(S) nicht beschrinkt ist, trifft dies auch fiir die
Menge der Muster zu, die unendliche Reduktionsketten von Grundtermen in CL(S)
verursachen. O

Bemerkung 5.4.2 Satz 5.4.1 liefse sich auch beweisen, indem man den Subterm DD
fiir M% und M% entsprechend anpakte.

5.5. Grundmuster und Normalformen

Da die induktiven Grundmuster fiir CL(S) benutzt werden, um unendliche Reduktions-
ketten zu beschreiben, konnte man davon ausgehen, dafs Basis und Korper des jewei-
ligen Musters eine Normalform haben, dafs also das Muster in Normalform ist. Wahlt
man aber beispielsweise im Beweis von Satz 5.4.1 X € i, dann ist |\/|2( nicht mehr in
Normalform, der entsprechende Beweis funktioniert trotzdem unmodifiziert. Einzig die
Reduktionsstrategie wire nicht mehr rsgy(), da diese namlich in X hinabstiege und so
ein anderes Muster fande.

Bemerkung 5.5.1 ¢ty mit X € 4 aus Satz 5.4.1 hat sogar unendlich viele unendli-
che Reduktionsketten, weil fiir die beschriebene Reduktionskette beliebig viele X als
Subterme erzeugt werden, die fiir die Fortfithrung der eigentlichen Reduktionskette be-
deutungslos sind, ihrerseits aber selbst als Startterm einer unendlichen Reduktionskette
fungieren.

Bei inneren Reduktionsstrategien ist es mir nicht gelungen, ein Muster ohne Normal-
form zu finden, das unter Beibehalten der jeweiligen Reduktionsstrategie geeignet wire,
die entstehende unendliche Reduktionskette zu beschreiben. Dies liegt daran, daf bei
den Beweisen der letzten beiden Hilfsaussagen aller Beweisschemata jeweils ein dufserer
Redex reduziert werden muf. Eine innere Reduktionsstrategie stiege aber stets zuerst
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in die Subterme des Korpers oder der Basis des Musters, die nicht in Normalform sind,
hinab.

Im Gegensatz dazu ist es bei duferen Strategien wie z.B. rspa() und rsga() moglich,
Muster ohne Normalform zu finden.

Beispiel 5.5.2 Es seien

VX4 € CL(S) : Mpa = (SPrev(Xpa(SPrev)), DX4)
tra = Mp,(SM,)

VXga € CL(S) : Mpra := (S(DD)Prev, S(SXr4)(S(DD)))
tra = MR Mpy

My 4 ist das Muster, welches unter Verwendung der Strategie rspa () in 74 die unendliche
Reduktionskette kz 4 beschreibt (vgl. Satz 5.2.7).

Mpa ist das Muster, das unter rsga() die unendliche Reduktionskette kgrq in tpa be-
schreibt. Deutlich wird das sofort aus dem zweiten Teil des Beweises von Satz 5.3.1, da
sich in diesem Fall die beiden Reduktionsstrategien rsga () und rsg;() identisch verhalten.

Fiir X, 4 und Xpg4 lassen sich jeweils beliebige Terme einsetzen, aber unter Beibehal-
tung der festgelegten Reduktionsstrategien werden genau die zugehorigen unendlichen
Reduktionsketten k;4 und kr4 von den Starttermen aus generiert.

Vermutung 5.5.3 Bei der Verwendung innerer Reduktionsstrategien fiir die Suche
nach einer unendlichen Reduktionskette gemaft Vermutung 5.2.14 sind die gefundenen
Grundmuster ausschlieflich in Normalform.

5.6. Allgemeinste Muster

Aus dem Beweis von Satz 5.4.1 geht hervor, dak es unendlich viele unendliche Re-
duktionsketten in Termen aus & gibt, fiir die jeweils ein unterschiedliches induktives
Grundmuster verantwortlich ist. Offensichtlich verhélt es sich aber so, dafs zur Beschrei-
bung einer unendlichen Reduktionskette in einem Term nicht unbedingt alle Teile eines
Musters wichtig sind (vgl. z.B. * in Satz 5.2.5), so dak sich die Frage stellt, ob es moglich
ist, die relevanten Teile eines Musters zu bestimmen. Hierbei sind mit ,relevante Teile*
diejenigen Subterme in Korper und Basis gemeint, die fiir einen Beweis nach Vermutung
5.2.14 benétigt werden.

Allerdings werde ich mich im folgenden auf Beweise nach Schema C beschrénken, was
vor allem durch die begrenzte Zeit, die mir zur Verfiigung steht, motiviert ist.

Definition 5.6.1 (Umbenennung) Sei 7(S,V) eine Termmenge und o eine Substi-
tution. o ist eine Umbenennung, wenn fiir die zugehorige Bildmenge B gilt: B C V),
wenn also Variablen ausschlieflich auf Variablen abgebildet werden.
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Definition 5.6.2 Seien M, und M, induktive Muster und o eine Substitution, die keine
Umbenennung ist. M, ist allgemeiner als My, geschrieben M, O M,, gdw. M,0 = M.

M, ist echt allgemeiner als My, geschrieben M, D My, gdw. M0 = M, und o nicht die
Identitat ist.

Bemerkung 5.6.3 Im Falle der Relation O bzw. D betrachte ich also strenggenommen
Klassen von Mustern, die bis auf eine andere Benennung der Variablen identisch sind.

Satz 5.6.4 O auf Mustern ist eine partielle Ordnung.

Beweis:
o Reflexivitit: Folgt aus der Definition, da ¢ auch die Identitét sein darf.

e Antisymmetrie: Es geniigt zu zeigen, dal O asymmetrisch ist. Seien also M, und
M, zwei beliebige Muster, fiir die M, D M, gilt, mit M,oc = M. Seien ferner
T(S,V) die Termmenge fiir CL(S) und &’ die um Prev erweiterte Signatur.

Da o nicht die Identitédt ist, gilt aufserdem:
eV, HeT(S,V): v#EL
A Pos(v, M?) = Pos(t,M}) #
vV Pos(v,M?) = Pos(t, My) # ()

A vo =1
Des weiteren gibt es keine Substitution 7, so dak t7 = v, da t € V gilt, weil fiir D
auf Mustern reine Umbenennungen unzuléssig sind.
Hieraus folgt: M, 2 M,.

e Transitivitdt: Seien M,, M, und M, drei beliebige Muster, fiir die M, O M, und
M, O M, gilt. Die zugehérigen Substitutionen seien o und 7, mit M,o0 = M, bzw.
MbT = Mc.

Damit existiert ebenfalls p = 7 o0 o, also die Komposition von 7 und o, so daf
M,p = M.. O
Satz 5.6.5 D auf Mustern ist eine Striktordnung.

Beweis: Laut Definition ist D irreflexiv. Die Transitivitit folgt aus dem Beweis von
Satz 5.6.4. O

Bemerkung 5.6.6 Im folgenden sind auch Muster, die Variablen enthalten, fiir einen
Beweis nach Schema C zulissig. Aussage (5.19) muft dementsprechend um eine Substi-
tution o erweitert werden:

Ji,j7>0: t ~ o(M' K [M]) (5.32)
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An dieser Stelle sei angemerkt, daf Variablen — ohne die Zuhilfenahme einer Substitu-
tion — Reduktionsketten terminieren kénnen. Z.B. enthélt der Term ¢ = axyz € CL(S)
keinen Redex. Wendet man aber ¢ mit ac = S auf ¢t an, so erhélt man toc = Szyz, das
natiirlich einen Redex enthélt.

Definition 5.6.7 (TBMK) Seien ¢ € 4, M ein Muster, K := (K3, ..., K,) ein Haupt-
sowie n — 1 Nebenkontexte und B := {Bj, By, B3} ein Beweis im Sinne von Definition
5.2.9 — modifiziert durch Bemerkung 5.6.6. Die B; entsprechen den Hilfsaussagen (5.32),
(5.20) und (5.21). Dariiberhinaus sei k£ die unendliche Reduktionskette in ¢, die durch
M, K und B beschrieben wird.

Das Tupel (¢, B,M, K) nenne ich TBMK beziiglich k.

Definition 5.6.8 Seien v := (¢, B;,M,, K,) und y = (t,, B,,M,, K,) zwei TBMK
beziiglich der Reduktionskette k. x ist allgemeiner als y, geschrieben z O y, gdw.

o l,=1t, K, =K,
e M, O M, mit M;7 = M, und

e B, auch mit M, ,funktioniert“. D.h., wenn o, und o, die Substitutionen gemafs
(5.32) aus Bemerkung 5.6.6 fiir B, ; bzw. By sind, dak es die Substitution ¢ mit
0,00 = 0, gibt, womit o (MLK,1[MJ]) = M K, 1[M?] gilt, und daB B, > bzw. B, 3
sich ohne Substitution mit den gleichen Reduktionen wie B, » bzw. B, 3 beweisen
lassen.

Bemerkung 5.6.9 7 und o aus Definition 5.6.8 sind identisch.

Definition 5.6.10 (Allgemeinstes TBMK) Sei X} die Menge aller TBMK beziig-
lich der Reduktionskette k. Das allgemeinste TBMK beziiglich k ist m)in (Xk).

Satz 5.6.11 Das allgemeinste TBMK beziiglich einer Reduktionskette & ist bis auf
Umbenennung eindeutig bestimmt (vgl. Bemerkung 5.6.3).

Beweis: Die Menge aller TBMK X, beziiglich einer beliebigen, aber festen, unendlichen
Reduktionskette k ist fiir O konnex, da es geméf Definition 5.6.8 fiir zwei x,y € X mit
x # y eine Substitution geben mufs, damit entweder x O y oder y O x. Zudem ist X,
endlich, da es nur eine endliche Anzahl Kombinationsmé&glichkeiten von Subtermen aus
Beweisen oder Mustern gibt, die sich durch Variablen ersetzen lassen. Mit Bemerkung
1.3.10 folgt die Behauptung. O

Definition 5.6.12 (Allgemeinstes Muster) Sei x ein allgemeinstes TBMK beziig-
lich irgendeiner unendlichen Reduktionskette mit zugehorigem Muster M. M ist ein
allgemeinstes Muster.
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Allgemeinste Muster, ausgehend von einem beliebigen TBMK, lassen sich ohne den
,2Umweg" {iber das allgemeinste TBMK mit folgendem Algorithmus finden:

Algorithmus 5.6.13 Sei x = (¢, { By, By, B3}, M, K) ein TBMK. Das allgemeinste Mu-
ster M' zu x erhéilt man, indem man B, und Bs, also die Reduktionen entsprechend (5.20)
bzw. (5.21) auf benttigte Terme hin untersucht. Dabei sind fiir einen Subterm s diese
Félle zu unterscheiden:

1. s wird in B, oder Bj; als Kombinator verwendet.

2. s wird im letzten Term von Bj als Teil des Koérpers von M bendétigt, um die
nichsthohere Instanz zu erreichen.

Die Gesamtheit der Subterme des Musterkorpers ohne Prev bezeichne ich von nun
an als Restkérper.

U.U. wird mehr als eine nichsthohere Musterinstanz erzeugt, d.h., es kann also
mehrere Restkorper geben, die moglicherweise von verschiedenen Anfangstermen
abgeleitet wurden.

3. s wird nicht verwendet.

1 1aft sich {iberpriifen, indem jeder Subterm der Startterme von By und Bj individuell
markiert wird. Neue Knoten, die im Laufe der Reduktionen entstehen, erhalten keine
Markierung. Wird ein Term s im Laufe des Beweises bendtigt, werden die entspre-
chende Markierung sowie die Markierungen aller Terme s’ mit s < s’ aus der Liste der
unbenutzten Terme entfernt.

Nun miissen die Restkorper in den Endtermen von B3 mit dem Restkérper im Startterm
von By verglichen werden. Terme, die man im Laufe von By benotigt, miissen auch in
Bj erhalten bleiben, und umgekehrt.

Allerdings ist es moglich, daf einige Teilterme miteinander ,synchronisiert werden miis-
sen. Zum einen kann es am Ende von B3 mehrere Musterinstanzen geben, und zum
anderen tritt bei einem Nulldurchgang im Laufe von Bjs ein weiteres Vorkommnis der
Basis des Musters auf. Wurde also ein Term eines Vorkommnisses im Laufe des Be-
weises benotigt, so mufs auch der entsprechende Term des Partner-Vorkommnisses als
unbrauchbar markiert werden.

Alle Subterme aus den jeweiligen Auftreten von Basis und Korper des Musters, die
schlieflich als unbenutzt markiert sind und deren Positionen sich aufen befinden, kann
man durch Variablen ersetzen, wobei auch hier gleiche Terme durch gleiche Variablen
ersetzt werden miissen. O
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Beispiel 5.6.14 In Anlehnung an Satz 5.2.3 seien:

t = S(SS)(SS)(S(SS)(S9))

B = {B;=(51),By=(5.2),B;=(5.3)}
M := (SSPrev,S(SS)(SS))
K =]

Und somit sei x := (¢, B,M, K) ein TBMK beziiglich der Reduktionskette k, die sich
aus Satz 5.2.3 ergibt. Das allgemeinste TBMK beziiglich & sei weiterhin z’.

Das allgemeinste Muster M’ erhalte ich durch die Analyse von B, und Bs entsprechend
Algorithmus 5.6.13 (vgl. Abbildung 5.2):

Herleitung unbenutzte Terme
F/O\D
- VA ¢
Bl i Z ) Ny s
S S
10~ i
X
B3 1/:\/7.\4;5 - ;m\ >2i [273747576777 9]
S 203 S S 293 495
S'S SS SS

Abbildung 5.2.: Allgemeinstes Muster finden

Der Restkorper in By wird durch die Terme [A,B] gebildet. In Bj sind es [2,3] bzw.
[4,5]. Fiir B3 wird damit die Liste der unbenutzten Terme zu [3,5, 6].

Daraus folgt, M" = (SZPrev, S(SZ)(SZ)).

Bemerkung 5.6.15 Obige Rechnungen waren eigentlich nicht in CL(S), da dessen
Signatur keine Markierungen vorsieht. Jedoch l&ft sich leicht eine eindeutige Abbildung
zwischen markiertem und unmarkiertem CL(S) konstruieren.

Bemerkung 5.6.16 Eine markierte kombinatorische Logik dient dazu herauszufinden,
ob Terme im Laufe einer Reduktion benutzt werden oder nicht. Bei Algorithmus 5.6.13
wird an jeder unbenutzten und beziiglich Préfixordnung minimalen Position (die Position
ist also aufsen) eine Variable eingesetzt. Dies entspricht der Konstruktion einer ,Overlap
Closure®, die sich bei Zantema und Geser in [ZG96] finden.

Alle Begrifflichkeiten, die ich im Laufe dieses Abschnitts eingefiihrt habe, sollen die
Arbeit mit unendlichen Reduktionsketten und den zugehorigen Mustern und Beweisen
erleichtern. Die Grundidee, die hinter dem Konzept der allgemeinsten Muster steckt, ist,
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,Bausteine“ zu identifizieren, mit denen sich die unendlichen Reduktionsketten endlich
beschreiben lassen. Sehr schon wére in diesem Zusammenhang die Aussage gewesen,
daf die Menge der allgemeinsten Muster endlich ist. Denn dann liele sich fiir jeden
Term aus 4 durch simples Ausprobieren aller allgemeinsten Muster eine unendliche
Reduktionskette im Sinne von Vermutung 5.2.14 finden — vorausgesetzt natiirlich, daf
die Vermutung selbst stimmt.

Wie der folgende Beweis zeigt, ist die Menge der allgemeinsten Muster unendlich, und
zwar deshalb, weil es Grundmuster gibt, die mit ihren allgemeinsten Mustern iiber-
einstimmen. Dies bedeutet, daf im Laufe eines Beweises nach Schema A,B,C oder D
tatsachlich alle Subterme des Musters zum Erreichen der jeweils néchsten Instanz be-
notigt werden.

Satz 5.6.17 Die Menge der allgemeinsten Muster ist unendlich.

Beweis: Es sei C := (TPrev,STS) ein Grundmuster. Sei auferdem fiir alle n € N
M,, := (SPrev(S(SC"(SPrev))), SC"(SC")) ein Grundmuster.

Es gilt:

Vi>0,VYX,Y : CXY ~ C XY (5.33)
VX,Y : C°XY ~ Y(X(SX)Y) (5.34)

(5.33) laft sich in zwei Schritten zeigen, und (5.34) gilt wegen

C°XY — TX(SX)Y — S(SX)(X(SX))Y
— SXY(X(SX)Y) = X(X(SX)Y)(Y(X(SX)Y))

Ferner zeige ich, dak fiir alle n fiir M,, die Teile zwei und drei eines Beweises nach Schema

C gelten (vgl. Definition 5.2.9 bzw. (5.20) sowie (5.21)) und zwar mit Hauptkontext S[],
Nebenkontext SC"(S[]) und ¢ € N:

VZNi>0 @ M Z~CMZ (5.35)
Vi>0 : MY(SM:)~»°M:(SC"(SM)) (5.36)
M3, (SC™ (SM},)) ~¢ M (SM;)
(5.35) zeigt man in einem Schritt. Fiir (5.36) ist folgende Aussage hilfreich:

MYZ — C"Z(SC"Z) ~ C°Z(SC"Z) ~ SC"Z(Z(SZ)(SC"Z)) (5.37)

(5.33) (5.34)

Nun It sich (5.36) zeigen. Ubergang Haupt-/Nebenkontext:

M, (SM,) 7 SM;, (S(SM;,))(SC™(SMy,)) ~ M, (SC"(SM,))

(5.37
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Ubergang Neben-/Hauptkontext (nach wiederholter Anwendung von (5.35)):

M3 (SC"(SM,))
~ SC”(SMZ)(S(SC”(SMZ)))(SC”(SC”(SMZ)))
~  C"(S(SC"(SM

~  C(S(SC™(SM

n)

(5.33) ”))
)

(

) n
)( (S( C”(SMZ))))
= C'(S(SC™(SM;))M;

~  S(SC"(SMy))(S S(SC“(SI\/I’))))Mi;+1
~  SC*(SM!)ME!

= C"MF(C"(SMy,)

~  COMEFL(C™(SMY))

~ - MTH(SMT)

Wichtig ist festzustellen, daft im Laufe der obigen Reduktionen alle Subterme des Mu-
sters M,, benotigt wurden. Es lassen sich also zu den entsprechenden Starttermen mit
den Gleichungen (5.35) und (5.36) unendlich viele unendliche Reduktionsketten bewei-
sen, wobei sich die M,, jeweils nicht weiter verallgemeinern lassen. O

Mit einem allgemeinsten Muster ist es moglich, ganze Klassen von Termen geméfs Ver-
mutung 5.2.14 zu beweisen. Offenbar ist die Struktur von CL(S) trotz ihrer Einfachheit
aber so méchtig, dafl im Laufe der Aufzédhlung von 4 immer wieder Terme auftauchen,
die sich nicht auf einen bereits untersuchten Term zuriickfiihren lassen.

Der vorangegangene Beweis zeigt eine Richtung, in der weitergeforscht werden konnte,
um mit Mustern unendliche Reduktionsketten doch zu beschreiben, ndmlich ,Muster in
Mustern®.

5.7. Wachstum

Definition 5.7.1 Sei R ein kombinatorisches TES € CL und ¢ := XY ein Term. Unter
Riickgriff auf Definition 2.2.6 von depth() sei:

depthy,(t) := depth(X)
depthgr () := depth(Y")

In [Wal97| definiert Waldmann eine dhnliche Funktion fiir CL(S):
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Definition 5.7.2 Seien X und Y Grundterme aus CL(S):

d(XY) = 1+d,(Y)
Mit Hilfe von d,() beweist er folgenden Satz, den ich hier ohne Beweis zitiere:

Satz 5.7.3 Sei t — t; — to — t3 — ... eine unendliche Reduktionskette in CL(S).

ri ) rs3 T4

Seien 1, 79,73 ... die jeweils reduzierten Redexe. Dann gilt: lim sup (d,(r;)) — oc.
1—00

Aus Satz 5.7.3 folgen sofort:

Korollar 5.7.4 Fiir eine unendliche Reduktionskette in CL(S) mit Redexen
1,T9,T3, ... st depth(r;) nicht beschriankt.

Korollar 5.7.5 Fiir eine unendliche Reduktionskette in CL(S) mit Redexen
T1,T9,T3, ... 18t size(r;) nicht beschrankt.

Korollar 5.7.6 Fiir eine unendliche Reduktionskette in CL(S) mit Redexen
T1,T9, T3, ... ist length(r;) nicht beschrankt.

In allen bisher untersuchten Termen aus U besteht die unendliche Reduktionskette bei
feststehender Reduktionsstrategie im wesentlichen aus paarweise auftretenden Instanzen

eines Grundmusters M zusammen mit einem Kontext K; in der Form Mi/olzl[Mj]' Dabei
mufs stets so lange reduziert werden, bis ¢ = 0 ist, um j+ 1 zu erreichen. D.h., es scheint
stets die Basis von M fiir das Erzeugen der nichsthoheren Musterinstanz verantwortlich
Zu sein.

Da MK [M’] — zwar nicht immer, aber hiufig — einen Redex bildet, und somit in der
Redexfolge einer unendlichen Reduktionskette immer wieder auftaucht, liegt es nahe,
sich linken und rechten Teilterm in den Redexen getrennt anzusehen.

Das Erreichen der Musterbasis in der Redexfolge lafst sich fiir den Term
S(SS)(SS)(S(SS)(SS)) aus Satz 5.2.3 sehr schon graphisch darstellen, da es aufser
Termen mit zwei Musterinstanzen keine weiteren Redexe gibt. Abbildung 5.3 zeigt, wie
sich die Tiefe des jeweils linken Teilterms der Redexe verhlt: depthy, (MK [M7]) fallt
immer wieder auf depth(M°) zuriick.

Anders sieht es hingegen aus, wenn man die Tiefe des gesamten Redexes betrachtet, also
depth(M*K[M’]). Abbildung 5.4 ist zu entnehmen, daf die Tiefe des rechten Teilterms
und somit des Gesamtredexes sogar monoton wichst (vgl. auch Abbildung B.1).

Reduktionsketten anderer Terme, wie z. B. AAA, bezeugen die Existenz mindestens eines
Nulldurchgangs, wie aus Abbildung B.2 ersichtlich ist. Der hier nicht ganz so regelméfige
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Abbildung 5.3.: STT(STT), rspa(), Schrittweite 1, depthy,(r;)

Verlauf wie in Abbildung 5.3 ist der Tatsache geschuldet, daf auch noch andere Redexe
als solche, die aus zwei Musterinstanzen nebst einem eventuellen Kontext bestehen, an
der Reduktionskette beteiligt sind. Fiir weitere Wachstumsfunktionen s. Anhang B.

Insgesamt liegt die nichste Vermutung ,auf der Hand:

Vermutung 5.7.7 (Sublinearitéit) Sei t € 4 ein Term und t — t; — to — t3...

r1 T2 r3
die zugehorige unendliche Reduktionskette mit den Redexen ry, 79, r3, ... unter einer

festgelegten Reduktionsstrategie. Fiir die Funktion depthy,(r;) gilt:

lim inf depthy, (r;) < oo (5.38)
11— 00
lim sup depthy, (r;) = co (5.39)
1—00
Ve > 0:3ip:Vi>idy : depthy(r;) <ci (5.40)

Die ersten beiden Gleichungen bedeuten, dafs immer wieder absolut kleine Werte vorkom-
men, die Funktion aber trotzdem nicht nach oben beschrinkt ist. Die dritte Gleichung
besagt, dafs depthy (r;) echt schwicher wichst als jede lineare Funktion.

Am interessantesten sind vom Standpunkt dieser Arbeit aus sicherlich (5.38) und (5.39),
denn daraus folgte mit einiger Sicherheit, daf fiir jeden Term aus 4 mindestens ein
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Abbildung 5.4.: STT(STT), rspa(), Schrittweite 5, depthgr(r;)

induktives Muster existiert, das eine unendliche Reduktionskette verursacht. Auferdem
stiitzen beide Gleichungen die Beobachtungen, daf depthy,(r;) zwischen einer konstanten
unteren Schranke und einer einhiillenden Funktion, die wie O(v/i) wiichst, oszilliert.

Die Nichtexistenz von Schleifen in CL(S) liefse sich aus (5.40) folgern, denn eine mehr-
fach durchlaufene Schleife bedeutete ein lineares Wachstum der Funktion depthy,(r;)
(vgl. auch Satz 4.4.8).

5.8. Auswertung

Da es sehr miithsam ist, eine gréfsere Anzahl Terme aus 4 manuell zu untersuchen, habe
ich die Software CLS entwickelt, die das Finden von Mustern, Beweisen und allgemeinsten
Mustern automatisiert.

Zu einem gegebenen Term ¢ € 4 findet CLS ein induktives Grundmuster M und liefert Be-
weise nach Schema A, B oder C, dafs M in ¢ eine unendliche Reduktionskette beschreibt.
Beweise nach Schema D konnte ich aus Zeitgriinden leider nicht mehr implementieren.

In einem zweiten Bearbeitungsschritt berechnet CLS das allgemeinste Muster nach Al-
gorithmus 5.6.13.
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Fiir eine detaillierte Beschreibung der Interna von CLS sei auf Kapitel 6 und fiir die
Benutzerdokumentation auf Anhang C verwiesen.

Die Dateien mit den errechneten Resultaten sind auf der CLS-Homepage (http://www.
doerges.net/cls) zu finden.

5.8.1. Grundmuster und automatische Beweise

Mit Hilfe von CLS habe ich alle Terme der Léngen 7-11 aus 4 untersucht (insgesamt
8629 Terme).

Die Parameter (vgl. Kapitel 6) fiir die einzelnen Suchldufe von cls waren:
Suchstrategie: TDDynamic

Verifikationsstrategie: And [Weak,Strong,Iter]

Reduktionsstrategie: LeftMostOuterMost und ggf. RightMostInnerMost

Reduktionsschritte 50, wobei bei Nichterfolg auf 100 und anschliefsend auf 150 erhéht
wurde

Gelegentlich habe ich Schrittzahl und verwendete Reduktionsstrategie manuell variieren
miissen.

Insgesamt wurden in allen Fallen Muster gefunden, jedoch gelang nicht immer ein Be-
weis. Die entsprechenden Zahlen sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt.

length(t) 7| 8 9 10 11
Gesamtzahl 2141|276 | 1481 | 6829
verifiziert 1 2| 33| 255 | 1357 | 6366
verifiziert 2 0| 4| 10 51 | 224
verifiziert 3+ 0] O 0 2 4
unvollstindiger Beweis | 0 | 4| 11 71| 235
kein Beweis 0] O 0 0 0
ohne Muster o] o] o] o] o]

Tabelle 5.1.: Unendliche Reduktionsketten fiir ¢ € 4, untersucht mit CLS

Als kurze Erlauterung zu den einzelnen Tabellenzeilen:

Gesamtzahl: Untersuchte Terme der gegebenen Léinge aus 4U; hier gleichzeitig die Menge
aller Terme der gegebenen Linge aus 4

verifiziert 1,2, 3+: Es wurde ein Beweis gefunden, dak ein, zwei, drei oder mehr Muster
eine unendliche Reduktionskette verursachen.
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unvollstindiger Beweis: cls konnte zwar ein Muster, aber nur einen unvollstdndigen
Beweis fiir eine unendliche Reduktionskette finden. ,,Unvollstindig” bedeutet, daf
die Teile 1 und 2 gemifs Schema C gezeigt werden konnten und dafs Teil 3 we-
nigstens soweit gezeigt werden konnte, dafl immer hohere Instanzen des Musters
auftreten. (vgl. Abschnitt 6.5)

In der Regel deutet dies auf einen Beweis nach Schema D sowie in Ausnahmefillen
auf einen Beweis nach Schema C, der mehr als einen Nulldurchgang erfordert (was
CLS leider ebenfalls nicht beherrscht).

kein Beweis: bedeutet, dak ein Muster, aber kein Beweis gefunden werden konnte.

Der iiberwiegende Teil der Terme, die in der Zeile ,unvollstindiger Beweis* aufgefiihrt
werden, sind Terme wie ATST (vgl. Satz 5.2.12). Fiir die Liangen acht und neun sind
die Terme explizit in Tabelle 5.2 bzw. 5.3 gelistet.

ATST
STSSST
S(AT)SS
S(STSS)SS

Tabelle 5.2.: Alle t € 4 der Linge 8, fiir die CLS keinen Beweis findet

(ATST)
(STSSST)
(S

(S

(AT)SS)

(STSS)SS)
STST
ST(ST)ST
ATSTS
STSSSTS
S(ST(ST))SS
S(AT)SSS
S(STSS)SSS

S
S
S
S
A

Tabelle 5.3.: Alle t € 4 der Lange 9, fiir die CLS keinen Beweis findet

Dabei féllt auf, dak sich die Terme der Linge acht in héchsten zwei Schritten auf ATST
zuriickfithren lassen und daf in acht Termen der Linge neun jeweils ATST der fiir die
unendliche Reduktionskette verantwortliche Subterm ist. Fiir die restlichen drei gilt:

S(ST(ST))SS — ST(ST)ST — A(STS)T

In A(STS)T laft sich mit demselben Muster wie schon fiir ATST eine unendliche Re-
duktionskette beweisen.
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Besagtes Muster Matgt := TPrev, S(T(ST)(S(STS)T)) wurde in allen 15 Féllen durch
CLS gefunden (s. auch Satz 5.2.12 bzw. |Zac78|).

Fiir die iibrigen Terme ohne vollstindigen Beweis der Lingen zehn und elf findet CLS
in 254 Fillen exakt das Muster MatsT und in 15 weiteren Féllen acht Muster, die vom
selben Typ sind, da der Korper ebenfalls TPrev und die Basis SX mit X € CL(S) ist
(s. Tabelle A.2).

Fiir ¢ := TXY Z, mit X,Y, Z € CL(S), gilt nimlich ¢t =2 YZ(XY Z), so dak (5.26) aus
Schema D (Definition 5.2.13) auf jeden Fall funktioniert.

Was die 37 verbleibenden Terme (s. Tabelle A.3) betrifft, konnte CLS leider keinen
Beweis fiir eine unendliche Reduktionskette finden, was aber damit zu begriinden ist,
dak alle Beweise gemifs Schema C jeweils zwei Nulldurchginge bendétigen und dieses
in CLS (noch) nicht implementiert ist. Die gefundenen Muster sind ebenfalls korrekt.
Manuelle Beweise sind auf jeden Fall machbar, fiihrten hier jedoch zu weit.

Um die Untersuchungen abzurunden, habe ich grofe Zufallsterme durch CLS bearbeiten
lassen (s. Tabelle 5.5). Da bereits ein vergleichsweise kleiner Teilterm dafiir ausreicht,
daf der gesamte Term keine Normalform besitzt, ist der ,durchschnittliche* Term aus
CL(S) nicht in Normalform. Die Ergebnisse fiigen sich nahtlos in die bisherigen ein, da
es CLS sogar gelungen ist, in jedem Fall einen Beweis zu finden.

Durch meine Resultate sehe ich die Vermutung 5.2.14, dafs ndmlich die Reduktionsketten
in Termen aus i in der beschriebenen Art und Weise im wesentlichen auf induktiven
Grundmustern beruhen, eindeutig erhértet.



56 Kap. 5 Unendliche Reduktionsketten

5.8.2. Allgemeinste Muster

Insgesamt wurden durch CLS 8611 Beweise geméf der Schemata A, B und C gefunden,
die sich durch 560 allgemeinste Muster beschreiben lassen (vgl. Tabellen 5.4 und A.4).

length(t) < Gesamt mit Var. ohne Var.
AM | Beweise || AM | Beweise | AM ‘ Beweise
7 1 2 1 2 0 0
8 17 43 13 36 4 7
9 81 318 68 280 13 38
10 || 217 1783 || 193 1601 24 182
11 || 560 8611 || 491 7773 69 838

Tabelle 5.4.: Verhiltnis allgemeinste Muster zu Beweisen nach Termlidnge

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dafs vergleichsweise wenige allgemeinste Muster benotigt
werden, um alle Beweise zu fithren. In der Spalte ,ohne Var.“ sind diejenigen Grundmu-
ster zusammengefafst, die gleichzeitig ihr allgemeinstes Muster sind, die sich also nicht
weiter verallgemeinern lassen.

Es wird klar Satz 5.6.17 bestétigt, dafk die Menge der allgemeinsten Muster unendlich ist.
Hier bedeutet dies, daf der Quotient 22 d‘;raiﬁlie:%Zis:geM“mr bei steigender Termgrofe
nicht gegen 0 strebt.
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Kapitel 6
Software CLS

6.1. Einleitung

Dieses Kapitel erldutert die technischen Seiten der Software CLS, die im Rahmen dieser
Arbeit entstand. Ich mochte gleich an dieser Stelle betonen, daf grofe Teile von CLS
— anders als der Name vielleicht vermuten lafst — fiir beliebige Basen aus CL einsetzbar
sind. Ferner laft sich CLS nicht nur in Form der beiden Programme cls und ana
verwenden, sondern die einzelnen Module lassen sich sehr gut mit einem interaktiven
Haskellinterpreter wie z. B. Hugs oder GHCi einsetzen (s. [JP99] oder [GHCO01]). Ebenso
ist es moglich, die von mir geschriebenen Module als Bausteine anderer Programme zu
nutzen.

Der Schwerpunkt der folgenden Betrachtungen liegt auf Algorithmen, die spezifisch fiir
CL(S) sind, und zwar

e dem automatischen Finden von Grundmustern, die unendliche Reduktionsketten
in Termen aus CL(S) verursachen,

e der anschlieffenden Verifikation, daf diese Muster tatsédchlich fiir eine unendliche
Reduktionskette verantwortlich sind, und

e der Herleitung allgemeinster Muster.
Die iibrigen Module stelle ich lediglich grob vor.

Fiir ein detailliertes Verstiandnis der Module von CLS ist eine Auseinandersetzung mit
dem Quellcode sowieso unumgénglich. Immerhin habe ich alle Module sehr ausfiihrlich
mit Kommentaren versehen, so dafs eine Einarbeitung mdoglich sein sollte.

Quasi als Gegenstiick zu diesem Kapitel ist Anhang C als Benutzerdokumentation ge-
dacht.

CLS wurde in der funktionalen Programmiersprache Haskell in der Sprachfassung 98 (s.
[JH99|) geschrieben. Dafiir gab es verschiedene Griinde; der Hauptgrund war jedoch
die enge Verwandtschaft zwischem dem funktionalen Programmierparadigma und der
kombinatorischen Logik. So war es oft moglich, Definitionen o.4. direkt in ein Modul
zu libernehmen.

59
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6.2. Grundlegende Datenstrukturen und Funktionen

Die wichtigste Datenstruktur ist sicherlich Expr, die einen Term einer beliebigen kom-
binatorischen Logik darstellen kann. Die Definition ist in Types.hs:

data Expr = Var Integer
| Com Combinator
| App { left :: Expr
, right :: Expr }

| Col { pattern :: Pattern —— "collapsed" following this pat.
, args :: [Expr] —— how to instanciate the vars
, iteration:: Integer —— for 2nd order patterns only
, hasredex :: Bool
, reps :: Integer —— no. of repetitions
, Spine :: Direction —— into what dir. reps where found
} —— Lif reps ==1

| PatPrev

Die meisten Felder diirften selbsterklirend sein. PatPrev darf nur zur Definition eines
Musters eingesetzt werden. Es entspricht dem in Definition 4.4.1 eingefiihrten Prev.
Variablen miissen fortlaufend — mit 1 beginnend — durchnummeriert werden.

Ein Kombinator besteht aus:

data Combinator = Combinator { cname :: String
, carity :: Integer
, cbody :: Expr —— after reduction

, cinfo :: String }

Durch den Typ Combinator wird gleichzeitig auch die komplette Ersetzungsregel defi-
niert. Fiir die linke Seite reichen dank der Linkslinearitit aller kombinatorischen Logiken
in CL (vgl. Definition 2.4.7) der Name des Kombinators und seine Aritét. Die rechte
Seite wird durch cbody angegeben.

Der wichtigste Kombinator in dieser Arbeit ist (s. Datei Combinators.hs):

s = Combinator
{ cname = "s", cinfo = "Starling"
, carity = 3
, cbody = App (App (Var 1) (Var 3)) (App (Var 2) (Var 3))
} :: Combinator

Der letzte Typ, der sich ebenfalls in der Datei Types.hs befindet, dient der Reprisen-
tation von Mustern:
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data Pattern = Pattern { pname :: String
, parity :: Integer —— no. of variables
, porder :: Integer —— 0,1,2
, pbody :: Expr
, pbase :: Expr 1} —— 2nd order patterns only

Das wichtigste Datenfeld hier ist porder, das Werte aus {0, 1,2} annehmen darf. Ein
Pattern der Ordnung

e 0 entspricht einer Abkiirzung fiir einen Grundterm (vgl. z.B. 4.2.1).

e 1 bedeutet, dak es fiir einen beliebigen Term, also einen Term mit Variablen, stehen
kann.

e 2 schlieflich steht fiir Muster geméaf Definition 4.4.1.

Das Feld pbase mufl nur fiir Pattern 2. Ordnung ausgefiillt werden und parity muf
gleich der héchsten Variable oder 0 sein.

Nachfolgend zwei Beispiele aus Patterns.hs, die sich an Definition 4.2.1 bzw. Satz 5.2.3
anlehnen:

Beispiel 6.2.1 A := SSS:

a = Pattern { pname = "A"
, parity = 0
, pbody = App (App (Com s) (Com s)) (Com s)
, porder = 0
, pbase = error "Pattern a: pbase for 2nd order patterns only!"
} :: Pattern

Beispiel 6.2.2 X := (SSPrev, STT):

x = Pattern { pname = "X"
, parity = 0
, pbody = App (pbody t) PatPrev
, porder = 2

, pbase = unLeftSpine [(Com s), (pbody t), (pbody t)]
} :: Pattern

Die Module Expr.hs und Pattern.hs fassen jeweils die entsprechenden Typen sowie
verschiedene Manipulations- und Informationsfunktionen auf den Typen zusammen, et-
wa depth :: Expr — Integer oder subExpr :: Expr — Posn — Maybe Expr.
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In der Datei Match.hs finden sich die notwendigen Funktionen, um mit bekannten Mu-
stern arbeiten zu konnen. Der prominenteste Typ dieser Datei ist

data Match = Match {mposn :: Posn —— Position of the match
,mreps :: Integer —— No. of reps
,mdir :: Direction —— Dir. of reps
,mlrpo :: Bool —— Last repetition points opposite ?
,margs :: [Expr]  —— Values of variables (if any)
,minst :: Integer} —— Instance/ iteration for 2nd order pat

der im wesentlichen dazu dient, Position, Instanz und Substitution nach Definition 4.4.6
zu spezifizieren.

Die Funktion match :: Expr — Pattern — [Match] liefert fiir einen Term und ein
Muster alle passenden Instanzen, wobei Instanzen, die Teile einer hoheren Instanz sind,
nicht extra zuriickgegeben werden.

Alles, was der Auseinandersetzung mit Redexen, Reduktionsketten o.&. dient, ist in
Reduce.hs zu finden.

Um eine — moglicherweise unendliche — Reduktionskette zu einem Startterm zu erzeugen,
ist reduces :: Expr — ReductionStrategy — [Exprl] gedacht. Die gewiinschte Re-
duktionsstrategie wird durch einen Parameter vom Typ

data ReductionStrategy = LeftMostOuterMost
| LeftMostInnerMost
| RightMostOuterMost
| RightMostInnerMost
| Head

spezifiziert.

Das Hauptmodul fiir das Programm cls findet sich in den Dateien Main.hs und
Option.hs bzw. in den Dateien Analyze.hs und Analyze_Option.hs fiir das Hilfs-
programm ana.

6.3. Finden

Das Modul Search ist in der Datei Search.hs definiert. Da ich mehrere Ansftze zum
Suchen von Grundmustern in unendlichen Reduktionsketten in CL(S) implementiert
habe, gibt es mittels des Datentyps

data SearchStrategy = TDStatic —— reduce once

| TDDynamic —— search in reduction chain
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| BUDissectByDepth —— try only subexps as possible bases
| BUUserBases —— user specified possible bases

eine entsprechende Auswahlmoglichkeit.

Grundsatzlich mufs zwischen ,top-down*- und ,bottom-up“-Ansétzen unterschieden wer-
den.

Die Idee, die beiden bottom-up-Ansitzen zu Grunde liegt, ist, zunéchst die Basis eines
Musters zu finden. Alle Subterme eines vorgegebenen Elements der Reduktionskette
werden dazu gezihlt; Subterme, die im Vergleich zu anderen hiufiger auftreten, sind mit
einer hoheren Wahrscheinlichkeit wichtige Bestandteile eines Musters. Alle Subterme,
deren Héaufigkeit iiber einer bestimmten Schwelle liegt, werden als Basis eines Musters
genommen. Nun werden die Kontexte jedes Auftretens — bis zu einer einstellbaren Tie-
fe — der angenommenen Basis miteinander verglichen. Die am h&ufigsten vorkommende
Teilmenge dieser Kontexte wird als Korper angenommen.

Der Unterschied zwischen BUDissectByDepth und BUUserBases besteht lediglich darin,
welche Subterme fiir das Histogramm zuléssig sind, auf dessen Grundlage die Basis
ausgewahlt wird.

In der Praxis hat sich leider gezeigt, daf die bottom-up-Ansétze lediglich fiir Muster mit
einem Prev einigermafen brauchbare Ergebnisse liefern. Grundsétzlich werden n&mlich
viel zu viele falsche Muster erzeugt, die in nachfolgenden Verifikationsschritten wieder
herausgefiltert werden miissen.

Der Ansatz TDStatic liefert keine wesentlich besseren Ergebnisse als die beiden vor-
herigen. Er versucht, erst den Korper eines Musters zu bestimmen und anschliefsend
die Basis. ,Static soll darauf hindeuten, daf wiederum nur ein vorgegebenes Element
der Reduktionskette untersucht wird. Die zugehorige Funktion findPatternsTDStatic
nimmt an, daf jedes (linke) Riickgrat, das einen Redex enthélt, also Terme der Form
C;X;...X,, eine Instanz eines Musters ist. Eine entscheidende Schwiche dieses Ansat-
zes ist aber, daf alle moglichen Kombinationen fiir die Position(en) von Prev durchpro-
biert werden miissen, um auf diese Weise den Musterkorper zu finden. Schon fiir die
Tiefe drei gibt es schlimmstenfalls 15 (wenn man die Wurzelposition () wegldft, noch
14) Positionen. Die Kardinalitit der Potenzmenge einer Menge mit 14 Elementen ist
214 — 16384.

Die einzige Methode, die befriedigende Ergebnisse liefert, ist TDDynamic (vgl. Abbildung
6.1). Auch sie versucht, zunéchst den Korper und dann die Basis zu finden. ,Dynamic*
bedeutet, dak eine Folge von Redexen betrachtet wird. Und zwar werden dicht bei-
einander liegende Paare von Redexen, R;, R; — genauer (linke) Riickgrate, die einen
Kopfredex haben — untersucht. Die entscheidende Annahme dabei ist, dafs zwei korre-
spondierende Subterme, m; und m;, aus diesem Paar jeweils eine Instanz des gesuchten
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Musters sind. m; wird in m; gesucht und fiir jeden Treffer wird Prev eingefiigt. Auf
diese Weise kann der Korper des Musters gefunden werden. Die Basis wird auf diesel-
be Art und Weise bestimmt wie bei der Methode TDStatic, ndmlich mit der Funktion
checkPatternBodyAndGetPatternBase :: Expr — Expr — Maybe Expr.

<— ¢ Schritte —
R R; Reduktionskette

N
Z; /(D\Z
S‘g(Q;\ s"p, Q

Abbildung 6.1.: Muster mit TDDynamic finden

Wichtig zu erwéhnen ist, daf alle Suchmethoden lediglich mogliche Muster liefern.

Unabhéngig von der eingesetzten Suchstrategie werden alle gefundenen Muster
durch die Funktion filterAndRankPatterns :: [(Pattern,a)] — [(Pattern,a)l]
einer ersten Vorauswahl unterzogen. Beispielsweise werden Doubletten oder Mu-
ster mit definitiv falschen Korpern oder Basen aussortiert. Auferdem eliminiert
removeLessGeneralAndScore diejenigen Muster, deren Instanzen durch ein allgemei-
neres Muster beschrieben werden.

6.4. Verifizieren

Nachdem ein potentieller Kandidat fiir ein Muster gefunden wurde, ist zu zeigen, dafs
mit diesem Muster tatsédchlich eine unendliche Reduktionskette im dazugehorigen Term
beschrieben werden kann. Die dafiir n6tigen Funktionen sind in Verify.hs implemen-
tiert, und zwar

e verifyPatternIter
e verifyPatternTDDynamic
e verifyPatternStrong

Um in iibergeordneten Modulen eine Wahlmoglichkeit zur Verfiigung zu stellen, gibt es
den Datentyp

data VerificationStrategy = None —— don’t verify at all
| Weak  —— verifyPatternTDDynamic
| Strong —— verifyPatternStrong
| Tter —— verifyPatternlter

| And [VerificationStrategy]
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wobei And dazu dient, verschiedene Tests miteinander zu kombinieren.

verifyPatternIter reduziert einen gegebenen Ausdruck und gibt in festen Abstinden
die hochste Musterinstanz aus. Allerdings wird nicht der komplette Term aus der Re-
duktionskette untersucht, sondern lediglich die Redexe, da die héchsten Musterinstanzen
in der Regel an den Redexen beteiligt sind.

verifyPatternTDDynamic  wurde speziell fiir die Zusammenarbeit mit
findPatternsTDDynamic geschrieben. Es werden lediglich zwei Tests ausgefiihrt,
die fiir den Fall eines positiven Ergebnisses ein starkes Indiz dafiir sind, dal das Muster
eine unendliche Reduktionskette fiir den zu untersuchenden Term beschreiben kann.
Fallt der Test jedoch negativ aus, kann nicht ausgeschlossen werden, dafs das Muster
trotzdem eine unendliche Kette erzeugt.

Zum einen wird der ,abwirts gerichtete* Schritt nach Gleichung (5.20) gepriift und zum
anderen wird untersucht, ob sich aus M°Z. eine hohere Musterinstanz finden 1aRt. Z; ist
der Teil von R; aus Abbildung 6.1, der zum Mustersuchen nicht herangezogen wird, von
dem aber ebenfalls anzunehmen ist, dafl er eine Musterinstanz enthilt. Im Gegensatz
zum ersten Test wird der zweite nicht symbolisch, sondern mit Ausdriicken aus der
Reduktionskette durchgefiihrt.

verifyPatternStrong geht analog zu Schema C nach Definition 5.2.9 vor, mit der Ein-
schrinkung, daf als Hauptkontext lediglich der triviale Kontext oder S[| erlaubt sind.
Es wird zunédchst versucht, eine paarweise Instanz des Musters zu finden (Gleichung
(5.19)). Danach iiberpriift man, ob die abwérts gerichtete Reduktion durchgefiihrt wer-
den kann (Gleichung (5.20)) und zum Schluf wird versucht, die aufwérts gerichtete zu
zeigen (Gleichung (5.21)). Der erste Teil des Beweises arbeitet mit der tatséchlichen
Reduktionskette, die letzten beiden werden symbolisch durchgefiihrt. Fiir den dritten
Beweisteil gilt die Einschrinkung, daf maximal ein Nulldurchgang erlaubt ist. Nicht un-
erwihnt bleiben soll der funktionsinterne Parameter maxSymRed, der die letzten beiden
Teile des Beweises steuert und per Kommandozeilenoption kontrolliert werden kann.

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dal die Beweise, die durch
verifyPatternStrong gefiihrt werden, zwar korrekt sind, es jedoch hinsichtlich der
Reduktionsstrategie Unterschiede geben kann (vgl. z.B. Satz 5.2.7).

6.5. Allgemeinste Muster

Der eigentliche Algorithmus, nach dem allgemeinste Muster gefunden werden, wurde
bereits in Kapitel 5 beschrieben (s. Algorithmus 5.6.13). Er ist im Modul Result.hs in
der Funktion resultToMostGeneralPattern zu finden.

In Result_Type.hs findet sich neben den Datentypen Proof und Result der Typ Found
mit
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data Found = FOK —— In order : Best first .

| FLikelyOK
| FKO
| FNone

deriving (Eq,Ord)

Alle drei Typen dienen dazu, die Resultate von cls zu beschreiben. Enthéilt ein Objekt
vom Typ Result den Wert

FOK, dann bedeutet dies, daf fiir den entsprechenden Term mindestens ein Muster
gefunden wurde, das beweisbar zu einer unendlichen Reduktionskette fiihrt.

FLikelyOK heifit, dafs der Beweis vmtl. gefiihrt werden konnte, und zwar nach
Schema D oder nach Schema C mit mehr als einem Nulldurchgang. Genau-
er gesagt, miissen verifyPatternTDDynamic und die ersten beiden Beweise in
verifyPatternStrong erfolgreich gewesen sein.

Leider beriicksichtigt der Parser fiir die Beweise (proof in Result_Read.hs) die
Ausgabe von verifyPatternTDDynamic noch nicht, sondern nimmt per Default
immer an, daf das entsprechende Ergebnis erfolgreich war. Dies ist deswegen
keine besondere Einschrinkung, da die Voreinstellung von cls eine Priifung mit
verifyPatternTDDynamic immer vorsieht und auch nur entsprechende Beweise in
der Ausgabe auftauchen.

FKO schliefllich bedeutet, daf zwar ein Musterkandidat gefunden wurde, der Beweis
aber nicht gefithrt werden kann (und daher der Musterkandidat ziemlich sicher
nicht zu einer unendlichen Reduktionskette paft).

Auf den Werten von Found ist eine Ordnung definiert mit FOK als bestem Wert. Dies
ist hauptsichlich zum Filtern der Resultate (z.B. mit ana) interessant, da ein Filter
vom Wert FLikelyOK so gedacht ist, daf fiir den jeweiligen Ausdruck mindestens ein

Resultat mit FLikelyOK, aber kein besseres vorhanden sein darf.

Das Modul Result_Read definiert einen Parser, der die Ausgabe des Programms cls

lesen kann, um sie anschlieffend mit ana weiterverarbeiten zu kénnen.

Label.hs bietet Funktionen, die notig sind, um mit markierter kombinatorischer Logik
zu arbeiten, z.B.

6.6.

label :: Expr — Expr
reducel :: Expr — ReductionStrategy — Maybe (Expr,Label).

Potential

Die Programme cls und ana haben im Rahmen dieser Arbeit zu meiner vollen Zufrie-

denheit funktioniert, jedoch gibt es in jedem Fall noch Spielraum fiir Verbesserungen.
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Insbesondere sollte c1s auch Beweise nach Schema C mit mehr als einem Nulldurchgang
sowie Beweise nach Schema D fiithren konnen. Des weiteren wire eine durchgéngigere
Benutzung der Typen aus Result_Type.hs insbesondere in den Modulen Search und
Verify sehr anzustreben.

Vielleicht kann auch bei der Laufzeit noch einiges eingespart werden, da die Untersu-
chung einiger weniger Terme besonders lange dauert (vorzugsweise im Zusammenhang
mit der Reduktionsstrategie RightMostInnerMost).

Eine genaue diesbeziigliche Auflistung findet sich in den Dateien TODO und
KNOWNPROBLEMS.

Zum Schluf mdéchte ich auf die Homepage von CLS verweisen:

http://www.doerges.net/cls.






Kapitel 7

Zusammenfassung

Ziel der Arbeit war es, unendliche Reduktionsketten zu untersuchen, um so ein méogliches
Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem in CL(S) voranzubringen.

Das Verstéandnis unendlicher Reduktionsketten ist unabdingbar fiir die Beschreibung un-
endlicher Normalformen, mit deren Hilfe wiederum das Wortproblem entschieden werden
konnte.

Haupthilfsmittel bei meinen Betrachtungen waren induktive Muster, mit denen sich zum
einen die Existenz unendlicher Reduktionsketten in CL(S) beweisen &t und mit denen
sich zum anderen eben diese unendlichen Reduktionsketten charakterisieren lassen.

Neben vielen kleineren Aspekten, die ich untersucht habe, habe ich verschiedene Arten
fiir die Beweise unendlicher Reduktionsketten klassifiziert und starke empirische Indizien
dafiir zusammengetragen, daf diese Klassifizierung vollstandig ist (s. Vermutung 5.2.14).

Zudem ist die Grundidee stets dieselbe, so daf Struktur der Beweise sowie die Reduk-
tionsketten selbst unabhidngig vom gewahlten Beweisschema eng miteinander verzahnt
sind. Beide beruhen darauf, dafs immer wieder paarweise Instanzen eines induktiven
Musters (u.U. mit einem zusétzlichen Kontext) vorkommen, die gemeinsam fiir das Er-
reichen der nidchsthéheren Instanz sorgen. Dazu oszilliert die linke Instanz im Laufe der
Reduktionskette regelméfig zwischen 0 und O(y/n) (vgl. Vermutung 5.7.7).

Liefse sich tatséichlich beweisen, daft dies immer so ist, wére iibrigens auch gleich die
Schleifenfreiheit von CL(S) gezeigt.

Als Hilfsmittel im Rahmen dieser Arbeit ist die Software CLS entstanden, die Finden
von Mustern und Beweisen unendlicher Reduktionsketten automatisiert. Anders wiren
die vielen tausend Beweise gar nicht machbar gewesen. So ist es mir u.a. gelungen, die
Arbeit von Zachos |Zac78| fast vollsténdig per Computer nachzuahmen (s. Tabelle A.1).

Uber die Untersuchung unendlicher Reduktionsketten mittels Mustern hinaus habe ich
versucht, den ,Bausteinansatz“ durch das Konzept der allgemeinsten Muster fortzufiih-
ren. Allgemeinste Muster entstehen aus einem Beweis zu einer unendlichen Redukti-
onskette, in dem alle unnétigen Subterme des entsprechenden Musters durch Variablen
ersetzt werden. So wird das Muster auch fiir andere Beweise verwendbar.
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Allerdings ist die Klassifikation durch allgemeinste Muster noch nicht ausreichend, da
ich mit Hilfe von ,Mustern in Mustern“ zeigen konnte, dafs die Menge der allgemeinsten
Muster unendlich ist (vgl. Satz 5.6.17).

Dementsprechend wire eine Richtung fiir weitere Untersuchungen, nach Méglichkeiten
zu forschen, allgemeinste Muster weiter zusammenzufassen.

Unabhéngig davon ist der Minimalautomat fiir das Halteproblem in CL(S) bekannt (s.
[Wal97]) und somit auch das syntaktische Monoid der Sprache. Es wére interessant zu
untersuchen, ob zwischen den von mir identifizierten Beweisschemata und Klassen des
Monoids Zusammenhénge bestehen.
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Anhang A

Musterlisten

In diesem Abschnitt finden sich verschiedene Tabellen mit Resultaten meiner Software
CLS.

Tabelle A.1 gibt die Ergebnisse der Untersuchung aller Terme aus il der Léngen sieben
und acht mit cls wieder, um zu verdeutlichen, dafs fast simtliche Resultate von Zachos
aus |Zac78] maschinell gefunden werden konnten.

Mit ,Kontext” ist der Hauptkontext im Sinne von Definition 5.2.9 gemeint. Nulldurch-
giange und Nebenkontext(e) sind nicht extra angegeben. ,Red.-Schritte* bezeichnet die
Obergrenze, bis zu der cls gesucht hat.

Die verwendeten Abkiirzungen fiir Grundterme sind

B := ST
C := S(S(S(ST(S(8TS)8))))

Tabelle A.1.: Resultate von CLS

Term ‘ Kontext ‘ Red.-Strat. ‘ Red.-Schritte ‘ Ergebnis

ATSS 0 | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (CQ))

BSSSS 0 | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (CQ))

S(ATSS) I | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (CQ))

S(BSSSS) | | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (CQ))

SASB I LA | 50 | OK
S B Prev, S B

SASA I LA | 50 | OK
SAPrev, S (SA) (SA(SA))

ABT 0 LA | 50 | OK
T Prev, SBT
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Tabelle A.1.: Resultate von CLS (Fortsetzung)

Term ‘ Kontext ‘ Red.-Strat. ‘ Red.-Schritte ‘ Ergebnis

AAT 0 | LA | 50 | OK
TPrev, B(SAT)

BSTT 0 | LA | 50 | OK
T Prev, TBT

S(SA)ST I | 50 | OK
T B Prev, S B (T B)

S(BS)ST I | 50 | OK
B Prev, TBB

S(BS)ST 0 | 50 | OK
B B Prev, B (T B B)

STTST 0 | 50 | OK
TPrev, B(SAT)

ATST S[] | LA | 50 | vmtl. verif.
TPrev, S(TB(S(BS) T))

SBSST 0 | LA | 50 | OK
T Prev, TBT

BSSST S[] | LA | 50 | vmtl. verif.
TPrev, S(TB(S(BS)T))

A(SB)S 0 | RI | 50 | OK
S (S Prev) (S Prev (S (S Prev))), S(SB) S

A(SA)S 0 | RI | 50 | OK
S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))), S(SA) S

A(BS)S I | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (C Q))

BSBS S[] | RI | 50 | OK
S Prev (S (S (SBS) (S Prev))), S (SBS) (S (SBS))

BSAS 0 | RI | 50 | OK
S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))), S(SA) S

S(SA)TS I | 50 | OK
SAPrev,S (SA) (SA (SA))

ATTS 0 | 50 | OK
T(STT)SPrev, S(T(STT)S) (SA(T(STT)S))

SBSTS S[] | RI | 100 | OK
S Prev (S (S (T (B'S)) (S Prev))), S (T (B S)) (S (T (BS)))

SASTS S[] | RI | 100 | OK
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Tabelle A.1.: Resultate von CLS (Fortsetzung)

Term ‘ Kontext ‘ Red.-Strat. ‘ Red.-Schritte ‘ Ergebnis
S Prev (S (S (B S) (S Prev))),
S(S(BS)(S(BS))(S(S(BS)(S(BS)))

BSSTS 0 | LA | 50 | OK
T(STT)SPrev, S(T(STT)S) (SA(T(STT)S))

S(S(SA)SS|] | LA | 50 | OK
T B Prev, S B (T B)

S(S(BS)SS|] | LA | 50 | OK
B Prev, TB B

S(S(BS)SS|] | LA | 50 | OK
B B Prev, B (T B B)

S(STT)SS |] | LA | 50 | OK
T Prev, B(SAT)

S(AT)SS S|] | LA | 50 | vmtl. verif.
TPrev, S(TB(S(BS)T))

S(SBS)SS | | LA | 50 | OK
TPrev, TBT

S(BSS)SS |9 | LA | 50 | vmtl. verif.
TPrev, S(TB(S(BS)T))

BBSS 0 | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (C Q))

ABSS 0 | RI | 100 | OK
S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))),
S(S(S(5BS))S)(B(S(S(SBS))S))

AASS 0 | RI | 50 | OK
S Prev (T Prev), T (B (T T))

SBTSS 0 | RI | 50 | OK
S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))), S (SA) S

BSTSS 0 | RI | 100 | OK
S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))),

B(S(S(T(BS))S)

S(SB)SSS |9 | RI | 100 | OK

S Prev (S (S (T (B S)) (S Prev))),
S(T(BS) (5(T(BS)))
S(SA)SSS |9 | RI 100 | OK

S Prev (S (S (BS) (S ‘Prev))),
S(S(BS)(S(BS)) (S(S(BS)(S(BS)))
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Tabelle A.1.: Resultate von CLS (Fortsetzung)

‘ Term ‘ Kontext ‘ Red.-Strat. ‘ Red.-Schritte ‘ Ergebnis
S(BS)SSS |] | LA | 50 | OK
T(STT)S Prey,

S(T(STT)S)(SA(T(STT)S))

STTSSS 0 | RI | 50 | OK
S Prev (T Prev), T (B (T T))

ATSSS 0 | RI | 50 | OK
S (CC) Prev, C (S (CC))

SBSSSS 0 | RI | 100 | OK

S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))),

B(S(S(T(BS))S)

I | RI | 50 | OK
S (C C) Prev, C (S (CQ))

BSSSSS

In Tabelle A.2 sind alle 15 Terme der Léngen zehn und elf, sortiert nach Mustern
(insgesamt acht), fiir die die Beweise der unendlichen Reduktionsketten nach Schema D
ablaufen und die als Musterbasis weder Mgt = S(T(ST)(S(STS)T) noch die reduzierte
Form S(S(S(BS)T)(B(S(BS)T))) haben.

Die vier Terme A(S(BS)T)S, A(SBS)T, B(SB)ST und S(B(SB))SS finden sich in der
Tabelle doppelt, da es fiir sie (mindestens) zwei Muster gibt.

Last, but not least, sei angemerkt, dak die Basis des Musters (TPrev, S(B(TB)(S(SBS)T)))
keine Normalform hat (daher auch nur fiir Adufere Strategien von CLS gefun-
den wurde) und daf sich die Basis von (TPrev,S(T(S(BS))T)) in die Basis von
(TPrev, S(B(S(BS)T))) iiberfiihren 1&£t.

Tabelle A.2.: t € i sortiert nach Mustern, Beweise ver-
mutl. nach Schema D

M =(T Prev, S (T (S (BS) T))) |1
SB(S(BS) T

M —(T Prev, S (B (S (B S) T))) |1
SA(S(BS)T

M —=(T Prev, S (S (B S) T)) E
BS(S(BS)T)

M —(T Prev, S (S (BA) (S (S(BS)T)S))) |1
A(S(BS)T)S

M —=(T Prev, S(S(S(SBS)T)(B(S(SBS)T)))) 3
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Tabelle A.2.: t € 4 sortiert nach Mustern, Beweise ver-
mutl. nach Schema D (Fortsetzung)
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In der Tabelle A.3 sind die 37 Terme — sortiert nach vier Mustern, fiir die CLS keinen
Beweis finden konnte. Alle betreffenden Beweise fiir die Existenz unendlicher Redukti-
onsketten nach Schema C erfordern namlich zwei Nulldurchgénge, was CLS (leider) noch
nicht beherrscht.

Tabelle A.3.: ¢ € U sortiert nach Mustern, (noch) keine
Beweise durch CLS gefunden

(S (S (S (S Prev) (T (S Prev)))) (S Prev (S (S (S Prev) (T (S Prev))))), 23
S(S(BS)(TT)(S(TT)(S(BS)(TT)))
S(AT)AS)

S (B S S) S)
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Tabelle A.3.: ¢t € U sortiert nach Mustern, (noch) keine
Beweise durch CLS gefunden (Fortsetzung)
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Tabelle A.4 enthilt die haufigsten allgemeinsten Muster, sortiert nach der Anzahl der
zusammengefaliten Beweise.

Tabelle A.4.: Haufigste allg. Muster mit Zahl der be-
schriebenen Beweise

‘ Allgemeinstes Muster Beweise
(S X Prev, S(SY) (S X)) 1066
(SX Prev, SY (SZ(S(SU) (S X)))) 263
(S Prev (X Prev), SY (S (S 2) (T X))) 235
(TXSPrev, S(TYS)(S(TZ)(TXS))) 210
(SX Prev, SY (S (S 2) (S X))) 180
(S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))), S (SA) S) 175
(S X Prev, T (S (S X)) (S X)) 174
(T X Prev, S(SY) (T X)) 164
(SX Prev, S(SY) (S(T Z) (S X))) 153
(S X Prev, S(S(TY)) (S(T Z) (S X))) 149
(SX Prev, SY (S(T (S ZU)) (S X))) 137
(SPrev (S(S(BS)(SPrev))),S(S(BS)(S(BS))) X) 134
(S (S (S Prev)) (S Prev (S (S Prev))),S (S X) (S(S(T(BS)))S)) 121
(S X Prev, S (S X) (S X)) 112
(S X Prev, S(SY) (S (T Z 8S) (S X))) 112
(B (T X) Prev, TY ( ( X))) 103
(S Prev (X Prev), SY (SZ (S(SU) (T X)))) 103
(S Prev (X Prev), SY (S(S(S Z2) (T X)) U)) 101
(SX Prev, SY (SZ (S(TU) (S X)))) 101
(S(SX)Prev, T(S(SY)) (S (S X))) 96







Anhang B

Redexwachstum

Die folgenden Graphiken wurden automatisch als Eingabedateien fiir Gnuplot erzeugt,
das dann die Interpolation iibernahm. Um eine gewisse Ubersichtlichkeit zu wahren,
sind die tatsdchlichen Datenpunkte nicht immer extra markiert. Aus demselben Grund
wurden teilweise auch eine geringere Anzahl an Redexen oder eine grofere Schrittweite
gewahlt. | Schrittweite n bedeutet, dafs aus der Reduktionskette der jeweils nte Redex
betrachtet wurde.

Als Ergidnzung zu den Abbildungen 5.3 und 5.4 visualisiere ich noch das Wachstum fiir
die Tiefe des kompletten Redexes der unendlichen Reduktionskette von STT(STT) (s.
Abbildung B.1).

Bei den weiteren Abbildungen beziehen sich jeweils drei auf dieselbe Reduktionskette.
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Abbildung B.1.: STT(STT), rspa(), Schrittweite 1, depth(r;)
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Abbildung B.3.:

AAA, rsy,a(), Schrittweite 1, depthg(r;)
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Abbildung B.4.: AAA, rspa(), Schrittweite 1, depth(r;)

Das zum Term AAA gehorige Muster ist Y := (APrev, SA(SAA)) und die Tiefe der Basis
ist somit fiinf.

In Abbildung B.2 wird allerdings der Wert zwei sehr oft erreicht. Dies liegt daran,
daf die Redexfolge nicht nur aus paarweisen Musterinstanzen besteht, sondern immer
wieder Zwischenschritte ausgefiihrt werden miissen. So ist jede Musterinstanz Y’ mit
¢t > 0 nicht in Normalform. Der linke Teil des entsprechenden Redexes ist A, wodurch
sich das hiufige Auftreten der Zwei erkldren laft. Die absteigenden lokalen Maxima
sind bei depth(SY*(SY*)) und somit proportional zur Tiefe von Y*.

Dak es jede Serie fallender Extrema zweimal zu geben scheint, liegt daran, dafs fiir den
Beweis der Existenz der zugehorigen unendlichen Reduktionskette ein Nulldurchgang
benotigt wird. Auferdem unterscheidet sich die erste von der jeweils zweiten Serie
durch eine zusétzliche vier.

Der unmittelbar vor vier liegende Wert wird {ibrigens durch einen Term erzeugt, der die
nachsthohere Instanz des Musters gar nicht beinhaltet. Erst die darauffolgenden zwei
bzw. der nichste Tiefenwert beruhen auf der néchsthéheren Instanz.

Das Wachstum in Abbildung B.5 kann auf den ersten Blick linear aussehen. Erhoht
man jedoch die Schrittzahl, zeigt sich, daf die einhiillende Funktion nicht linear, sondern
schwécher wéchst.
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Abbildung B.5.: ATSS, rspa(), Schrittweite 1, depthy,(r;)
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Abbildung B.6.: ATSS, rspa(), Schrittweite 1, depthg(r;)
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Abbildung B.7.: ATSS, rspa(), Schrittweite 1, depth(r;)






Anhang C

Dokumentation zu CLS

Das Programmpaket CLS besteht aus den zwei Programmen cls und ana. Nachfolgend
findet sich eine Ubersicht iiber die Einsatzmdglichkeiten beider Programme. Allerdings
1kt dieses Kapitel sicherlich manches Detail vermissen, da CLS in den letzten Wochen
verschiedene Metamorphosen durchlaufen mufte.

C.1. cls

cls ermdglicht den Umgang mit Termen, unendlichen Reduktionsketten, Mustern sowie
den entsprechenden Beweisen. Es kennt vier Hauptmodi:

match: In jedem Eingabeterm wird nach allen angegebenen Mustern gesucht und ent-
sprechende Listen mit Matches werden ausgegeben.

find: In jedem Eingabeterm wird nach Mustern gesucht, die eine unendliche Reduk-
tionskette verursachen (kénnen). Zudem wird anschliefend — je nach Wert der
Option --veristrat — fiir jedes gefundene Muster versucht zu beweisen, dak es
zum gegebenen Startterm tatséchlich zu einer unendlichen Reduktionskette fiihrt.

Da u.U. pro Programmstart mehrere Suchldufe moglich sind, zdhlt cls mit, fiir
welchen Term bereits ein Muster nebst Beweis gefunden wurde. Diese Terme
werden bei folgenden Suchldufen nicht weiter beriicksichtigt, auch wenn die Muster
zu keinem Beweis fiihren.

verify: Fiir jede Kombination aus Term und Muster wird ein Beweis probiert, ob das
jeweilige Muster eine unendliche Reduktionskette verursacht.

hasnf: Dieser Teil wurde nicht von mir geschrieben, sondern von Johannes Waldmann
im Rahmen seiner Dissertation [Wal97].

Gibt zu jedem Eingabeterm einen Wahrheitswert aus, ob der Term eine Normal-
form hat, oder nicht.

Daneben gibt es noch eine ganze Reihe von Optionen, mit deren Hilfe das Verhalten
eines oder mehrerer Modi beeinflufst werden kann:
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Alle mit --exp beginnenden Schalter dienen dazu, die Ausdriicke anzugeben, die
untersucht werden sollen. --expFromFile nimmt an, dafs in der einzulesenden
Datei pro Zeile ein Ausdruck steht. Leer— und mit ’#’ beginnende Zeilen werden
ignoriert. --expEnumByDepth zéhlt alle Terme aus CL(S) auf, deren Tiefe im
angegebenen Intervall liegt. -expEnumZachos zdhlt alle Terme aus CL(S) auf,
deren Linge im angegebenen Intervall liegt, mit der Einschrinkung, daf die Terme
keine Normalform haben.

Mit --pat beginnende Schalter dienen dazu, die Muster anzugeben, die unter-
sucht werden sollen. Sie werden jedoch nur in den Modi --match und --verify
beriicksichtigt.

Die Schalter --basx* spezifieren die Basen fiir den Modus --find. Dies macht aber
nur Sinn, wenn als Suchstrategie (mittels --searchstrat) BUUserBases gewéhlt
wurde.

--maxred gibt die Obergrenze vor, die fiir alle Reduktionen gilt. Groéfere Werte
erh6hen natiirlich die Rechenzeit, aber auch die Chance, Muster zu finden. Der
Defaultwert ist tendenziell zu niedrig eingestellt.

Wenn --steps > 1 ist, wird fiir den Modus --find die maximale Zahl von Re-
duktionen erst nach der angegebenen Zahl von Schritten erreicht. Z.B. werden
mit --maxred=150 und steps=3 erst 50, dann 100 und zum Schlufs 150 Schrit-
te als Obergrenze festgelegt. Dies ist vor allem deshalb sinnvoll, weil sich die
meisten Muster schon mit einer relativ kleinen Schrittzahl finden lassen und die
Suchfunktionen immer bis zur maximalen Schrittzahl reduzieren.

--redstrat und --searchstrat dienen dazu, die jeweilige Strategie festzulegen,
was natiirlich nicht fiir jeden Modus sinnvoll ist.

--veristrat wihlt ebenfalls die entsprechende Strategie. =~ Werden ,w‘eak
und ,s‘trong gleichzeitig angegeben, dann wird ein Beweis als gut bewertet,
wenn eine der beiden Verifikationsmethoden (verifyPatternTDDynamic oder
verifyPatternStrong) erfolgreich war.

--alsotryrmim ist ebenfalls nur fiir den Modus --find relevant. Ist als Redukti-
onsstrategie LeftMostOuterMost gewdhlt, so bestimmt dieser Parameter, ob zu-
satzlich auch RightMostInnerMost versucht werden soll.

--maxcontextdepth und --maxdissectdepth sind fiir den Modus --find, wenn
als Suchstrategie eine bottom-up-Strategie gewéhlt wurde.

--individual schlieflich sorgt dafiir, dafs pro bearbeitetem Ausdruck eine eigene
Datei angelegt wird, in die die Ergebnisse geschrieben werden. Der Dateiname
wird aus dem Ausdruck gebildet.
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C.2. ana

ana wurde im wesentlichen programmiert, um allgemeinste Muster nach Algorithmus
5.6.13 zu finden; quasi nebenbei erledigt es aber auch alle Auswertungs- und Statistik-
arbeiten.

In jedem Fall erwartet es als Eingabedatei(en) die Ausgabe von cls, die mittels
--output oder --individual in eine Datei umgeleitet werden kann.

Wie auch bei cls wird die Arbeitsweise von ana durch Modi gesteuert:

statistic sortiert die Eingabeterme der Linge nach und gibt aus, wie viele Terme ins-
gesamt bearbeitet wurden, fiir wie viele ein Muster mit giiltigem Beweis, fiir wie
viele zwei Muster mit giiltigem Beweis bzw. fiir welche Terme kein Muster mit
giiltigem Beweis gefunden werden konnte etc. Fiir genauere Erlduterungen sei auf
Abschnitt 5.8 verwiesen.

filter filtert die Resultate nach dem Typen Found und gibt jeweils die zugehorigen Terme
aus (s. auch Abschnitt 6.5).

mgp sucht fiir jede Eingabe (fiir jedes TBMK) das allgemeinste Muster. Der Output
erfolgt sortiert nach allgemeinsten Mustern mit einer Liste von Termen, fiir die
das allgemeinste Muster hilft, eine unendliche Reduktionskette zu beweisen.

list gibt die Ergebnisse von cls formatiert aus. Allerdings werden nur die jeweils besten
Resultate fiir jeden Ausdruck genommen. Fiir den Fall, daf es mehrere gleich gute
Resultate gibt, werden diese alle ausgegeben (s. z.B. Tabelle A.1).

Neben den Modi gibt es auch fiir ana weitere Optionen:

e Mit Hilfe der Option --format kann Einfluf auf das Ausgabeformat (normal oder
IXTEX) genommen werden, was insbesondere fiir Tabellen sehr niitzlich ist.

e Alle mit --f beginnenden Optionen sind fiir die Beeinflussung des Filters gedacht
(etwa, um nur Resultate von Termen einer bestimmten Lénge zu beriicksichtigen).
Wird eine Filteroption mehrfach angegeben, so werden die entsprechenden Filter
mit einem logischen Oder verkniift. Aufserdem ist als erstes Zeichen eines Filters
ein ! zuléssig, das den entsprechenden Filter invertiert.

e --assumeweaktrue nimmt an, dal die Verifikation des Beweises durch
verifyPatternTDDynamic erfolgreich verlaufen ist, da der entsprechende Output
z.Z. nicht gelesen wird. Die Voreinstellung von cls (einstellbar iiber --veristrat)
ist entsprechend gewihlt.
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