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1 Einleitung

1.1 Zusammenfassung

Steuerbarkeit im engeren Sinne befasst sich mit der Formulierung und Loésung von Kon-
trollproblemen (auch Steuerungs- oder Regelungsproblem genannt). Bei Kontrollproble-
men geht es vor allem um die Frage, inwiefern sich ein System iiber die Steuervariablen
so beeinflussen lésst, dass sein Verhalten einem vorgegebenen Muster moéglichst nahe
kommt. In dieser Arbeit befassen wir uns im ersten bzw. im zweiten Kapiel mit der ex-
akten Randsteuerbarkeit der Wellengleichung bzw. der exakten Randsteuerbarkeit von
jeweils BE!'-Gleichung und EPD?-Gleichung. Dabei handelt es sich um die Existenz und
die Konstruktion einer auf dem Randgebiet definierten Steuerfunktion, die das Steue-
rungsproblem zu einem festen Zeitpunkt in einen gewiinschten Zielzustand tiberfithren
kann. Da die Lésung des Problems von dem Funktionenraum der Anfangsdaten abhingig
ist, hdngt somit auch die Losung von dem Raum der Steuerfunktion ab. Das Steuerungs-
problem bzw. die gegebenen Anfangsdaten und die gesuchte Steuerfunktion miissen in
geschickten Riumen interpretiert werden. Anhand der HUM-Methode?, diese Methode
geht zuriick auf das in [6] beschriebene HUM-Prinzip, kénnen wir diese Rdume definieren
oder wenigstens charakterisieren. Im vierten Kapitel untersuchen wir mit dem bereits
erlduterten HUM-Prinzip die exakte Steuerbarkeit von zwei gekoppelten Wellengleichun-
gen. Im fiinften Kapitel kehren wir dann zu der urspriinglichen Wellengleichung zuriick
und untersuchen dabei ihre innere exakte Steuerbarkeit*. Bei diesem handelt es sich um
die Existenz einer, im Inneren vom gegebenen Gebiet definierten, Steuerfunktion.

! Bernoulli-Eulersche

2Euler-Poisson-Darboux

3"Hilbert Uniqueness Method"nach J.-L.Lions
4internal exacte controllability



1.2 Funktionalanalytische Grundlagen

Sobolev-Raume

Sobolev-Réume spielen eine herausragende Rolle bei der modernen Behandlung partieller
Differentialgleichungen. Dies betrifft sowohl die Analysis, als auch die numerische Lo6-
sung, sowie darauf aufbauende Disziplinen wie zum Beispiel die optimale Steuerung par-
tieller Differentialgleichungen. Der Begriff der klassischen Losung stellt sich dabei als zu
eng heraus. Sobolev-Raume sind geeignete Funktionenrdume, um schwéchere Losungsbe-
griffe zu definieren. Die in diesem Abschnitt dargestellten mathematischen Definitionen
und Sétze sind wesentlicher Bestandteil der Funktionalanalysis und in zahlreichen Ar-
beiten in verschiedener Allgemeinheit zu finden. Es werden nur die Begriffe vorgestellt,
die in dieser Arbeit verwendet werden und damit fir das Verstdndnis notwendig sind.

Definition 1 (Sobolev-Raum) :
Setm € NU{0}, 1 < p < oo, Q@ C R"™. Der Sobolevraum W"P(Q) besteht aus allen
u € Ly(Q), u: Q — R, fiir welche die schwachen Ableitungen 0*u bis zur m-ten Ordnung
existieren und in L,(Q) liegen, d.h.:

WmP(Q) = {u € Lp(Q) : 8% € Ly(Q) ¥]a| <m}.

Definition 2 (Schwache Ableitung) :
Es seien u,w € LY(Q). Wir erkliren:

Oiu = w Schwach@/uaicpd:c:—/wtpdx, Vo € C(Q)
Q Q

und wir bezeichnen w als i-te, schwache, verallgemeinerte Ableitung von w. Fir héhere
Ableitungen sei zundchst a = (o, ... ,an) ein Multiinder. Seien ferner uw € LY¢(S)
Q C R"™. Die Funktion w heifit die a-te, schwache, verallgemeinerte Ableitung von u, in
Zeichen: 0%u = w, gdw. gilt:

/uaacpdz: = (—1)|a/wg0d:n, Vo € C°(9).
Q Q

Definition 3 (Norm in W™P(Q)) :
Die Riume W™P(Q) werden mit den folgenden Sobolev-Normen versehen

1

P

el = / S loru@)dz | = [ S ocully | . firi<p<o

Q lal<m la|<m

Y=

Ist p = +o0, dann ist’ : ||ullm.co = Z HaauuL“(Q)'

laj<m

PEsist L®(Q) = {f : Q= R: ||lul|p=(q) < +00} mit
llul| Lo () = esssup,eqlu(z)| = {inf M > 0: Ju(z)| < M fi. in Q}.



Bemerkung 1 :
Fiir p = 2, schreibt man auch H™(Q) := W™2(Q).

Satz 1 :
Fir 1 <p < oo ist W™P(Q) ein Banachraum.

Satz 2 :
H™(Q) := W™2(Q) ist ein Hilbertraum beziiglich des Skalarproduktes:

() = / S (8%u)(8%) d.

Q lal<m

Definition 4 :
WP () := Abschluss von C°(Q) in W™P(Q), d.h. bzgl. der Norm ||.||m.p-

Folgerung 1 :
WP () ist ein abgeschlossener Teilraum von W™P(Q).

Satz 3 :
Sei Q@ C R™ offen und uw € W™P (Q) mit 1 < p < +oo. Dann existiert eine Folge
(uj) CC®(Q)NW™P(Q)  mit uj —wuin W™P(Q).

Bemerkung 2 :
Die Behauptung des Satzes bedeutet, dass C* () N W™P (Q) dicht in W™P () ist.
Daraus folgt der wohlbekannte Satz von Meyers und Serrin

W () = H™ (),

wobei H™P () als Vervollstindigung von {u € C™(Q) : lullyymp@) < —i—oo} beziiglich

der Norm H.me,p(m erklart wird, also

Def.

- [
H™P () 72 {u € Cm () : [[ullypmngay < +oo} :

Dem Raum L?(f2) kommt eine besondere Bedeutung zu. In ihm ist durch

(u,0)2(q) == /u(m)v(az) dx

Q

ein Skalarprodukt definiert, welches die Norm

N[

lullzzey = | [ lu(e)? do
Q



erzeugt.
Hiufig werden wir auch in dieser Arbeit die Riume H' und H{ benutzen. Wobei

HY(Q) := {UELQ(Q) : ;Z GLQ(Q),1:1,2,...,n},

mit dem Skalarprodukt:
(u,0) g1 () = /uvda: + / Vu-Vvdz,
Q

Q

und der Norm :

[
[NIE

[ull 1) = /|u(93)|2d$ + |Vu(z)Pde | = (HUH%Q(Q) + HVU||%L2(Q))”)
0

Definition 5 :

Hol(Q) = {U S Hl(Q) FUPO = 0} .

Satz 4 (Poincaré-Friedrichsche Ungleichung) :
Es sei 0 C R™ beschrinkt, p > 1. Dann existiert ein C' > 0 mit :

/|u]pdx < C/Z |0;u|Pdx, Yu e W,P(Q)
Q o =1

und

) ,
Def.
[ ol
Q =1

ist eine zu ||.||1p dquivalente Norm auf Wol’p(Q). D.h. es existieren Konstanten C1,Cy >
0 mit:

|u

Cillullp < lulip < Collullp, Vu € WyP(Q).

Die Normen auf H}(QY) sind fiir p =2 dquivalent.
Beweis: s.[25], [28]

Bemerkung 3 :
I/VO1 2(Q) =: HY(Q) ist ein Hilbertraum beziiglich des Skalarproduktes:

(u0)1 9 et /Z(@lu)(&v) dx.
o i=1

Dieses Skalarprodukt erzeugt die Norm |.|; 2.



Satz 5 (Sobolevscher Einbettungssatz) :
Es seil < p < n und sei Q C R" offen, beschrinkt mit 0Q € C%', dann existiert ein
C = C(n,p,Q2) mit:

lullg,.) < Cllulwingy,  Yue W (Q).

D.h.
WP (Q) = Ly (Q)

Beweis:s. [30, S. 212]

Korollar 1 (allgemeiner Sobolevscher Einbettungssatz) :
Es sei Q C R™ offen, beschrinkt mit 0Q € C%'und m € N :
(i) Fir 1 <p < +oo und m < 3 gilt:

1 1
W™P(Q) — Ly(£2), mit - = - — = <q =P >
g p n n—mp

(i) Ist m = %, so gilt W™P(Q) < Ly(Q2) fir alle 1 < g < +00.

Beispiel:
1) Ist Q C R3 wie im Satz, so gilt WH2(Q) < Lg(Q) mit p* = —— = 6.

Definition 6 : n
Sei 1 < p <mn, dann heifit p* := P der zu p Sobolev-konjugierte Exponent.
n—p

Satz 6 (Gagliardo-Nirenberg Ungleichung) :
Es sei 1 < p <mn, dann ezistiert ein C = C(n,p) mit:
lullg,.@n < Clulipre ¥V ueCe (R). (1.1)

Hierbes ist:

P

n
[l pre = /Z\aiﬂpdﬂf

n =1

Beweis: s.[30, S. 278]

Satz 7 (Verallgemeinerung der Poincaré-Friedrichschen Ungleichung) :
Es sei Q C R™ offen, beschrinkt und 1 < p < n. Dann gibt es fiir jedes ¢ mit 1 < q < p*
eine Konstante C = C(n,p,q,Q2) mit:

lull ) < Clulip, ¥ we Wa? (9).



Beweis:
Zuue Wol’p () existiert eine Folge (u;) C C2° (£2) mit

uj —u in Wh? (Q).

Wir dehnen die Funktionen u; durch 0 auf R"™ aus. Nach der Gagliardo-Nirenberg-
Ungleichung existiert ein C' = C(n,p) mit:

”uj”Lp*(Rn) < Clujlip e
und
lwj = kL. ) = [lwg — ukllL, . &n) < Cluj — ugl1,pre = Clu; — uklpo-

Fiir j — oo folgt uj — v in Ly« (R™) und Ly (2) und damit v = u in .
Wegen vjgn\o = 0 ist schlielich:

HUHLP*(Q) = HUHLP*(Q) = HUHLP*(R”) < Clolyp e = Clulyp.

Da || < oo ist, gilt die Behauptung auch fir 1 < ¢ < p*. O

Satz 8 (Rellich-Kondrachov) :
Es sei Q ein Lipschitzgebiet. Dann ist die Einbettung H'P(Q) — LI(Q) kompakt fiir

q < L Fir Hé’p(ﬂ) ist die gleiche Einbettung kompakt ohne eine Voraussetzung an
n—p
1.

Beweis: cf. [26]

Fiir Gebiete mit stetigen Rand haben wir folgendes Resultat:

Satz 9 :
Es sei Q von der Klasse CV. Dann ist die Einschrinkung der Funktionen in C§°(R™) auf
Q dicht in H™P(Q) fir 1 <p < oo.

Beweis: cf. [26]

Definition 7 :
FEin Element der Menge L(X,Y) := {A : X — Y, Alinear und stetig)} heifit linearer
Operator. Der Raum wird ausgestattet mit der Operatornorm

IAllzexyy == sup [|Azlly, A€ L(X,Y). (1.2)

z|[x=1

Definition 8 :
X* heifft Dualraum von X und ist definiert als X* = L(X,R).

Satz 10 :
Ist Y wollstindig, dann ist der Raum (L(X,Y )| - ||z(x,v)) ein Banachraum.



Beweis: cf. [27]
Aus diesem Satz folgt dann, dass X* mit der Operatornorm || - || x+ ein Banachraum ist.

Definition 9 :
FEs seiy* € Y* und A€ L(X,Y), dann heifst die durch

(A%y")(z) = y"(Ax) (1.3)
definierte Abbildung A* : Y* — X* adjungierter Operator von A und somit gilt
(2, A"y ) x x = (Az, ¥y )yy=. (1.4)

Satz 11 :
Die Abbildung L(X,Y)— L(X*,Y*), A — A* st linear und isometrisch, d.h:

Al zcx,yy = 1A 2ove, x+)-
Beweis: s. z. B. [24]

Definition 10 :
Fir 1 < p < oo bezeichne LP(0,T; X) den Raum aller Aquivalenzklassen messbarer
abstrakter Funktionen f:[0,T] — X, fir die gilt:

J

Auferdem sei fir f € LP(Q) die Norm definiert als

L f @I do < oo (1.5)
7]

)

B =

T
1 o0z = ( /0 BB (1.6)

Definition 11 :
L>(a,b; X) bezeichne den Raum aller Aquivalenzklassen messbarer abstrakter Funktionen
f:Q —= R, die wesentlich beschrinkt sind, fir die gilt dann

IfD]lx <C  fiirf.a.t e[0,T]. (1.7)
Fiir f € L*(0,T; X) wird die Norm

HfHLoo((LT;X) = esssuB]f($)| =inf{C e R, |f(x)| < C firf.a xecQ} (1.8)
€N

gesetzt.

10



Randabbildungssatz

Der nachfolgende Satz zeigt die Existenz einer Fortsetzung der klassischen Randabbil-
dung u — ujgq von auf  definierten Funktionen, falls u einem Sobolevraum angehort.

Satz 12 (Randabbildungssatz) :
Es sei € C% und 1 < p < +00. Dann existiert ein linearer beschrinkter Operator

T:Wh (Q) — L, (09),

mit folgenden Figenschaften:

1) Tu = wypgq, falls ue WHP () N C(Q).

2) Es gibt ein C = C(p,2) > 0, mit : ||T“HLP(89) < Cllullyrpg Vue Wir(Q).
Definition 12 :

Man nennt Tu die Spur oder den Randwert von u auf 02. Man schreibt auch :

ujpn = Tu.

Zerlegung der Eins

Satz 13 :
Es sei K C R™ kompakt und werde durch endlich viele beschrinkte offene Mengen U; # ()
tberdeckt:

K C U;.

=

i=1

Beh.: Dann existiert ein endliches Funktionensystem ((pi)ijil mit p; € C*(U;) und
0<yi(x) <1 firalexec K undi=1,...,N, sodass gilt:

N
Zcpz(x) =1 VrekK.
i=1

Satz 14 (Zerlegung der Eins) :¢
Die Menge A C R™ werde durch eine Familie U offener Mengen U C R™ dberdeckt:

AgUU.

veld

Dann gibt es eine Funktionenfamilie ® = {p; € C2° (R")[i € I}, (i € I eine abzihlbare
Indezfamilie) mit folgenden Eigenschaften:

1) Fir jedesi € I gilt: 0 < p; () <1 VzeR".

2) Fiir jedes p; € ® gibt es ein U € U mit supp ¢; C U.

3) Auf einer kompakten Menge K C A sind nur endlich viele ¢; € ® ungleich Null.

4) Fir jedes x € A gilt Z(pi () = 1.

i€l

Man sagt, ® = {p; € C° (R") :i € I} sei eine Zerlequng der Eins zur Uberdeckung U.

Sauch: Zerlegung der Einheit, engl.: Partition of unity

11



Beweis: s. z. B. Satz.2.13 in [29]

Definition 13 :
Eine Uberdeckung (Uj) des R™ heifit lokal endlich, falls jedes kompakte K CC R™ nur
mit endlich vielen U; einen nichtleeren Durchschnitt besitzt.

Korollar 2 :

Sei (Uj;) eine abzihlbare, lokal endliche Uberdeckung des R™ durch beschrinkte, offene
Mengen U;. Dann ezistiert eine Funktionenfolge (¢;), j = 1,2,... mit p; € C° (U;) und
0<pj(x)<1 VreR"undjeN mit:

Zcpj (x) =1 VzeR"
j=1

Bemerkung 4 :

[e.°]
Die unendliche Reihe ) ¢;(x) = 1 reduziert sich fir jedes x € R™ auf eine endliche
j=1
Summe.

Die Fortsetzung des Vektorfelds

Satz 15 :
Es sei 90 € C%. Dann existiert ein Vektorfeld h = (hy) € C* (ﬁ, R”), mit

h(z) =v(x) Ve . (1.9)

Beweis:
Da I' = 0Q € C?, existiert fiir alle z € T eine Umgebung U, von z € R” und eine
Funktion o € C?(U,, R) mit:
1) Vo (z) Vz e U,.
2) 0x(2) =0 2z€ (U, NT).
Vo.(z)

3)V:W Vz e (U;NT).

Die Kompaktheit von I' liefert:

l
I{zhga D, T C|JUj, mitU; =U,,,Vj €{1,....,1}. (1.10)
j=1

l
Wir definieren nun eine offene Menge Uy C €2, mit: Uy C , Q C U U; und wir betrach-
§=0
ten nach Lemma (14) eine Zerlegung der Eins {e;}o<j<; zur Uberdeckung {U;}o<j<i »
d.h.:
e; € D(Uj), 0< e; < lin Uj ,Vj € {O,... ,l}. (1.11)

12



und

l
dej=1 inQ. (1.12)
j=1
D.h. es gilt auch:
l
> ej=1 aufT. (1.13)
j=1
Dav = Vou(z) Vz € (UyNT) und nach (1.11) und (1.13) folgt:
Vo (2)]
l —
h(z) = ej(x)|Voj(x)| " Voj(z) Vo eQ, (1.14)
j=1
wobei 0 = 0, Vj € {1,...,1}. Somit ist die Behauptung gezeigt. O

Einen kiirzeren Beweis von Satz (15) findet man in ([10, S. 36]).

Definition 14 :
Es sei Q) eine offene, beschrinkte Teilmenge des R™. Das Gebiet ) hat einen Lipschitz-
Rand, wenn es eine N € N und offene Mengen Uy, Us, ..., Uy gibt, sodass:

N
a) 90 C | U,

j=1
b) Fir jedes j = 1,...,N ist 0Q N U; darstellbar als Graph einer Lipschitz-stetigen
Funktion.

Satz 16 :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Lipschitz-Rand 02 . Dann existiert ein
Vektorfeld h = (hy) € (C°(R™))" und k > 0 mit:

k< h(x)-v(x) fii auf T. (1.15)

Bemerkung 5 :
Nach (1.9) gilt auch:

h(z) v(z) =hg(x) -vp(x) =1 Vo e 0. (1.16)

1.3 Wellengleichung und das Huygens-Prinzip

Der Anschauungsraum R!
Wir betrachten folgendes Cauchy-Problem:
y' — Ay =0,
(1.17)

13



Die neuen Koordinaten ¢ = x —t,( = x + t transformieren die partielle Differential-
gleichung y”" — Ay = 0 zu —yg = 0. Diese hat die allgemeine Losung y = y(£§,() =
y1(€) + y2(¢). Die Riicktransformation liefert dann y = y(z,t) = y1(x — t) + y2(x + ).
Damit ist die allgemeine Losung u der Wellengleichung eine lineare Superposition von
zwei Wellen. Der Term y;(z — t) stellt eine Welle (oder Stérung) dar, die sich mit der
Geschwindigkeit 1 nach rechts bewegt. Die Welle ya2(z + t) bewegt sich nach links mit
der Geschwindigkeit 1. Es bleibt noch, die Cauchy Bedingungen zu verarbeiten:

y(@,0) =y’ = yi(2) + y2(2), ¢'(2,0) =y = vh(z) - y1(2), (1.18)
durch Integration dieser Gleichung ergibt sich:

/ y (r)dr = ya(z) — y1(x), o ist eine beliebige Konstante. (1.19)

Damit erhalten wir:

T

241 (2) = () — /xylmdr, 2(0) = '@+ [ ' 0)dr (120)

xo Zo
d.h.:

T+t T+t

yi(r) dr, 2y2(m+t):y°(:c+t)+/ y(r)dr. (1.21)

Z0

2y1(x—1) :yo(x—t)—/

o

Zusammengefasst erhalten wir die sogenannte d’Alembertsche Losungsdarstellung:

x4+t

y(x,t) = % (yo(x )+ +1t)+ / yi(r) dr) : (1.22)

—t

Regularitat

Vorgelegt sei das Cauchy Problem (1.17) mit y° € C*(R') und y* € C*~1(R!). Die Exis-
tenz einer Losung ergibt sich mit der d’Alembertschen Lésungsformel. Die Eindeutigkeit
ergibt sich aus der Tatsache, dass sich die allgemeine Losung von y” — Ay = 0 in der
Form y(x,t) = y1(x—t)+y2(x+t) darstellen ldsst, d.h. das obige Cauchy Problem besitzt
genau eine Losung y € C*(R1,[0,00)). Die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten
ergibt sich aus der Losungsdarstellung, also hangt die Lésung stetig von den Anfangsda-
ten ab, mit anderen Worten, wenn wir y° und y' bzw. die Rdume C*(R!) und C*¥~1(R!)
ein wenig dndern, dann #ndert sich die Losung ein wenig in C*(R!,[0,00)).

Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen R!

Wir wollen nun die gegebenen Anfangsdaten 3y € C2?(R') und y' € C'(R!) durch
7Y € C?*(RY) und 4! € CY(R!) nur auf einem Intervall I = [a,b] ein wenig stéren. Hier
interessiert uns wie sich diese Storung fortpflanzt und wann man die Stérung in einem

14



Punkt 2o € R! spiirt, der aulerhalb von [a,b] liegt. Dazu studieren wir das Cauchy-
Problem:

y'— Ay = in I x [0, 00),
y(0) =9y (0)=y" inl, (1.23)
P =y'=0 in R\ I.

Als Losung haben wir:

x4+t

et = (-0 +iaro+ [

r—1

gl (r) dr> : (1.24)

Es ist natiirlich klar, dass flir kleine Zeiten in xg Ruhe herrscht. Nach der endlichen
Zeit T = dist(xp,l) spiirt man die Stérung. Daher spricht man von einer endlichen
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Stérungen. Zur Bestimmung von y(zg,tp) bendtigen
wir das Datum y° an der Stellen zy — to und z¢ + to und das Datum y! im Intervall
[xo — to, o + to]. Deshalb heifit das Intervall [zg — to, 2o + to] Abhédngigkeitsgebiet fiir
die Losung y im Punkt (xg,tp). Der Stérungszustand

T+t
/ y!(r) dr = const. (1.25)
z—t

breitet sich nach links und rechts mit der Geschwindigkeit 1 aus. Nach hinreichend langer
Zeit stellt sich an einem Punkt ein konstanter Zustand ein.

Huygens-Prinzip

Das Huygens-Prinzip beschreibt die Existenz einer hinteren Wellenfront, d.h. die Eigen-
schaft, dass in einem Ortspunkt o € R! nach einer gewissen Zeit T'(zo) wieder Ruhe
herrscht, sofern man an der Ausbreitung von Stérungen in einem Intervall I interessiert
ist. Da fir y(xo,to) die Abhéngigkeitsmenge [z¢ — to, zo + o] ist, kann im Allgemeinen
keine hintere Wellenfront beobachtet werden. Gilt aber y' = 0, dann wird y(zg,tg) nur
durch y°(x¢—t) und y°(zo+1to) bestimmt werden. Somit ist klar, dass ab dem Zeitpunkt
T = max(zg — ag,b — xp) in £y Ruhe herrscht.

Zusammenfassung: Unter der Annahme y' = 0 gilt das Huygens-Prinzip.

Die Kirchhoffsche Losungsdarstellung
Wir betrachten das Cauchy-Problem (1.17) im Anschauungsraum R3.

Lemma 1 :
Es seien y° € C*(R?) und y' € C*~1(R3). Dann besitzt das Cauchy-Problem (1.17) die
Losung y € CF(R3,[0,00)). Diese Lisung ist in der Form

_ b 1 1 0
ylzt) = /St(z)y (2)do, + O (47# /St(m)y (2) d0z> (1.26)
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darstellbar. Wobei Sy(x) die Kugeloberfliche einer Kugel, mit einem Zentrum x und dem
Radius t, bezeichnet.

Bemerkung 6 :

Im oben genannten Satz haben wir, im Vergleich zum eindimensionalen Fall, keine Ein-
deutigkeitsaussage. Weiterhin verlieren wir eine Regularititsordnung, weil die Losung
nur aus dem Raum C*1(R3,[0,00)) ist.

Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Storungen

Wir betrachten obiges Cauchy-Problem (1.17) mit den Daten 3° und %!, die hinreichend
regulér sind und die auflerhalb einer Kugel K (x¢) um z¢ mit dem Radius R verschwin-
den.

Wir wollen wissen, zu welche Zeiten gilt y(z1,t) = 0, d.h. wann herrscht in einem Punkt
r1 € R? Ruhe. Daher gilt, falls Sy(x1) N Kg(zo) = 0 ist y(z1,t) = 0. Somit liegt 21 nicht
in Kr(xo), dann gilt y(x1,t) = 0 fir ¢t < dist(x1,Kr(zo)). Damit liegt eine Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Stérungen vor.

Huygens-Prinzip im R3

Ist x; fest und t hinreichend grof ¢ > T(xz1) = R + |z1 — z¢|, dann herrscht in x;
wieder Ruhe, d.h. y(z1,t) = 0 fiir ¢ > T(x1). Also: Die 3-dimensionale Wellengleichung
ermoglicht exakte Singnaliibertragung und das Abhéngigkeitsgebiet von (z1,t) fallt auf
der Anfangsebene im R3 mit seinem Rand zusammen und es ist eine 2-dimensionale
Flache. Somit erfiillt die 3-dimensionale Wellengleichung das Huygensche Prinzip.

Bemerkung 7 :
Zur Bestimmung von y(xo,to) benétigen wir die Anfangsdaten y° und y' auf der Kuge-
loberfiiiche Sy, (wo) = {z € R3 : |x — z0| = to}.

Wellengleichungen in den ungeraden Raumdimensionen

Motiviert durch die Untersuchungen fiir die Wellengleichungen in Fall 1-d und 3-d wollen
wir jetzt das Huygensche Prinzip fiir den allgemeinen Fall ungerader Raumdimensionen
bringen. Dadurch kénnen wir dann mindestens in ungeraden Dimensionen die exakte
Steuerbarkeit der Wellengleichung auf dem ganzen Raum R” fortsetzen.

Lemma 2 :

Gegeben seien die Anfangsdaten y° € CFTYR™) und y' € C*(R™) mit 2k = n + 1 und
n > 3 ungerade. Dann besitzt das Cauchy Problem (1.17) die Lésungy € C*(R™"x[0,00)).
Die Losung ist in folgender Form darstellbar:

n—3 n—3
L |/fo\ /1) = [t2 0 (1 d>2 =2 .
at)=—|(Z) (-2 as | + (== ds
y(@t) Yn [(f%) (t@t) <\8B 8B(x,t)y ) tdt |0B| 8B(:r;,t)y

)
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wobei |0B| das Lebesguesche Maj$ von 0B(x,t) bezeichnet und

Beweis: s. z. B. [18, S. 77]
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2 Die exakte Steuerbarkeit der
Wellengleichung

2.1 Das Steuerungsproblem, Dirichlet
Randwertproblem

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die wesentliche Idee des exakten Steuerungsproblems
der Wellengleichung mit Dirichlet Randbedingungen zu formulieren.

Es sei 2 C R™, n > 1, offen und beschriankt mit hinreichend glattem Rand I':=0f) . Fiir
T >0 betrachten wir im Folgenden die Wellengleichung

y' —cAy=0, inQx(0,7), (2.1)
mit den zwei Anfangsbedingungen
y(0) =y, y'(0)=y" nQ, (22)
und der inhomogenen Dirichlet-Randbedingung:
y=wv, auf I x(0,7). (2.3)
In (2.1) und (2.2) werden folgende Notationen verwendet:

o Seiy=y(z,t): Q x(0,T) — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tion. Den Differentialoperator
n
82
By=3 g
i=1 %

nennen wir Laplace-Operator oder auch Laplace-Term.
0
o (z,t) = =—y(x.t).
(@) = gyl

o y(z,0) =y°(x), ' (z,0) = y'(z) inQ

In einer physikalischen Interpretation ist y° die Anfangsauslenkung, y* die Anfangsge-
schwindigkeit und die Grofe ¢ ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle (Schallge-
schwindigkeit, Lichtgeschwindigkeit). Durch Variablentransformation ¢ = ¢7 kann man
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¢ = 1 erreichen, was wir haufig zur Verminderung der Schreibarbeit annehmen werden.
Entsprechend ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit endlich, daher erfordert die exakte
Steuerbarkeit des hyperbolischen Systems (2.1), (2.2), (2.3), dass die Zeit T' > 0 gro8
genug sein muss.

Wir betrachten das System:

y'—Ay=0 in Qx (0,7),
y(0) =%y (0)=y' inQ, (2.4)
y="v auf I' x (0,7).

Um die Abhéngigkeit der Losung y = y(z,t) von der Steuerfunktion v kenntlich zu
machen, verwenden wir folgende Notation:

y =y(z,t;v) = y(v). (2.5)

Wir kénnen nun das exakte Steuerungsproblem der Wellengleichung (2.1), (2.2) mit der
Dirichlet-Randbedingung (2.3) formulieren:

Es sei T > 0 gegeben und seien {z°, 2!} aus einem Hilbertraum H. Fiir jedes Paar
{y",y'} € H ist eine Steuerfunktion v aus einem geeigneten Raum gesucht, sodass: wenn
y = y(v) die Losung von (2.4) ist, dann gilt:

y(x,T;v) = 2%x), o (2,T;v) =2'(x) in Q. (2.6)

Definition 15 :
Eristiert diese Steuerfunktion v, dann heifit das System (2.4) mit {y°,y'} € H (exakt)
steuerbar zu der Zeit T > 0.

Wir wollen das System (2.4) zu der Zeit T' > 0 steuern. Wobei der Tréger der Steuer-
funktionen in einer Teilmenge ¥g von X liegt.
Es sei 'y C I' offen und nicht leer. Ferner sei

v auf Iy,
y =
0 aufI'\Ty.
Wir betrachten das System
y'—Ay=0 in Q% (0,7),
v auf Iy,
y= (2.7)
0 aufI'\ Ty,

y(0) =4,y (0)=¢y' inQ
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Es sei nun y = y(v) die Losung des Systems (2.7). Unter Beriicksichtigung der Lineari-
tatseigenschaft der Wellengleichung lautet das Steuerungsproblem von (2.7) wie folgt:

Es sei T > 0 gegeben. Fiir jedes Paar {y°,y'} aus einem Hilbertraum H ist eine auf
Yo :=T¢ x (0,T) definierte Steuerfunktion v gesucht, mit der Eigenschaft:
Wenn y = y(v) eine Losung von (2.7) ist, dann gilt

y(z,T5v) =y (z,T;v) =0 in Q.

Das heif3t, wir befassen uns mit der Existenz einer Steuerfunktion v , die das System zu
der Zeit T > 0 zum Equilibrium {0,0} wiederbringt. Fiir die Losbarkeit dieses Problems
verwenden wir die HUM-Methode.

2.2 Beschreibung der HUM-Methode in abstrakten
Raumen

In diesem Abschnitt werden wir auf die wesentlichen Ideen der HUM-Methode eingehen,
mit denen wir das exakte Steuerungsproblem studieren kénnen. Die wesentlichen Punkte
der HUM! Methode sind, wie folgt:

e Das Erhalten des Eindeutigkeitssatzes.
e Die Konstruktion von Hilbertraumen, die zu dem System passend sind.

Wir fithren nun die folgenden Schritte der HUM-Methode fiir die Losung des exakten
Steuerungsproblems des Gleichungssytems (2.7) durch:

Gegeben seien die Anfangsbedingungen {¢%, ¢'} € D(Q) x D(2). Wir betrachten die
Wellengleichung:

" —Np=0 in Q% (0,7),
¢(0) = ¢°,¢'(0) = ¢' I, (2.8)
=0 auf 2.

Hier werden wir die Eindeutigkeit der Losung der Wellengleichung (2.8) zeigen und dann
l6sen wir das duale Problem:

P =AY =0 in Q x (0,7),
99

o= W auf ¥, (2.9)
0 auf X \ 20,

W(T)=0,¢"(T)=0 in Q.

I"Hilbert Uniqueness Method"nach J.-L.Lions
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Definition 16 :
Ein Problem heifit korrekt gestellt, falls man zeigen kann:

1. FExistenz der Lésung.
2. Findeutigkeit der Lisung.
3. Losung hdngt stetig von den gegebenen Daten ab, z.B.: Randwerten.

Da das System (2.9) eine eindeutige Losung 1) hat, ist dies ein korrekt gestelltes Problem.
Wir definieren einen linearen Operator A:

A{e%, '} = {/(0), = ¥(0)}

und wir betrachten das Skalarprodukt:

({0, = 00} 6. 6'3) = [ (9(0)0'0) = #/0) ) da

Wir multiplizieren (2.9) mit der Losung ¢ = ¢(z,t) von (2.8) und wir integrieren iiber
Q:
/ 6" daodt = / & A dadt. (2.10)
Q Q

Aus der linken Seite der Gleichung (2.10) ergibt sich durch partielle Integration bzgl. t:

/Qﬁf”ﬁ"dxdt — /OT/QQbWIdxdt
_ /(w / Mdt) "
_ /Q <[¢w’]i ([w / ¢~¢dt)> »
/OT/Q gb”?ﬁdmdt—l-/g (o0 — ¢/ YII=F) da

T
| [ ¢ wdsder [ (o) w/(m) - (1) 6(D) - 0(0) '0) + (0 6(0)) dn,
0 Q Q

wegen ¢ (T) = ¢'(T) = 0, ist dann:

/Q¢¢”dxdt_/OT/Q ¢" o dwdt +/Q(¢’(0)w(o)—¢(o) ¢’(0)) dz. (2.11)

Unter der Verwendung der 2. Greenschen Formel fiir ) und ¢ auf dem rechten Integral
der Gleichung (2.10) ergibt sich:

/Q—¢ Az/;dxdt:/zdzayqb — ¢ O, dT dt —/(]T/Qw A dad,
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da 9,1 = 0, gilt dann:

/Q—QS Awdxdt:/qu&,gbdl“dt —/OT/Q¢ A¢ dzdt.

Es gilt ¢ = 9, ¢ auf ¥y, daher erhélt man weiter:

/Q ~0 5 dadt = [ (2u0)*drat - / ) | v aodad (2.12)

Nun addieren wir (2.11) und (2.12):
T
Jov = o svari= [* [ o pazar — [ (60090 - 0 900)) o

+ /EO (8,,q§)2dth—/0T/Q¢ A dadt

T
_ " 2 2 . / Y 2
= [ [ e - oy i+ [ (@ arar [ (6000 - 60 u0)d
Nach (2.8) ist ¢ — A¢ = 0 und somit:
2 _ ey T
L @oras = [ (600 - o)
= ({¢'(0), = ¥(0)},{¢" ¢'})
= (A {0 0'},{6%,0'}),
daraus folgt:

/Z Bu0]" d2% = (A {60} {8°,0'}). (2.13)

V{¢", ¢'} € D(Q) x D(R) betrachten wir folgende quadratische Form:

16, 6} || = < / \auas\?dz)Z — 110u 6l 250 (2.14)
Yo

Man kann leicht priifen, dass die quadratische Form (2.14) eine Seminorm ist. Um zu zei-
gen, dass (2.14) eine Norm in D(€Q2) x D(€2) ist, miissen wir dann zusétzlich die Definitheit
zeigen, diese folgt aus folgendem Eindeutigkeitssatz.

2dY = dU' dt
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Satz 17 :
Erfillt ¢ = ¢(x,t) die Wellengleichung (2.8) mit den Anfangsbedingungen {¢°,¢'} €
D(Q) x D() und ist

0,9 =0 auf X, (2.15)

dann gilt
p=0 in Qx(0,7).

Das Erhalten eines Eindeutigkeitssatzes (17) dieser Art ist der erste wesentliche Punkt
der Anwendung der HUM-Methode fiir die Losbarkeit des Steuerungsproblems. Der Satz
(17) ist ein spezieller Fall aus dem Eindeutigkeitssatz von Holmgren, cf. [21, S. 309], der
Satz besagt, dass es ein Ty = Tp(I') existiert, sodass fir die Losung ¢ = ¢(x,t) der
Wellengleichung gilt:

¢p=0aufI'x (0,7) = ¢=01in Q x (0,7).

Nun wollen wir zeigen, dass der Operator A ein Isomorphismus ist. Dadurch kénnen
wir spiter den Raum F' charaktesieren. Sei der Hilbertraum F die Vervollstdndigung
von D(2) x D(Q) beziiglich der Norm (2.14). Ferner sei £ = {(z,t) die Losung der
Wellengleichung (2.8) . Wir betrachten die Anfangsbedingungen {£°, &1} € D(Q)xD(Q),

dann gilt wie oben:

(A {8061} {€0,61)) = /E Dy Dt dS. (2.16)

Nach (2.14) und (2.16) gilt ¥ {¢°, ¢'},{€°,¢'} € D(Q) x D(Q):

(A (0% 0}, (€%, €"}) = ({o", 0"} A", €1 )P, (2.17)

wobei (-,-)p bezeichnet das Skalarprodukt, das die Norm || - || des Hilbertraums F
erzeugt. Weiter gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

/Zayqs 0,& dZ' < (/EO \aﬂp\?dz)% </EO ‘8V§‘2d2>é,

d.h.: Es gilt fir alle {¢°, ¢}, {£0,¢1} € D(Q) x D(Q)

[(A (0% 0"} A€ )] < 11{8% o} IpI1{e", €'} |- (2.18)

Nach der Ungleichung (2.18) kann man auf eine eindeutige Weise den Operator A auf
einem stetigen linearen Operator von F' in der Dualraum F’ fortsetzen.

A:F— F (2.19)
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und nach (2.17) ist fiir alle {¢°, ¢}, {€%, &1} € F

(A {g% 0} {€%,€)) = ({#° 0"} " €'} ). (2.20)
Dies impliziert:
A =A% (2.21)

Somit ist A ein Isomorphismus von F' nach F’ . Hier bezeichnet man A* als der zu A
adjungierte Operator.

Bemerkung 8 :
Wir haben den Raum F und den Operator A so gewdhlt, dass A ein Isomorphismus von
F nach F' sein muss. Wobei der Startpunkt hier ist der Eindeutigkeitssatz (17).

Da A ein Isomorphismus von F nach F” ist, hat folgende Gleichung fiir alle Anfangsbe-
dingungen {3°, y'} mit {y!, —¢°} € F":

A% o'} = {y', —¢"} (2.22)
eine eindeutige Losung {¢?, ¢!} € F.

Wir wahlen die Steuerfunktion v aus:

0
v= a—i auf . (2.23)

Wobei wir mit ¢ die Losung von (2.8) bezeichnen, die die Anfangsbedingungen {¢°, ¢'}
aus der Gleichung (2.22) erfiillt. Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Gleichungsys-
tems (2.7) haben wir:

y(v) = (2.24)

Hier bezeichnet ¢ die Losung von (2.9). Also, nach der Definition von ¢ erfillt y = y(v)
die Bedingung (2.6) und somit haben wir die gesuchte Steuerfunktion v definiert.

Wir fassen das, was wir bis jetzt gezeigt haben, in diesem Satz zusammen.

Satz 18 :
Es sei T > 0 und sei der Findeutigkeitssatz (17) erfillt. Ferner sei der Raum F die
Vervollstandigung von D(Q) x D(Q) beziglich der Norm:

146,61} || = ( / 0 \amfdz)é, (2.25)

dann ezistiert fiir alle Anfangsbedingungen {y°,y*} mit {y', —y°} € F’ eine Steuerfunk-
tion v € L*(Xo), sodass die Losung des Systems (2.7) die Bedingung (2.6) erfiillt.
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2.3 Die exakte Steuerbarkeit in klassischen Raumen

Wir betrachten die inhomogene Wellengleichung

0" — NG = f in Q x (0,7T),
0(0) = 6°,0'(0) = 01 in Q, (2.26)
=0 auf I x (0, 7).

Lemma 3 :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand T'. Fiir alle f € L*(0,T; L*(52)),
0° € HL(Q) und 0 € L*(Q) existiert eine eindeutige Losung 0 von (2.26) mit:

0 € C(0,T; H3(Q)) N CH0,T; L*(2)). (2.27)

Zudem existiert fiir alle {6°,0%, f} € HE(Q) x L3(Q) x L'(0,T; L*(2)) eine Konstante
C>0:

161 oo o513 0y + 101l 0 miz2y < C (I + 16 + 11 fl L omzey)  (2:28)

Beweis: cf. [10]

Lemma 4 :
Es sei ¢ € H}(Q) N H?(Q), dann gilt:
gj = I/i% auf T, (2.29)
A
Vo|* = <8u> : (2.30)
Beweis:
Wir zeigen zunéchst:
0¢ 0]
0dl = i— 0dl 0 € D(IN).
- Oz, /F” gy ! VoeDm)

— 2
Nach der Einbettung H™(Q) C C%(Q) fiir m > 2 + = und nach dem Spursatz existiert
n

€€ C%(Q), mit T¢ = 6, wobei T den Spuroperator bezeichnet.
Wir betrachten nun das Vektorfeld hj aus dem Lemma (15) und nach dem Gauflschen
Satz gilt dann:

0 0 0
/| (896 (thj&)) da = [ vig-(ohs6)ar (2.31)

Oz

Da ¢ € H}(Q) N H?(), gilt weiter:

0 (2 A
/ani ((%; (¢hj§)) d:c_/rul(,)xi(hjg) dr_/y”’@mi(’/ﬁ) dr.
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Unter Verwendung des Gausschen Satzes:

o (0 06
| o ((%j(qﬁhj&)) o= [ 32

durch die Addition von j = 1 bis j = n, folgt dann die Behauptung;:

0¢ (9¢)
F =
r Oz; vd r 8

Zu der zweiten Gleichung haben wir:

06 09 _ 09 09 _ (00 2
Ox; Oz o am‘(au)'

0dr V0 € D).

IVo|? =
0

Lemma 5 :
Es sei Q2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 92 € C2. Ferner sei ¢ = qj, € (C’l(ﬁ))n,
dann gilt fiir jede schwache Losung 0 = 0(x,t) von (2.26), d.h.:

v{6°, 0" € HI(Q) x LX(Q), f € LY(0,T; L*(Q),
folgende Gleichung:

1 t=T
2/ qvi|0,0* d¥ = [(el(t)7Qk89(t)>:| + aq’“ (|9’|2 IVO|?) dxdt
b

92k ) Jizo (2.32)
Oqi, 00 30

00
— —— ——dxdt — —— daxdt.
g 0z Oz Ox; /Qf T Oxy, v

Hierbei sei:

uw) = ulx)vlx X u,v 2
() /Q<><>d Yu,v e L(9),
(u(®) 0BT = (W(T), v(T)) — (u(0),0(0)) Yu,v € CO.T; L3(Q)),

und wir benutzen die Summenkonvention:

n
qkVk = Z QkVk-
k=1

Beweis:
Zunachst zeigen wir die Giiltigkeit der Gleichung (2.32) fiir eine starke Losung 6 = 6(z,t),
d.h.:

v{6°,0'} € (H*> N Hy(Q)) x Hy(Q), f € L'(0,T; Hy ().

Wir multiplizieren die Gleichung (2.26) mit der Funktion:

o
% Bor
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und wir integrieren iiber Q:

/ (N qk—d:gdt / qu—dxdt. (2.33)
Q

Wir befassen uns zunédchst mit dem Integral:

0
I1:/ Ql/qkaidxdt.
0 0

Tk
Es gilt:
) '
8’9 ‘ — 20/ ai’
oxy, oxy,

somit folgt nach der partiellen Integration bez. t:

t=T /
[(/ o qk— dm)] — / 0 qp, 06 dxdt
t=0 Q Oy

_ o0 1 0|6')?
— [(9 Qka k):|t:0 — 2/qu 92, dzdt.

Wir integrieren nun partiell bez. z und nach der Voraussetzung ist § = 0 auf X, deswegen
verschwinden hier die Randwertterme:

/ 09 _1/T / /28%
KG Qka o :0 5 |6'] R dx | dt

I

I

Es gilt:
0 0
— (|V0]*) = 2|Vl — (|V6
o (IVeF) v Iaxk (Ivey),

unter Verwendung der 1.Greenschen Formel auf dem Integral:

Iy = /AH kaxkddt

ergibt sich sofort :

o0 00 00 0 8:9
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Da 6 = 0auf X verschwindet der erste Integral und es gilt:

L= - 8”( s dadt
anja.%j Back

B R (T
- 8563 &xk 8a:j dk c%rj 6xj 6xk

Qw00 08 00 0 (08,
Q 0z Oxy Ox; I dx; Oxy, \ O
(w1 / o
— o Oz, 0z, Oz 2 qu (W9| ) dxdt
= — 4= 0|* dxdt — - 0|* dx.
g 0xj 0xj Oxy, + |V | 2 Qka Vel

Nach obigem Lemma gilt weiter:

2

oqi 00 00 1 8qk 1/ a0
I = —_— 4 = - = —| dx.
2 ax] 61'] 8.%'k + 9 |V9‘ dxdt qrVk o d
Wir haben gezeigt:
/f%aedxdt = -1
Q 8xk
g,
_ / /|2
B [(0’%3 ﬂ / 4 oy, T
dqr, 00 00 1 [ gy ) 1 / a0 |*
—_— = = 0|* dxdt —| dXx.
+ Q aSCj al‘j al‘k 8xk |v | *y AV ov

Somit ist die Behauptung fiir eine starke Losung 6 = 0(x,t) gezeigt. Wir betrachten nun
den allgemeinen Fall fiir eine schwache Losung 6 = 0(z,t), d.h.:

{6°,0'} € Hy(Q) x L*(Q), f € L'(0,T; L*(2)).
Es sei {69,0L} € H*(Q) x H} () und f,, € LY(0,T; H}(2)), sodass:

{62,017 — {6°,0'} in H*(Q) x H}(Q) (2.34)
und
fn — f in LY0,T; HY(Q)) fiir n — oo. (2.35)

Somit erfiillen die starke Lésungen 6, die Gleichung (2.32) mit den Anfangsdaten {62, 60, f,,}
und nach der Ungleichung (2.61) und der Eigenschaften (2.34), (2.35) folgt fir n — oo:

{6} — {6} in C(0.T; HY())

und
{6} — {0} in C(0,T; L*(2))
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Dies erlaubt uns mit dem Grenzwert fiir n — oo iiber die Gleichung (2.32) einzugehen.
Daraus folgt dann:
avk]0,0)% € LY(Z) (2.36)

und somit die Behauptung erfiillt. O

Korollar 3 :
Sei 0 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 0 € C?. Ferner sei q = qj;, € (Cl(ﬁ))n, dann
gilt fiir jede schwache Losung ¢ von (2.26):

a¢<t>>rT 1 [ Ogk

1
- d,0|? dY = (t 12— |V¢|?) dadt
5 [z = |(s0.050)| w3 [ S (0 - 9o do .
g 09 O .
— —— —" dxdt.
Q 8xj 8xk arj
Beweis:
Der Beweis folgt aus der gezeigten Ungleichung (2.32) fir f = 0. O

Bemerkung 9 :

Ist Q2 ein beschrinktes Gebiet und konvex, dann bleiben die Gleichungen (2.32) und (2.37)
enthalten, weil — A\ in diesem Fall ein Isomorphismus von H?(Q) N HE(Q) in L?() ist.
Im allgemeinen Fall, fir Q offen mit einem Lipschitz-Rand kénnen wir nicht die im
Beweis angewendete partielle Integrationen rechifertigen, weil die starken Losungen 0 €
C(0,T; H(Q)), A € C(0,T; L*(2)) nicht regulir sind. P. Grisvard hat aber in [3] und
[4] die Gleichungen (2.32) und (2.87) fiir ein nicht notwendig konvezes Polygon 2 C R?
beziehungsweise fiir ein nicht notwendig konvexes Polyeder Q C R3 verallgemeinert.

Lemma 6 :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit T € C?. Dann existiert eine Konstante C > 0,
sodass es fiir alle {0°,0, f} € H(Q) x L*(Q) x L1(0,T; L*(Q)) gilt:

J

hierbei ist 0 = 0(x,t) die Losung von (2.26).

00

2
> X <C(T+1) (]VH()’Q + 1042 + Hf”%l(O,T;LZ(Q))> , (2.38)

Beweis:
Wir betrachten die Gleichung (2.32) mit ¢ = h, wobei h das Vektorfeld aus dem Satz
(15) bezeichnet. Wir haben

h-v=1 auf T,
daher gilt :
M2@<CT 1) (0] 0'||?
| |aw| = 0@+ (1000 rimyeen + 19102000

+ Ol fllLro,m;22(02)) \|‘9||%oo(o,T;H5(ﬂ))
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und anhand der Abschéitzung (2.61) gilt weiter:

2

00
/E 5, =<C(T+1) (|v9°\2 + 161 + ||fy|il(0,T;L2(Q)))
+ COllfllrorsee@y (VOO + 10 + 11 fllr o2 ) -
Somit;:
| 5 L5 < O+ 1) (VP 40P+ 1B so0) -
5 |Ov - L1(0,T5L2())
O
Bemerkung 10 :
Nach (2.38) haben die schwachen Losungen der Wellengleichung die Regularitit:
2,0 € LA(%). (2.39)
Wir betrachten die Energiegleichung der Wellengleichung;:
L 2
E@t) =5 (I¢'®F +[Ve®)®) vteoT], (2.40)

mit folgenden Notationen:
6O = 160y = /Q ¢ (.0) da,
VP = V60 e = [ |22 w0
= @) = 2 J {52, "
=1
Lemma 7 :

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Lipschitz-Rand T'. Ferner sei ¢ = ¢(x,t)
eine schwache Liosung der Wellengleichung (2.8), dann gilt:

2
dx.

B(#)= By = 5 (10'+ [V&'P) Ve 0T] (2.41)

Bemerkung 11 :
Fiir die schwache Losung ¢ = ¢(x,t) der Wellengleichung gilt:

/Q (I¢'(®))* + [V (t)|?) dzdt = 2T Ep.

Korollar 4 :
Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit I' € C2, dann existiert fiir jede schwache Lisung
¢ von (2.26) eine Konstante C > 0:

J. o
b

2
dy. < C(T + 1) Ey. (2.42)

ov
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Beweis: Folgt aus (2.26) fiir f = 0. O

Fiir 29 € R definieren wir folgende Funktion: m(z) =z — 2% = (25 — 29)

mit den Notationen:

Nz = {zel/m(z)- v(z)=my(z)v(z) > 0},
(2% = T\T(z%) = {z e'/m(z)- v(z) <0}

und

»(z%) = T(2°) x (0,7),
¥, (2%) = (2% x (0,7).

Zudem bezeichnen wir mit R(z°) den Radius der kleinsten Kugel von R mit dem Mit-
telpunkt xg, der das Gebiet €2 enthalt.

N|=

E k—l’k

k=

R(2") = max |m(z)| = max
z€Q zeQ

2.4 Die geometrische Interpretation der Menge I'(z")

Wir reduzieren den allgemeinen Fall auf folgendes Beispiel:
Es sei I'(zY) = {x € T/ m(x) - v(z) = mg(z) vp(x) > 0} und Q = B(0,1) C R2.
Behauptung: Ist 20 € Q, dann gilt ['(z") = T und T'(z") = 4.
Beweis:
Es sei P = <x> ein beliebiger Punkt auf I'. Wir betrachten die Funktion:
Yy

m(z) = (i:ig) hierbei ist 20 = (zg>
—m(z) - v() = — («Z - ;:;)) _ (.z)

= awo+yyo — (2> + y?)
=1

()6
Yo Y
< |l2°l]-|1Pl] -1
—— =~
<1 =1

< 0

Dann gilt
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d.h.: m(z) - v(z) > 0 und da P ein beliebiger Punkt war, folgt daraus die Behauptung

I'(z%) =T. Ferner gilt: T(2°) = 2R(2°) = 2max |m(z)| = 4. O
Q
zE

=2
Fiir 2° = 0 ist T(2") = 2, siehe Figure.1 .

Figure.1

Bemerkung 12 :
C. Bardos, G.Lebeau und J.Rauch haben in [16] gezeigt, dass das System der Wellen-
gleichung fiir T' < 2 nicht steuerbar ist.

Lemma 8 :
Fiir jede schwache Losung ¢ der Wellengleichung (2.26) gilt :

/Q 62 — (V|2 dudt = [(# (), 6(8))]'=" (2.43)

Beweis:
Wir multiplizieren die Gleichung (2.26) mit ¢ und wir integrieren tiber Q:

v N e > B
/Q (¢ — Ap) pduadt = /Q <[¢¢]t:o /0 o o dt ) du /Q (6 ) dudt

- /Q([w’]iz%—/OT ¢’¢>’dt) d:c+/QV¢-V¢dxdt—/Z¢3u¢d2

= [(¢'(t),¢(t))]§:§—/Q\qS’|2dxdt+ /Q]V¢|2da:dt = 0.
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Daraus folgt dann: /Q |<;5/|2 — |V¢|2 dxdt = [(¢/(t)a éf)(t))]tg U

Bemerkung 13 :
Nach der Cauchy Schwarzschen Ungleichung gilt in ¥ (z):

0<my -1y < (Zm%) (Zuk> = |<ma;2<|m( z)| = R(?).
k=1 re

Ferner gilt:

/ mrlg |8l/¢|2dE < / mgly |81/¢‘2d2 < R(xo)/ |8l/¢|2dz‘
) (20) (29)

Satz 19 :
Sei Q0 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T' € C?. Dann gilt fir alle T >
T(2%) und fiir jede schwache Losung ¢ der Wellengleichung (2.26):

il ds. (2.44)

Beweis:
Im Folgenden setzen wir:

und

r=[(rom B

Fiir ¢ = m liefert die Gleichung (2.37) :

amkaﬁ%d dt.

8mk (
o Oxj Oxy Ox;

¢ — |V|?) dzdt +

1
[ aiotas =+ L

Es gilt
"L Omy, omy, 0¢ O

i il s e s | v NP
prt Oxy, " Oxj Oxy, Ox; Vol

daher ergibt sich weiter
1
/ Qvk|0,0* dS =Y + "/ (16 — |Vo|?) d:cdt+/ \Vé|? dadt (2.45)
2 /s 2 Jg Q

und nach der Bemerkung (17):

2Y+n/ (1 — [Vo[?) dmdt+2/ |v¢\2dxdth(x0)/ 10,0|2dS.  (2.46)
Q Q 0

%(2%)
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Nach Lemma (8) und der Bemerkung (11) gilt weiter:

2Y+nX+2/ |Vé|? dadt
Q

d.h.:
y 4

Daher haben wir :

(n—-1)

Y
+ 2

X

9¢(t)

aIL’k

(5 60 )

IN

_1)

K(ﬁ/(t)a My
[(w(t), -

= [ o dr =
2

X+ TEy<

2Y+(n—1)X+X+2/ \Vé|? dadt

Q

2Y+(n—1)X+/ |¢'|2—|V¢\2dmdt~|—2/ \Vé|* dadt
Q Q

2Y +(n—-1)X —I—/ 1¢')2 + |Vo|? dedt
Q
2Y + (n—1)X + 2TE,
RG) [ Joofas
>(x0)

R(;”O) (2.47)

[ owopas.
3(z9)

09(t)

al’k

t=T _ .
Il ()

00(t) , (n—1) W))]H, *
t=0

oxy, 2
O
— o))" d
g0 e

~3 [ o) S

—*|¢ )%

d9(t) |’
oxy. 4

9(t) |”
Mtk oxy, * 4

9(t) |”
Mtk oxy, * 4
2
m%()

oxy,

mg

R* (%) |V (1),
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d.h.:
2

< R} (2N |Vo(@)?  VteloT]. (2.48)

‘mk 8¢(t> + (n — 1) (b(t)

6xk 2

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die Ungleichung (2.48) liefern weiter:

i 900 (=) RG) L) (1)
om0 < B grop 4 g o G+ 2 o
IEO 2£0
< B+ pacy Vo)

= 2 (5 (WOP + [T60P) ) = ") Fo

vl ‘ [CERE R ¢<t>)]: (2.49)
C(rum B D) e
< 2R(z°) Ey = T(z°) Eo. (2.51)
Dies ist dquivalent zu:
(n—1) (n—1)

—~T(")Ey <Y + XeoTE ~Ta")Ey <Y + X +TEy, (2.52)

somit folgt aus der Gleichung (2.47) die Behauptung:

R(z)

(T —T(2%)) Eo < 5

/ 0,0dS. (2.53)
Z(x9)

Korollar 5 (Eindeutigkeitssatz) :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T’ € C2. Ist ¢ eine schwache Lisung
der Wellengleichung (2.26), dann gilt :

D =01inN(x") = p=0inQx (0,T). (2.54)

Beweis:
Folgt aus der Ungleichung (2.53). O
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Satz 20 :
Es sei Q) C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C?. Ferner sei 2 € R™ und T > T(x°),
dann ezistiert fiir jedes Paar {y°,y*} € L2(Q) x H1(2) eine Steuerfunktion

v e L*(E(2Y)),
sodass die Losung y = y(v) des Systems (2.7) die Bedingung:
y(z,T;v) =y (2, T;v) =0 inQ
erfillt.

Beweis:
Nach (5) und (18) haben wir die exakte Steuerbarkeit der Anfangsbedingungen {y°, y'}

{y', -y’ e F' (2.55)

gezeigt. Wobei F der Dualraum von F. Hierbei ist F' die Vervollstandigung von D()) x
D(Q) beziiglich der Norm:

{¢°, &' HIr = 110u9l| 12 (5 (a0)) - (2.56)

Wir kombinieren (4) und (19), dann erhalten wir:

Es existieren Cp,Co > 0: C1Ey < ||[{¢°, ¢'}||% < CoE, (2.57)

daraus folgt F' = H}() x L?(2) und somit auch F’ = H=1(Q) x L%(2),
d.h.
W'’y e F' e {0 '} € L2(Q) x HTH(Q). (2.58)

Die Steuerfunktion ist durch

v=0,¢ auf X(2")

definiert, wobei ¢ die Losung von (2.8) mit den Anfangsbedingungen {¢°, ¢'} € F und
unter Vewendung der Ungleichung (4) folgt daraus:

v € L*(2(z)).

Lemma 9 :
Sei Q2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit T € C?. Fiir alle {2°, 21, v} € L*(Q) x H71(Q) x
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L?(X) existiert eine eindeutige Losung z von:

2= Nz=0 in Q% (0,7),
2(0) =20, 2/(0) = 21 in Q, (2.59)
Z= auf I' x (0,7),
mit :
z€ C(0,T;L*(Q) nCH0,T; H1(Q)). (2.60)

Fiir alle {2°, 21,0} € L2(Q) x H71(Q) x L?(X) existiert eine Konstante C > 0 :
12/ oo o5 o) + 2l 0z < C (12°) + 12 a1 () + [oll2y)- (2.61)
Beweis: s. z. B. [16] , [18]

Bemerkung 14 :

In [2] ldsst sich weiterhin die héhere Regularitit der Losung bei geeigneten Anfangsbedin-
gungen zeigen. Fir Fxistenz und Regularitdtsresultate beziiglich inhomogener Dirichlet-
Randbedingungen sei auf Kroner [1] und dort enthaltene Referenzen verwiesen.

Definition 17 :
z ist eine Losung von (2.59) gdw.

/Q 2 fdadt = (21,000)) g1y 1 sy — (2, 8(0)) /Z vA0dS Y EDQ), (2.62)

(¢f. J. L. Lions und E. Magenes [13] )

hierbei ist 6 = 0(x,t) die Losung des Problems:

0" — NG = f in Q x (0,7),
O(T) =60°60'(T) =6 inQ, (2.63)
0=0 auf I' x (0,7).

Es geht hier in dieser Definition um die schwache Formulierung von (2.59). Jede regulére
Losung von (2.59) erfiillt die Eigenschaft (3.31). Man kann das beweisen, indem man
(2.63) mit z multipliziert und iiber @ integriert.

Nun setzen wir die Anfangsdaten z(0) = 22, 2/(0) = 2! mit 2(T) = 2°,2/(T) = 2! um.
Dann bleiben die Eigenschaften (2.60) und (2.61) des oben genannten Lemmas enthalten,
da die Wellengleichung z” — Az = 0 beziiglich der Zeitvariable ¢ reversibel ist. Somit
haben wir die Existenz und die Regularitit der Losungen von (2.9) gezeigt.
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Bemerkung 15 :
Nach (2.60) hat die Losung y = y(v) die Eigenschaft:

y € C(0,T; L*(Q)) nCL(0,17; H1(Q)).

Folgende klassische Methode der exakten Steuerbarkeit der Wellengleichung auf dem
ganzen Rand ist von D. L. Russel in [15] gezeigt, welche nur fiir ungerade Dimensionen
anwendbar ist. Wir definieren die Fortsetzung {7°, 7'} der Anfangsbedingung {y°,y'}:

y' in Q,
0 inR™\Q, firi=0,1.
Wir betrachten folgendes Cauchy-Problem:

THESWANTES in R® x R,
50) = °,7(0) =3 in R" 200
Nach dem Huygensschen Prinzip existiert 7' > 0 (T héngt nur von  ab):
g=0 1in Qx [T, + oo (2.65)
und somit bringt die Steuerfunktion fiir v = §|pyjo,r[ zur Zeit T' > 0 die Losung
y = y(v) zum Gleichgewichtszustand {0,0}, d.h :
y(z,T;v) =y (z,T;v) =0 in Q x [T, + ool. (2.66)

Die Fortsetzungsmethoden dieser Art sind z. B. von W. Littman [7] entwickelt.
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3 Die exakte Randsteuerbarkeit der
Bernoulli-Euler Gleichung und der
Euler-Poisson-Darboux Gleichung

3.1 Die Bernoulli-Euler Plattengleichung
Das Ziel dieses Abschnittes ist folgenden Steuerbarkeitssatz zu zeigen.

Satz 21 :

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit OQ € C?. Ferner sei z° € R™ und T >
T(2°), dann ezistiert fir jedes Paar {y°,y*} € L*(Q) x H2(2) eine Steuerfunktion
v € L?(%(2")), sodass die Losung y = y(v) von

'+ A%y =0 in Q x (0,T),

y(0) =4,y (0)=y"  inQ,

y=0 inT, (3.1)
oy v auf T,

- { 0 aufT\ Ty,

die Bedingung: y(x,T;v) =y (x,T;v) =0 in Q erfillt.

Lemma 10 :
Sei 0 C R” ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand I'. Ferner betrachten wir das
inhomogene Problem

0" + N0 = f in 0 x (0,7),

0(0) = 6°,60'(0) = 01 in Q, (3.2)
00

0—%—0 auf T' x (0,T).

Dann existiert fiir alle f € L*(0,T; L*(Q)), 0Y € H3(Q) und 0' € L*(Q) eine eindeutige
Losung 0 von (3.2) mit:

0 € C(0,T; H3(Q)) N CY0,T; L*()). (3.3)
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Zudem existiert fiir alle {6°,0%, f} € HZ(Q) x L*(Q) x L'(0,T; L*(2)) eine Konstante
C>0:

1611 oo o sm200) + 101l miz2yy < C (1A + 10 + [ fllrorize@y). (34

Lemma 11 :

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C3. Ferner sei q = q;, € (WZ’OO(Q))H, dann

gilt fiir jede schwache Losung 6 = 6(z,t) (d.h. : V{6°,0'} € H3(Q) x L*(Q), f € L*(0,T; L*())
von (3.2):

1 O R
_ A 2 N = / - Yik n2 A 2
Q/Eqkm 0" d [(9 (1), a5, - )]to 5, o (07— 20F) dede

(3.5)
oq %0

2 [ =—=— A0
* 0 9z; O0x,0x;

dadt + / Age 50 28 dar — / fan 2% dvar
Beweis:

Zunachst zeigen wir die Giiltigkeit der Gleichung (3.5) fur eine starke Losung 0 = 6(z,t),
d.h.:

v{6°,0'} € (H* N HF(Q)) x HY(Q), f € L*(0,T; H} (). (3.6)
Wir multiplizieren die Gleichung (3.2) mit der Funktion
00
gk ka
und wir integrieren iiber Q:
/Q (0" 4+ A2%0) gy, aajkda:dt = /Q I aaaid:cdt. (3.7)

Wir befassen uns zunéchst mit dem Integral:

I = / 0" qkﬁ dxdt.
Q 0

Tk
Wegen
/|2 /
8xk a%k

und nach der partiellen Integration bez. t gilt:

t=T /
L = [(/ G’Qkaedaz>] - /G'qk 00 dxdt
9] aIEk +=0 Q ﬁxk

a0 \1=" 1 10’2
= |0, qg— — = dadt
{< 7qkaxk>]t:o 2 /Q o Oxy, b

wir integrieren nun partiell bez. z und nach der Voraussetzung ist # = 0 auf X, deswegen
verschwinden hier die Randwertterme
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=0
o0 \17=7 1 g

= 0 g —— — [ 1017 22 dadt.
[( 7qkaxk>]t:0 " 2/62’ | Oxy

0 0
— (| ABP) = 2|20 =— (| A

Es gilt:

8:6 (9:1:J 8xk8x] oxy,
0 00(t) Oq (00(t) 00 0%0
il — Z1ir = f3.
ov <Qk oxy. ) ov \ Oxp t ovoxy Uk ovoxy, at
Da 0 € H3(Q) gilt nach Lemma (4) :
00 80
8xk 81/ auf X.
Somit ist: 20
AZES 92
d.h.: ) )
o6 89:VkA6? auf .

oz ot

Unter Verwendung der 1.Greenschen Formel auf dem Integral
oo(t
I, = / A%0 qkﬁ dxdt,
Q a.ﬁUk;

ergibt sich:

o [0D0 00 . [0100 <qk§6>dmt

s Ov 8wk o O ax] Tk

= 040 qk dZ /AG da:dt+/ YA\ VAN W/
> “ov " By, Q oxy,
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da @ = 0 auf ¥, verschwindet das erste Integral. Nach (3.8), (3.9), (3.10), (3.12) gilt

weiter:
/AH ( 69) dxdt—i—/ YANZAWAN (qk 89) dxdt
oxy,

2 2
- /(AGA Q) | 5 pg 9 06 +qkA98M> dmdt/qkAH 99 jeat
0 O}, Oxy, > Ovozxy,

0z 0x,0x;
_ /Q (Aa Ag a;() +200 gfc‘; aajfé; + I a (IAGI )> dadt — /2 qr AN af;ik dxdt
_ /Q<A9A ka;( ) 4 ang gilj 3‘9;53(; igj’zmeF) dadt
—/E<qkA af; yk|A9|2> dxy
_ /Q<A9 Aqka;(t) +2A9§i’j§j§(§; ;Sg’;mm?) dxdt—/zq;ukmm?dz.

Wir haben gezeigt:

/quaagd:ndt — [(9’,% )] /|9’Qand dt
Q T ox

a6(t) dqr 0°0(t) 10qp,
2O Aq 2 ng It PO dedt
/Q ( W pm T2 B Dupon; 20wy DO )

—/ Bk, | 062 d,
5 2
d.h.:

/q;Vk|A0\2d2 = [(9’ G 5 ﬂ /kadxdt
>

89() g, 9%0 0(t) 1 Oqy, 712 2
+/Q <A9 Aqy, By + 20 — D, Do, + 5 0y (|0| | AG] ) dxdt.

Somit ist die Behauptung fiir die starke Losung 6 = 0(x,t) gezeigt. O

Lemma 12 :
Sei QO C R™ ein beschrinktes Gebiet mit T € C3. Dann ezistiert eine Konstante C > 0 :

[ 1008 a2 <€ (1807 + 0 + s ey (3.14)

hierbei ist 0 = 0(x,t) die Losung von (5.2).
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Beweis:
Wir betrachten die Gleichung (3.5) mit ¢ = h, wobei h das Vektorfeld aus dem Satz (16)
bezeichnet, mit 0 < k < h-v auf I, dann gilt:

k
2/2 IA6P dE < C (||0||§M(O,T;Hg(m) + ||9/||%°°(0,T;L2(Q))>
+ Cllfllzro,1;02(0)) HO”%w(O,T;H&(Q))

und anhand der Abschétzung (3.4) gilt weiter:

/E A0 dS < C (| 6% + 16Y] + 117111 o122
+ ClIfller oz (1201 + 16" + 11 Fllr 0. r2200)) -

Somit ist:

/2 |A0)7 dS < C (| 2A6° + 10 + I flloror2) »  mit C = C(||hllwz.ooq)-

Wir betrachten das homogene Problem: .
¢+ N2 =0 in Q x (0,7),
¢(0) = ¢°,¢'(0) = ¢! I, (3.15)
o= gf =0 auf .

und dazu die Energiegleichung;:

B(t) = -

O |

(10 + 1 26(t)) Z/Q!<Z>’(x,t)\2+\Aé(m)\Qdm vte[0,T].  (3.16)

Lemma 13 :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Lipschitz-Rand T'. Ferner sei ¢ = ¢(x,t)
eine schwache Losung von (3.15), dann gilt:

E(t)=Ey == (|¢']* +|2¢°?) Vte[0,T]. (3.17)

N | =

Bemerkung 16 :
Es sei Q0 C R? ein beschrinktes und konvexes Gebiet, dann ist der Operator A%, ohne
andere Regularititsvoraussetzung auf dem Rand T, ein Isomorphismus von H3 N Hg(Q)

in H-Y(Q), cf. [5] .
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Korollar 6 :

Sei Q@ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit T € C3. Dann existiert fiir jede schwache

Liosung ¢ von (3.15) eine Konstante C > 0:

/ |A¢|* dT < C E.
P

Beweis: Folgt aus (3.14) fiir f = 0.

Lemma 14 :
Fiir jede schwache Losung ¢ von (3.15) gilt:

/Q ¢ — | Aol dedt = [(¢/(), 6(1))] ), -

Beweis:
Wir multiplizieren die Gleichung (3.15) mit ¢ und wir integrieren iiber Q:

T
/(¢"+A2¢)¢dwdt=/ <[¢¢']§ig—/ ¢'<Z>’dt> dr + /(¢A2¢) dxdt
Q Q 0 Q
und unter Verwendung der 1.Greenschen Formel gilt dann
/¢A2¢dxdt = - / V(Agb)-ngdxdt—f—/(;S&,(Aqﬁ)dE
Q Q b))
= /gf)@,,(Agb)dZ—/Agb Dy dY + / | Ag|? dadt.
p) by Q
Wegen ¢ = 0,¢ = 0 auf X, gilt weiter:
/¢A2¢d;cdt=/ | Ag|? dadt.
Q Q
Daraus folgt dann:
" 2 / =T /12 2
/(gi) + A*¢) pdadt = [(¢ (t),qS(t))]tZO / |¢|* dxdt +/ | A¢|* dodt
Q Q Q

und somit gilt die Behauptung;:

/Q 62 — | D[ dadt = [(&(1), 6(1))] =7
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Bemerkung 17 :
Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt auf % (z°) :

Ogmk-uk§<2m%> (Zyk> = |m(x)| < max [m(z)| = R(z")

k=1
und somit gilt auch:

/ i | GRS < / mi | AG2AE < R(0) / | A2
> 3(x0) 3(x9)

Satz 22 :
Es sei 0 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T' € C3. Dann gilt fir alle
T > T(2°) und fiir jede schwache Lésung ¢ von (3.15):

4Ey (T —T(2")) < R(2°) /2( . |Ap|? dx. (3.20)
Beweis:
Wir setzen:
t=T
X=[(¢t),01)]—s und Y= [(qﬁ’(t),mk a;;z))k_o :

Unter Verwendung der Gleichung (3.5) gilt fiir ¢ = m und f = 0:

2 il so2as = | (@), k‘%() + am’“ (W | Agl?) dawdt
2 /s =0

8$k

2
12 / g2 90 v [ am, Agb%dm.

Ox; Oxp0x; 0 xj
Wegen
"L Omy -
— oz, ’

gilt weiter:
1
/ vk DoPdE =Y + ”/ (1) — | A¢|?) dadt + 2/ | NG| dadt. (3.21)
Nach der Bemerkung (17):
2Y+n/ (1612 — | 2gl?) da:dt+4/ | Ap|? dadt < R(mo)/ | Ap?dD.  (3.22)
Q Q

3(z9)

45



Nach Lemma (14) und der Bemerkung (11) gilt weiter:
2Y—|—nX+4/ | Ap|? dedt = 2Y—i—(n—2)X—i—2X+4/ | Ap|? dadt
Q Q
= 2Y+(n—2)X+2/ |¢’\2—\A¢|2da:dt+4/ | AG|* dadt
Q Q

= 2Y+(n—2)X+2/|¢’\2+\A¢|2d:cdt
Q

= 2Y +(n—2)X +4TE,

< R(2° A 2d27
< RGO [ 189
b v+ =2 5 orE < R(xo)/ | Agl*dS (3.23)
5 0> 2 E(xo ’ .
Wir haben:
t=T _ _
R GG o | IR (LU0
B t=T

- [from 2 )]

und

(5 60) = [ G sy = 5 [ oo o

= =5 [P G do

= —*|¢ )%

Somit gilt auch:

9¢(t) | (n—2)
oxy, + 2

2 2, _9)2
= | G2+ P2 o+ (-2 (e S 0t0)
2

mg

(1)

oxp 4
96(t)|* | (n—2)°
1tk oz, 4
dp(t) > 4 —n?
Mt oxp * 4
e 0(0)

ox

< R*2”)[Ve(t)*.

[\
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Wir betrachten folgendes Problem:

N2y = —)\(2) Au in Q,
(3.24)
u € H3(Q).
Hier bezeichnet A2 den ersten Eigenwert des Problems (3.24) mit:
2
2= min %, (3.25)
ueHZ(\{0} |Vul
dann gilt:
2 _ Au 2
0
Nach der Abschétzung (3.26) gilt dann fir alle ¢ € [0,77:
0p(t n—2 2 R%(2°
mi B0 L D o) < REOIonP < 5 As(0) (3.27
81‘k 2 )\0

und nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der Ungleichung (3.27) gilt weiter:

(t)

n— a2V " —
(0 50 O B0} < B g4 s o S (2
ZL‘O 2 ZL’O
< Bl OP + 5 180t
CCO QTO
- B9 (L (ewr+iosor)) - B g
und
t=T
e - [
i 09 (n-2)
=2 H @ (1), mi Oz T ¢(t)) L>(0,T)
0
< ofE) g 2T (2°) E,.
0
Dies ist dquivalent zu:
T By <y + Y X ot m 2@ By <v + "V x Lot R,

somit folgt aus der Gleichung (3.23) die Behauptung:

4By (T —T(%) <2Y + (n—1) X +4T Ey < R(azo)/ | Ag|2d.
3(z9)
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Korollar 7 (Eindeutigkeitssatz) :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T' € C3. Ist ¢ eine schwache
Liosung von (3.15) und
Ap=0 auf %(z0),

dann ist p =0 .
Beweis:
Folgt aus dem Satz (22). O

J. L. Lions hat in [6] den Satz (22) fiir alle T > T(z°) + bewiesen, wobei

In = 2|
2410

hier p2 den ersten Eigenwert von A% in Q bezeichnet. E. Zuazua hat aber in [16] den

Eindeutigkeitsatz (7) fiir alle T' > 0 gezeigt, somit gilt die Abschitzung aus dem Satz

(22) fiir alle T > 0.

3.2 Die Existenz und die Regularitat der Losungen

Wir wollen zunéchst die Existenz und die Regularitit des folgenden Problems studieren.
Es sei:

2+ N2z =0 in Q% (0,7),
Z(O) = ZO, Z/(O> = Zl in Q, (328)
z:O,gi:U auf I' x (0,7).

Lemma 15 :
Sei 0 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T € C3. Fiir alle v € L*(%)),
2t e H2(Q) und 2° € L*(Q), existiert eine eindeutige Losung z von (3.28) mit:

z € C(0,T; H2(Q)) N CY(0,T; L*(Q)). (3.29)

Zudem existiert fiir alle { 2%, 2°,0} € H=2(Q) x L?(2) x L?(Q) eine Konstante C > 0:

| 2l ooz + 1 2 om0y < C (12°] + 11 2l g-20) + [[0ll2sy) - (3:30)
Beweis: s. z. B [16]

Definition 18 :
z ist eine Lisung von (3.28) gdw.

/szdxdt— (21,0(0)>H2(9)7}13(9)—(20,0’(0))—/20AHdE VfeD(Q), (3.31)

48



wobei 0 = 0(x,t) die Losung des folgenden Problems bezeichnet:

0" — N0 = f in Q x (0,7T),
O(T)=0°0'(T) =0' in Q, (3.32)
0=0,0=0 auf I' x (0,7).

Aufgrund der Reversibilitdt der Gleichung bzgl. t konnen wir die Anfangsdaten z(0) =
20,2/(0) = 2! mit den Enddaten z(T) = 29, 2/(T) = 2! umsetzen.
Nun kénnen wir den Satz (21) unter Verwendung der HUM-Methode beweisen.

Beweis:
Wir 16sen zunéchst das homogene Problem (3.15) mit den Anfangsbedingungen ¢°, ¢! €
D(Q) , d.h.:

¢1/+A2¢:0 in  x (OaT)7

8(0) = 6, ¢/(0) = ' in €, (3:33)
9¢

=22 =0 auf X.
ov

Nach der Ungleichung (6) gilt:
A¢ € LA(Z(2?)).

Es sei nun
P+ A2 =0 in Q x (0,7),
O A¢ auf X,
w0 auf ¥\, (3.34)
W(T) = 0, ¥/(T) = 0 in Q,
=0 auf X.

W

Nach Lemma (3.29) existiert eine eindeutige Losung ¢ = ¢ (x,t) von (3.34) mit der
Figenschaft:
Y € C(0,T; H2(Q)) N CH0,T; L*(Q)). (3.35)

Nun definieren wir den linearen Operator A:
A {6", 0"} = {¥/(0), — ¥(0)}
und wir betrachten das Skalarprodukt:
{0, = 90} A0} = [ (60)0/(0) = #(0)0(0))

Wir multiplizieren (3.34) mit der Losung ¢ = ¢(x,t) von (3.15) und wir integrieren iiber
Q:
/ dY" daedt = — / ¢ A ddt. (3.36)
Q Q
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Aus der linken Seite der Gleichung (3.36) ergibt sich durch partielle Integration bzgl. t:

/qu”d:cdt = /{)T/thw”dmdt
- /([w / wdt) dz
- /Q <[¢w’]t <[¢ e / ¢”wdt)> da
- /OT/Q ¢”wdmdt+/Q (T
= [ [ orvasas [ (o) - $016) - 60)8'0) + 610 60) d
Wegen ¢(T) = ¢'(T) = 0, ist dann:
/Q o1 dedt = /O ' /Q ¢ dwdt + /Q (¢’(0)¢(0)—¢>(0)¢’(0)) dz (3.37)

und unter der Verwendung der 2. Greenschen Formel fiir ¢ und ¢ auf dem rechten
Integral der Gleichung (3.36) ergibt sich weiter:

T
— A2 dedt = A B,0 — ¢ D,(AYp)dl dt — A A dxd
/Q¢ b dedt /quﬁqﬁ(w) t/O/wat
— /Aw By6 — & B,(Lp) dT dt — / A B — b 9, (D) dT dt
> >
—/¢A2¢d:cdt.
Q
Da 0,9 = 0 auf ¥\ X und 0,9 = A¢ auf Xy, gilt dann :

/ & A% dadt :/ Y A2pdxdt + | Ag|? dl dt. (3.38)
Q Q

o

Nun addieren wir (3.37) und (3.38):

/Q b + & A dudt = /Q ¢ ddt — /Q (6(0) ¢/(0) — ¢/(0) (0) ) v

+ A¢|2d1“dt+/ v A% dadt
Q

3o

= /sz(gt” — A%p) dadt + /ZO | A¢|*dl dt — /

Q

(6(0)¥/(0) = ¢/(0)¥(0)) da.
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Wegen ¢ + A?¢ =0 in Q, gilt:

2 . , o N
/zo | Ag|“dl dt = /Q(qb(o)w(O) ¢(o)¢(0))d
= ({#/(0), = 4(0)}.{¢°.0'})

= (A{0°0'}.{¢"¢'}).

Daraus folgt dann:

/Z DGR dT dt = (A {861} (6% 6'1). (3.39)

V{¢’, ¢} € D(Q) x D(Q) sei nun:

1
2

1{6°, 6"} |Ir = ( / \Awdrdt) — 1| A6l (3.40)

nach Korollar (7) ist (3.40) eine Norm in D(2) xD(€2). Nun wollen wir den Hilbertraum F
(der Vervollstandigungraum von D(2) x D(Q2) beziiglich der Norm (3.40)) konstruieren.
Nach der Ungleichung (6) und dem Satz (22) folgt dann:

F = H3(Q) x L*(Q).
Aus (3.39) folgt, dass A ein Isomorphismus von F nach F’ ist und somit:
F' = H Q) x L*(Q).

Daher haben wir nach der HUM-Methode die exakte Steuerbarkeit der Anfangsbedin-
gungen {y', — ¢y} € F’ mit der Steuerfunktion v € L?(X(2")) gegeben durch

v=»~A¢ auf Y.

Hier bezeichnet ¢ die Losung von (3.15) mit den Anfangsdaten {¢%, ¢'} € F, wobei ¢"
und ¢! folgende Bedingung erfiillen:

A{e 0"} = {y', — "}

[l
3.3 Euler-Poisson-Darboux Gleichung
Wir betrachten das System:
y”—Ay—i—%y’:O in Q x (0,7),
y(0) =4,y (0) = y' inQ, (3.41)

y=10 auf I' x (0,7).
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Das exakte Steuerungsproblem der EPD-Gleichung;:

Es sei T > 0 gegeben und seien {2Y, 2!} aus einem Hilbertraum H. Fiir jedes Paar
{y°, y'} € H ist eine Steuerfunktion v aus einem geeigneten Raum gesucht, sodass: wenn
y = y(v) die Losung des Systems (3.41) ist, dann gilt:

y(z,T;v) = 2°%=x), o (z,T;v) =2 (z) in Q. (3.42)

Definition 19 :
Exisitiert diese Steuerfunktion v, dann heifit das System (3.41) mit {y°,y*} € H (exakt)
steuerbar zu der Zeit T > 0.

Wir wollen das System (3.41) zu der Zeit T > 0 (T grofl genug) steuern. Bei ¢t = 0
taucht aber eine Singularitit auf, somit gibt es mit dem Anfangswertproblem grofie
Schwierigkeiten. Um diese Singularitit auszuschalten, starten wir mit einer Zeit t = #g
um die Steuerung fiir gro3 7' > 0 zu erreichen.

Es sei I'g C I' offen und nicht leer. Ferner sei

v auf Iy,
y =
0 auf '\ Iy.

Wir betrachten das System:

A
y' =Ly + 3y =0 inQx(0.7),
v auf Iy, (3.43)
0 auf '\ Ty,
y(0) =4,y (0)=y" inQ. ’

Gegeben seien die Anfangsbedingungen {{¢(to), ' (to)} € D(Q) x D(2). Wir betrachten
folgendes System:

/
¢ — N — <i\¢) =0 in Qx(0,7),
Blto) = 6. ¢/ (t)) = ¢ in (349
=0 auf X.
Hier spielt ¢ die Rolle einer Hilfsgrofle, um die Randsteuerung zu konstruieren.
Sei nun: \
w”—A@Z)jL?q//:O in Q x (0,7),
¢
¢ _ % auf 20, (345)
0 auf X\ X,
W(T)=0,¢"(T)=0 in Q.
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Bemerkung 18 :

Das System (3.45) hat eine eindeutige Losung fiir X > 0. Ist A < 0, dann ist die Findeu-
tigkeit der Losung verletzt. Beispiel: Fiir A = —1, sind 1(z,t) = t* und (z,t) = 0im
Inneren zwei verschiedene Losungen von (3.45).

Es sei ty > 0. Wir definieren einen linearen Operator A:

A {6(t0), &/ (o)} = (' (o) + j{)wto), — (te)}

und wir betrachten das Skalarprodukt:

({0 to) -0 (ta) = t0)} Ao(to). (1)) = [ (olt0) (4 o)+ 2-0(t0)) = (1) i) )

Wir multiplizieren (3.45) mit der Losung ¢ = ¢(x,t) von (3.44) und wir integrieren tiber
Q = x [tQ,T):

/ oY + iqbw’ dxdt = / ¢ N dadt (3.46)
Q ¢ Q

Aus der linken Seite der Gleichung (3.46) ergibt sich durch partielle Integration bzgl. t:
I, = /Q ¢y + %qw’ dxdt
T t=T T /
- ([W]izi@ ~ [ dwars [jw} [ (?(ﬁ) dt) da
Q to t=to to
T
= /Q <[¢w’]iz£ - <[¢’ vl - | qb”wdt)) da
A t=T T by !
-, (W] e dt) "
/ t=T
= [orv-v (o) asar+ | ([w’—ww?w] ) dr
Q Q t=to
// )\ ' / /
= [e(or-(39) ) anar+ [ (otmwn) - o mywir)
Q Q
A A
7 0(T) U(T) = 6(10) v (t0) + & (10) (t0) = (1) ¥(t0)) .
Wegen ¢ (T) = ¢'(T) = 0, ist dann:
// >\ ' / / >\
n= [ (o= (30) ) e+ [ (= otto)v'to) + o) vito) - 2otto) uit))

(3.47)
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Unter der Verwendung der 2. Greenschen Formel fiir ¢ und ¢ auf dem rechten Integral
der Gleichung (3.46) ergibt sich:

12_/Q—¢ Azpdxdt_/zwayqs—qﬁaywdrdt—/Q W A¢drdt

und wegen ¢ = 0, gilt dann:
12:/ Y Oy dl dt —/ Y A¢dxdt.
by Q
Da v = 0,¢ auf Xy, erhalt man weiter:
I = / —¢ Apdadt = / |0,¢|° dr dt — / ¥ A¢drdt. (3.48)
Q Yo Q
Nun addieren wir (3.47) und (3.48):
1 )\ /
L+ = /¢<¢ —AT/J-FtT/J)dxdt
Q

" A\ 9
= o - A + ,
/Q P <¢ (t gb) ) dxdt / v A¢dxdt /20 (8 QS) dl' dt

+ / (— olto) ¥/ (to) + &' (t0) v <t0>_f¢(t0)w(t0)) o

N
_ /Qq/,< ( >dxdt+ 8,6)? dr dt

+ (= ot v'(t0) + Sty v <to>——¢<to>w<to>) i

-/ o (8- 06— (20 )/>dxdt+ (0) vt0) = olt0) (¥/t0) + (1) ) ) o

L) dU dt.
+/ZO(¢) t

)\ /
Nach (3.44) ist ¢" — A¢ — (tqﬁ) = 0 und somit gilt weiter:

/ 10,6[* d
Yo

[ (9600) (4(00) + 700)) = &/ 0) wlt)) d
= ({W/(t0) + 3 lt0). — ¥(t0)}  10(ta), 00}
= (A {0lt0). ¢ (10)}  {0(t0). & (10)}).

Daraus folgt dann:
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/E 10,0245 = (A {6(to). &'(to)}  {8(to), &' (f0)} ). (3.49)

V{o(to), @' (to)} € D(2) x D(Q) betrachten wir folgende quadratische Form:

1
o) e} = [ 10,0 a)" = laollacsy, (3.50)
Wir betrachten das inhomogene System:
9”—A9+?0’:f in Q,
8(0) = 09,6'(0) = 0! in Q, (3.51)
0=0 auf 3.

Lemma 16 :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 92 € C?. Ferner seiq = q, € C1((Q2),R"), dann
gilt fiir jede schwache Lésung 6 = 6(x,t) (d.h. : V{6°,6'} € Hj(Q) x L*(Q), f € L*(0,T; L*(Q))

von (3.51):
1 2 / / /2 an
- , -
5 /Equk‘a 9‘ d [(9 qka >:| ‘9 axk dxdt
%ﬁﬁ 71 Ok |5012 dadt (3.52)
Q Oxj Ox; Oxy G:Uk
—i—/ AH'de:cdt—&—/ quﬁda:dt
Beweis:

Zunéchst zeigen wir die Giiltigkeit der Gleichung (3.52) fiir eine starke Losung 0 = 0(x,t)
d.h.:
V{6°,6'} € (H* N H(Q)) x Hy(Q), f € L*(0,T; H} ().

Wir multiplizieren die Gleichung (3.51) mit der Funktion

00
H. —
k =4k 75— e
und dann integrieren wir iiber Q:
A 00 00
0" — NG+ =0 —dzdt = / — dzdt. 3.53
[ (0= 20430) a i dsar = [ fo 5o (3.53)

Nach Lemma (5) haben wir bereits gezeigt:

[1 = / (9” — AQ) Hk dxdt
Q

R

dgr, 00 00 1 [ gy ) 1 /
a5 — = Vo|® dxdt
Q 81‘]' al‘j al’k 8xk | | *3 UV

2

0
0 dy.

ov

+
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Daher gilt:
ol
/ kaaidCCdt = L+ I
Q Lk

wobei:

12:/ AG’dea:dt
Qt

Somit ist die Behauptung fiir eine starke Losung 0 = 0(x,t) gezeigt. Den allgemeinen Fall
fiir eine schwache Losung 0 = 6(z,t) wird genauso gezeigt, wie im Fall der Wellenglei-
chung. O

Korollar 8 :
Sei Q@ CR™ ein beschrinktes Gebiet mit 90 € C%. Ferner sei q € (C*(),R"), dann gilt
fiir jede schwache Lésung ¢ von (3.51):

00 |? ) 0
;/EQka ¢ vy = [(@5 Qkai)] /|¢>|2 % qdt

ov
Oqr, 0p 0o 1 8qk 2 / A,
Gk 99 90 - v + [ 24/ Hy dadt.
o 9z, O, Oy, \ ¢|* dxdt ; t(b i ddt

Beweis:
Der Beweis folgt aus der gezeigten Ungleichung (3.52) fir f = 0. O

Satz 23 :
Sei Q@ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T' € C?. Dann gilt fiir alle
T > T(2°) und fiir jede schwache Lésung ¢ von (3.51):

2E (T —T(2")) < R(z°) / ‘% dx. (3.54)
% (29) 81/
Beweis:
Im Folgenden setzen wir:
X = (@060 0 v = | (#0.m 2T i g 2
* ) t=0 "’ N Y k? 8xk 0 k Qk 6 k
Unter Verwendung der Gleichung (3.54) fiir ¢ = m ist:
1 ) 1
3 |0y0|*dYX = gb Hy, dxdt (3.55)
b
< / 0,0/ 5. (3.56)
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Einerseits folgt nach (2.49) fiir T > 2R(2°):

-1
bf+(”2 )X¢§2R@P)E} (3.57)
Andererseits liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

‘/‘ ¢n%@ﬂ4 < ARG (147 + [Ve]?)

= 2\ R(2°)Fy,
d.h.: \ 5
—AivufhEogl/w g =— dadt (3.58)
Aus der Ungleichung (3.57) und (3.58) folgt dann:
0 0 o6 ( )
(T —2R(2")) Ey —2AR(a")Ey < ¢n%§—Mﬁ+Y+- 5 X +TE,y
T
< V¢Fd2

Somit ist dann fiir T(2°) = 2 R(z%)(1 + \):

(T —T(2")) Eo

L2 d.

O

Lemma 17 :
Sei @ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit I' € C?. Dann existiert fir alle schwache
Liosung ¢ von (3.51) eine Konstante C > 0 :

Ll
P

—| dX < C(T+1)E)p. (3.59)
Beweis: Siehe (4). O

ov

Korollar 9 (Eindeutigkeitssatz) :
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Rand T' € C2. Ist ¢ eine schwache Lisung
von (3.51) und

¢

5, =0 auf »(z?), (3.60)
dann ist ¢ = 0.
Beweis:
Ist 9,¢ = 0 auf X(2°), dann folgt aus dem Satz (3.59) Ey = 0 dies ist aber nur moglich,
wenn ¢° = 0 und ¢! = 0, d.h. wenn ¢ = 0. ]
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Bemerkung 19 :
Nach dem Eindeutigkeitssatz (9) ist die quadratische Form (3.50) eine Norm in D(§2) x
D(Q).

Satz 24 :

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 02 € C2. Ferner sei z° € R™ und T > T(z%) =

2 R(2°)(1 + \), dann existiert fiir jedes Paar {y°,y'} € L*(2) x H-Y(Q) eine Steuer-

funktion v € L?(X(2°)), sodass die Lisung y = y(v) des Systems (3.43) die Bedingung
y(z,T;v) =y (z,T;0) =0 in Q

erfillt.

Beweis:
Wir haben die exakte Steuerbarkeit der Anfangsbedingungen {y°, %'} mit

{y', ="y e F, (3.61)

wobei F’ der Dualraum von F'. F ist der Vervollstdndigungraum von D(Q2) x D(Q2) be-
ziiglich der Norm

1{6°, 0" HIF = 11000|| L2 (x(20)) - (3.62)

Wir kombinieren (3.59) mit dem Satz (23), dann erhalten wir:

Es existieren Cp,Cy > 0: C1Ey < ||{¢° ¢ }||% < CoEy, (3.63)

daraus folgt F' = H(Q) x L?(2) und somit auch F' = H=1(Q) x L?()
d.h.

{y'°} e F' o {3°, y*} € L2(Q) x H1(Q). (3.64)

Hier sieht man, dass der Raum F, in dem wir die EPD Gleichung steuern, derselbe Raum
F bleibt, genauso wie im Fall der Wellengleichung .
Da die Steuerfunktion durch v = 9,¢ auf X(z") geben ist, wobei ¢ die Losung von (3.44)
mit den Anfangsbedingungen {¢°, ¢!} € F und unter Vewendung der Ungleichung (3.59)
folgt daraus:

v e L2(2(20)). (3.65)

0

Bemerkung 20 :
Fiir die Steuerbarkeit der EPD-Gleichung braucht man fiir A\ = 1 die doppelte Zeit, die
man fir die Steuerbarkeit der Wellengleichung bendtigt.
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4 Die exakte Randsteuerbarkeit von
zwei gekoppelten
Wellengleichungen

4.1 Formulierung des Problems

In diesem Abschnitt wird folgende geometrische Voraussetzung angenommen: Es seien
0o, Q; C R™ zwei offene und beschriankte Gebiete, mit I'g = 9Q9, ' = 99 € C? und
Q1 C Q. Qo und Q; sind sternférmig in 2° € Q1. Wir setzen Q = Qg \ Q1 und betrachten
folgendes System:

¢ —Lgr =0 in Q,
¢1(0) = ¢, ¢1(0) = ¢1 inQ,
¢p1=0 auf X,
5 —Dpa =0 in Q, (4.1)
$2(0) = 69, ¢5(0) = ¢5 in Q,
$2 =0 auf ¥\ ¥(20),
% =0 auf ¥(a?).
Wir setzen
V={pcH(Q):¢=0 auf [',(z")} (4.2)
und
W={peV:»~Apc L*Q), gi’ =0 auf I'(z")}. (4.3)

Man sieht leicht in diesem Fall: W c H?(Q).

Sei nun )\% > 0 der erste Eigenwert von:

—Ap=M¢ inQ,

96 _

0
5 =0 auf I'(z”), (4.4)

=0 auf T, (2).
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Dann haben wir die Abschitzung:

9] < Alo|v¢| Vo eV. (4.5)

Wir betrachten nun die Energiegleichung der Losungen ¢1 und ¢o des Systems (4.1)
1 .
Ei(t) = 5 (I6i0F + [Vou(t)]*) vt e [0,T],i=12. (4.6)

Nach dem Energieerhaltungssatz bleibt die Energie entlang der Trajektorien konstant,
d.h.:

Ei(t) = Eoi = 5 (|6 (1)) + [V} (&)P) ¥t e [0.T),i=1.2. (4.7)

1

2
1 1

Zudem wissen wir, dass EZ eine Norm in H}(Q) x L?() ist und Eg, eine Norm in

V x L?() ist. Diese genannten Normen sind dquivalent zu der von H'(Q) x L%(Q)

erzeugten Norm. Ferner setzen wir nun:
E(t) = E1(t) + Eo(t) Vte[0,1], (4.8)

somit
E(t) =FEy=Fn+ FEyp Vte [O,T]. (4.9)

1
Daher ist die Norm Ej in

HY(Q) x L3(Q) x V x L*(Q)
dquivalent zu der von [H'(Q) x L2(§2)]2 erzeugten Norm.

Lemma 18 :
Sei p : Q — R eine regulire Funktion und sei { 0;}"_, die Famillie der Differentialope-
ratoren der ersten Ordnung auf L', dann gilt:

IVol? = [Vopl*  auf T, (4.10)
mit Voo = (019, ,0np).
Beweis: s. z. B. [14]

Lemma 19 :
Es sei g € (WH(Q))", dann gilt fiir jede schwache Lisung 6 des Problems

0" — NG = f in Q x (0,T), )

0(0) = 6°,60'(0) = 0! in Q,

00 4.11
%:0 auf X9 =To x (0,7, (4.11)
=0 aufElelx(O,T).
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folgende Gleichung:

1 1 a0(t)\1"="
2/ qrvi|0,0)? A% + 2/ aevr (|02 = [V, 0'1%) d% = {(9/(75),%())]
b}

Zo 0z /) li=o (4.12)
1 % 8qk 00 00

a0
n2 2 Yk YV OPY o s
3 ) o (1612 = |VO[?) dzxdt + dzdt /quk D dadt.

* Q 83:]- al‘k 81,‘]‘

Beweis: s. z. B. [14]

Wir betrachten nun das homogene Problem

& — Ap=0 in Q% (0,7),

$(0) = ¢%, ¢'(0) = ¢' inQ,

0 4.13
a—f:@ aufEO:FOX(O,T), ( )
¢=0 auf ¥; =T'1 x (0,7).

Die Gleichung (4.12) liefert fir ¢ = m und f = 0:

t=T
;/Zl Tnkl/k’aud)|2 d> + % /EO MV (‘¢/|2 _ ’va¢/‘2) a3 — |:<¢I(t) m a@(t)>:|

s Mg ———
Ok ) |1
n

|2 — ) dad 2 dadt.
+5 [ (0 = 190p) dear [ 907 i

Da myr, < 0 auf 31, gilt weiter:

[(é’(t), mkaggf?)} :Z + ;/Q (16 + |V¢|*) drdt

n—1

1
+ / (162 — |Vo[) dedt < » / il 0,6/ dS.
2 Q 2 o)

Wegen
/Q 62— VP2 dedt = [(¢/(), 6(1))]' ="

ist dann:

_ t=T
KW(t%mka(fig + 2 5 1¢(t)>L:0 +TEy < ;/EO mivy, (|67 = [Vod'|?) dS. (4.14)

Lemma 20 : ]
Es sei T > T(2°) = 4R(2%) + nT Ferner sei Q@ C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit
I € C?. Dann gilt fiir jede Menge der Anfangsbedingungen

{#%, 61} € Hy(Q) x L*(Q); {63, ¢2} € W x V, (4.15)
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die Abschdtzung:

R(2°)
2

(T —T (") Ey < /E o 10,1 + Bh|2d.

Beweis:
Fiir T > 2R(x°) haben wir im Satz (19) bereits gezeigt:

0
(T —T(2")) Eo < R(:C)/ |0, 1|%dX.
2 E(xo)

Nach (4.14) gilt fiir ¢9 :

(4.16)

(4.17)

_ t=T
(0m 20 4 " R0n0)| T En < g [ s (64 - I9064f) a2

8xk 2 t=0 2

1

/ mkl/k‘(bIQPdZ
2 (x0)

R(xo)/ /12
ax.
S

IN

IN

Zudem gilt fiir alle ¢ € [0,77] :

(500,220 | < 2a0) o

und

ebenso gilt weiter

(s 220 4 )|

n—l‘

Ao

Daraus folgt fiir T > 2R(2°) +

n—1 R(20)

<T —2R(z") — > Epy <

/ 42 ds.
3(z9)

0

Wegen (4.17), (4.21) und Ep2 < Ejp gilt dann:

n—1 R(z°
(r-2met - ") R B [ o

0 2
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Wir multiplizieren die Gleichung ¢{ — A¢; = 0 mit ¢2 und die Gleichung ¢5 — A¢pa = 0
mit ¢; und wir integrieren iiber Q.
Dann gilt einerseits

[ o165+ Von - Vepdudi = [ 60,0
Q b
und da ¢h, =0 auf ¥,(x°), ist dann

/Q L0+ Vo - Vo dodt = [

& 0,61 dS. (4.23)
2(x9)

Andererseits gilt:
| 564+ on- Vi dudt = [ 610,005
Q b

und da ¢} =0 auf X, ist dann
/ ¢hd) + Vo - Vo dedt = / Py Oypa dX = 0. (4.24)
Q by
Wir addieren die Gleichungen (4.23) und (4.24):
d -
| i (66 or- V) dodt = [((A0)64(0) + (For), T o)) Sy
= / ¢ Oypr A3
3(x9)
Somit gilt:

[((¢1(0:05(0) + (Vo1 (). Vea(t)] =, | = ‘ /Z o, P2 000105 < 2(Bor + Euz) = 2B,

d.h.:
R(2°)

5 < 2R(z°) Eo. (4.25)

/ 26y D1 S
>(x9)

Aus der Gleichung (4.22) und (4.25) folgt dann die Behauptung:

n—1

<T—2R(:c0) - ) Ey—2R(z°) Ey = (T—4R(:1;0) - ”)\_ 1) Ey

0 0

= (T -T(z")) Eo

R 0
Rlz) [ 1o+ 216001 + |ohas
2 2(0)

R(zV)

= B[ 100+ gyas,
2 2 (x0)
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Korollar 10 (Eindeutigkeitssatz) :
Es seien T > T(z%) und {¢9,¢1} € HY(Q) x L*(Q), {¢9, o3} € W x V. Erfiillt Q die

oben genannte geometrische Bedingung, dann gilt:

991

5, Tt oh =0 auf 2(z) = ¢ =py=0. (4.26)
Wir betrachten das System:
yi — Ly =0 in Q,
y1(0) =91,1(0) =yi inQ,
Yy — Dy2 =0 in Q,
y2(0) = 3, 45(0) = y3 in Q, (4.27)
yy=1y2=0 auf 2, (20),
Y1 =v auf L (20),
g—Q = auf L (z0).
v

4.2 Satz der exakten Steuerbarkeit von zwei
gekoppelten Wellengleichungen

Satz 25 :

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Q2 € C?. Ferner sei 2° € R" und T >
T(x°), dann existiert fiir jede Menge der Anfangsbedingungen {y?,yt,y9,ys} € L?(Q) x
H=1(Q) x L2(Q) x V' eine Steuerfunktion v € L*(3(x°)), sodass die Lisung {y1,y2} des
Systems (4.27) die Bedingung

y1(z,T;v) = v} (2, T;v) = yo(2,T;v) = vh(x,T;0) =0 in Q
erfillt.

Beweis:
Wir 16sen zunéchst das System (4.1) mit den Anfangsbedingungen

{81, 01,09, 62} € D(Q) x D(Q) x W x V. (4.28)

Wir definieren die Norm

(NI

{69, 6%, 62, o3} |7 = (/

3(x

0,61 + cbé?dz) (4.29)
0)

und konstruieren den Raum:
F = Der Vervollstdndigungsraum von D(§2) x D(Q2) x W x V', beziiglich der Norm ||- || ¢.
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Nach der Ungleichung (4.16) ist:

F C HY}Q) x L*(Q) x V x L*(Q), (4.30)
iiberdies
H™1(Q) x L*(Q) x V! x L*(Q) C F', (4.31)
daher gilt dann
{87, 01,03, 93} € F & 0,01 + ¢ € L*(5(2)). (4.32)

Anhand der Einbettung (4.30) ist

{7, 01,09, 03} € F = {4, 61} € H}(Q) x L*(Q) (4.33)

und nach der gezeigten Randsteuerbarkeit der Wellengleichung, ist fiir T > T'(2°):

{09, 01} € H}(Q) x L2(Q) = 8,¢1 € L2(2(2")). (4.34)

Somit folgt aus (4.32) und (4.34)

{67, 01,03, 03} € F < {7,061} € Hy(Q) x L*(Q) und ¢ € L*(S(a°)). (4.35)

Wir betrachten nun die Norm:

1
2
HW&@ME=</ \%ﬂm> (4.36)
(x0)
und wir konstruieren den Hilbertraum E:
E := Der Vervollstdndigungsraum von W x V', beziiglich der Norm || - || .
Wir haben dann
ECV xL*Q);V' x L*(Q) C F, (4.37)
F=H}Q) xL*(Q) x E (4.38)
und
F'=H Q) x L*(Q) x E' (4.39)
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Wir betrachten das System:

1—AP1=0 in Q,
5 — A =0 in Q,
Y1 (T) = Py(T) = 1ho(T) = ¢4(T) in Q,
Y1 =g =0 auf 2, (29), (4.40)
1 = Bu1 + ¢ auf 2(2°),
% = 04(Dy 1 + &%) auf $(z°).

FEinerseits haben wir die Existenz, Eindeutigkeit und die Regularitit der Losungen
des Problems (4.40) bereits gezeigt. Es existiert eine eindeutige Losung {1,112} mit

{1(0), —11(0),¥5(0), —12(0)} € F’. Andererseits ist:

Y1 € C(0,T; L*(Q)) N CH0,T; H1(Q)), (4.41)

{5, — 2} € L*(0,T E). (4.42)

Wir konstuieren nun einen Operator:

A:F— F', (4.43)
mit
A{8Y, 01,05, 631} = {1(0), —1(0),95(0), —2(0)} (4.44)
und nach dem Problem (4.40) ist:
(A{61, 01,09, 02}, {01, 01, 09, 63} ) = [[{eY, o1, 03, D3} |- (4.45)

Dies zeigt dass, A ein Isomorphismus von F nach F’ ist. Daher gilt fiir jede Menge der
Anfangsbedingungen {y{,y},v9,y5} € L*(Q) x H-Y(Q) x L?(2) x V' :

{y%a - y%y%a - yg} € Hil(Q) X L2(Q) X VI X LQ(Q) - F/' (446)

Somit hat das Problem
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eine eindeutige Losung {#), 1, 09, o3} € F. Betrachten wir die Losungen ¢ und ¢ des
Problems (4.1), dann erfiillt die Steuerfunktion

v = 0,01+ ¢y € L*(%(2?)) (4.48)

die Voraussetzung. O

Bemerkung 21 :
Die Zeitableitung 0O, (8,,¢1 + (;5/2) ist im Sinne der Distribution nicht dibernommen, aber
im Sinne der Dualitit zwischen H'(0,T; L*(T'(2°))) und seinem Dualraum, d.h.:

Oud0n +63) o) =~ | oy OB T BV, VHOTIAE). (@449

Bemerkung 22 :

Wir haben die exakte Steuerbarkeit mit den Anfangsbedingungen {y?,yi} € L*(Q) x
H=YQ) und {y9,9y3} € E' gezeigt. Es ist aber schwierig den Raum E in klassischen
Réumen zu charaktesieren. Wir haben nach (4.37) gezeigt, dass E C V x L?(S2) aber wir
konnen zum Beispiel nicht zeigen dass W x V C E.
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5 Die innere exakte Steuerbarkeit
der Wellengleichung

5.1 Formulierung des Problems

Es sei 2 C R™, n > 1, offen und beschréankt mit einem Lipschitz-Rand I' := 909Q. Fiir
T > 0 betrachten wir im Folgenden die Wellengleichung mit Dirichlet-Randbedingung;:

y'— Ay=wv, inQx(0,T), (5.1)

mit zwei Anfangsbedingungen:

y(0) =",y (0) =y nQ (5.2)
und der Randbedingung:
y=0 auf T x(0,7). (5.3)
Wir betrachten das homogene Problem:
¢ —Np=0 in Q x (0,7),
$(0) = ¢ ¢'(0) = ¢' inQ, (5-4)
p=0 auf X.

und die Energiegleichung beziiglich (5.4):
1

By =5 (1617 +1V¢"). (55)
Lemma 21 :
FEs ses T > 0.
a) Die Seminorm:
3
146% M le = ( / 0 dzdt)” = 162 (56)

ist eine Norm in Hg(Q) x L*(Q).

1
b) Die Normen ||¢'||12(q) und E§ sind in H}(Q) x L*(Q) dquivalent.
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Beweis:

a) Es sei ¢/ = 0 in Q, dann ist ¢* = 0 und ¢(z,t) = ¢°(z) V(z,t) € Q. Da ¢ ei-
ne Losung von (5.4) ist und nach der Behauptung ist ¢” = 0, gilt dann A¢" = 0 mit
#° € HE(9). Das bedeutet ¢° = 0 und somit ist || - || eine Norm.

b) Nach dem Energieerhaltungssatz der Wellengleichung gilt:

0 1 1 112 2 %
[{o", 0t Ir < (2/Q|¢| + V¢ dmdt)

1
1 2

< 2TE0>
2

= (TEy)?
1
< CEj,
es bleibt nun zu zeigen, dass
1
Ef <O|1{¢%, '} |p. (5.7)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.4) mit der Funktion p(z,t) = g¢(t) ¢(z,t), wobei
g(t) = t*(T — t)? und wir integrieren iiber Q. Da g(0) = g(T) = 0 verschwinden hier die
Randwertterme:

[ (o016 g(000 89) ot = - [
Q

()88 + g (1)8'9) drdt + / (VoY dadt,
Q Q

daraus folgt

/ (0 [Vo[?) dedt = / § ()86 dudt + / o(8)[¢/]2 dadt. (5.8)
Q Q Q

Zudem gilt fiir alle p > 0:

/ / 2 1 gl(t)2 /12
‘/Qg(t)qbqﬁdxdt‘ < p/Qg(t)|¢)| d:cdt+4p/Q Vo daar
"2 dzdt
LN(O,T)/Q|¢| )

(7
_ 2 /12
- /Q o(t)|6? dzdt + C(p) /Q |2 dadt,

IN

) /Q 9(8)|pf2 dadt +

1
4pH g(t)

d.h.:
’/ g’(t)d)’gbdxdt' gp/ g(t)y¢\2dxdt+0(p)/ |¢'|? dadt. (5.9)
Q Q Q
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Sei A2 der erste Eigenwert von — A in H{ (), dann gilt:
M lu| < |Vu| Yu e HY(Q). (5.10)

Fiir p < A3 gilt weiter nach (5.8) und (5.9):
(1 - ‘;) [ sOvop) st < [ g0l dsar+ (o) [ 6P s, 1)
o/ Jq Q Q

somit gilt fiir C' > 0 grofl genug;:
/g(t)\v¢|2dxdt < 0/ |¢'|? ddt. (5.12)
Q Q

Daraus folgt

T 1 /12 2
([ o) ma = 5 [ o) (7 +1V6) dua
0 Q
1
< oWl [ 161 drit+ 5 | oIVl drat

< C/ |¢'|? dadt.
Q

T
Wegen / g(t)dt > 0, ist dann:
0

Bt <C </Q |¢’|2d1fdt>2 = C|1{¢,6'}|Ir- (5.13)

Lemma 22 :
Es seiT > 0. In Fy := L*(Q) x HY(Q) sind die Normen

,
146%. 61 1 = / of dwt ) (5.14)
und 1
(16°2 + 116"+ 0)) (5.15)
dquivalent.
Beweis:

Wir betrachten folgendes Problem:

Au= ¢! in Q,
(5.16)
u=0 auf I
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Sei u € H}(2) die eindeutige Lésung von (5.16) und {¢°, ¢*} € Fi.

Einerseits, da {¢°, ¢!} € L*(Q) x H}(Q) ist auch {u, ¢°} € HE(Q) x L?(2). Andererseits,
wenn ¢ = ¢(x,t) die Losung von (5.4) mit der Anfangsbedingung {¢°, ¢!}, dann ist die
Funktion

T
v(x,t) = / o(z,s)ds + u(x) (5.17)
0
die Lésung von (5.4) mit der Anfangsbedingung {u, ¢°}. Nach Lemma (21) ist die Norm
101220y = |9l 22(0) (5.18)
aquivalent zu der Norm
1

(161 + 1l By ) (5.19)

diese ist dquivalent zu der Norm

%

(1612 + 11613 -109) (5.20)
weil — A 1 HY(Q) — H~1(Q) ein Isomorphismus ist. O

5.2 Satz der inneren exakten Steuerbarkeit der
Wellengleichung

Satz 26 :

Sei Q0 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit einem Lipschitz-Rand 0S). Ferner sei z° € R"
und T > 0, dann ezistiert fiir jedes Paar {y°,y*} € HL(Q) x L?(Q) eine Steuerfunktion
v € L*(Q), sodass die Losung y = y(v) von

y'—Ay=v in Q,
y(0) =44/ (0) =y inQ, (5.21)
y=20 auf X,

die Bedingung y(x,T;v) = y'(z,T;v) =0 in Q erfillt.

Beweis:
Gegeben seien die Anfangsbedingungen {¢°, ¢'} € D(Q) x D(Q2). Wir betrachten das
homogene Problem:

" —Np=0 in Q x (0,7),
¢(0) = ¢°,¢'(0) = ' I, (5.22)
=0 auf 2.
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Wir definieren die Norm:

1{¢% &'} |r = ( /Q |¢|2dxdt>;- (5.23)

Sei F der Vervollstdndigungsraum von D(Q2) x D(Q) beziiglich der Norm || - || . Nach
Lemma (22) ist
Fy = L*Q) x H1(Q). (5.24)

Ferner betrachten wir nun:

P'—-Ap=—¢ inQ,
Y(T) =y (T)=0 in Q, (5.25)
=0 auf X.

Wenn ¢ € L?(Q), dann existiert nach Lemma (2.60) eine eindeutige Losung ¢ von (5.25)
mit der Eigenschaft
Y € C(0,T; Hy(Q)) N CH0,T; L*()). (5.26)

Wir definieren den Operator

A{e% ¢!} = {¥/(0), = ¥(0)}

und wir multiplizieren die Gleichung (5.25) mit der Losung ¢ = ¢(z,t) von (5.22)

—/ ¢¢”—¢A¢dxdt:/ |p|? ddt. (5.27)
Q Q

Aus der linken Seite der Gleichung (5.27) ergibt sich durch partielle Integration bzgl. t:

/Qqﬁw”d:vdt _ /OT/ngw”dmdt
- /(w / aswdt) da
-/ <[¢>¢’]t ([w / ¢”wdt)> dz
- [ v [ (ov - ouih) @
-/ ' [ ¢ vdaidt+ [ (o0)0/(T) = D) 0T) = 60) 0/0) + 60) 0(0)) do

wegen (T) = ¢/(T) = 0 ist dann:

/Q 60" dudt /0 ' /Q o' dudt + /Q (6/(0) ¥(0) - 6(0)#(0)) do. (5.28)
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Unter der Verwendung der 2. Greenschen Formel fiir ¢ und ¢ auf dem rechten Integral
der Gleichung (5.27) ergibt sich:

/Q_¢ Awdq:dt:/2¢8y¢ — ¢ o0dT dt —/OT/Q#) A dad,

da ¢ = ¢ = 0 auf X verschwinden die Randwertterme und es gilt weiter:

/Q —¢ A dadt = —/OT/Q W A drdt. (5.29)

Nun addieren wir (5.28) und (5.29):

T
[ ov o svdrar= [ [ pi =00 daat — [ (000)4/(0)='0)v(0)) d:
Nach (5.22) ist ¢ — A¢p = 0, somit ist:
[ o azar = [ (60)v'0) = ¢ v(0)) e
= {0, ~ 00} {6 6'))

= (A {0} {0,
d.h.:
/Q (6 dedt = (A {661}, {6, 6'}). (5.30)

Daher ist
A:LA(Q) x HY(Q) — L*(Q) x H}()

ein Isomorphismus. Somit hat folgende Gleichung fiir alle Anfangsbedingungen {3°,y'},
mit {5, — 5%} € L3(Q) x HY(%):

A{e% 0"y = {y', — "} (5.31)

eine eindeutige Losung {¢°, o'} € L?(Q) x H~1(Q). Hierbei ist ¢ die Lésung von (5.22),
die die Anfangsbedingungen {¢", ¢'} aus der Gleichung (5.31) erfiillt. Schlielich erfiillt
die Steuerfunktion

v=—¢ € L*Q) (5.32)

die Bedingung y(T;v) =/ (T;v) =0 in Q. O
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