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1. Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit Ruinwahrscheinlichkeiten im klassischen Risiko-
modell, sowie den Auswirkungen von Riickversicherungen auf selbige.

Ziel dieser Arbeit wird es zunéchst sein, mathematische Formeln zur Berechnung oder
Abschitzung der Ruinwahrscheinlichkeit, beziehungsweise ihrem Pendant der Uberle-
benswahrscheinlichkeit, aufzustellen. Dies ist insbesondere Gegenstand der Ruintheorie,
welche ein Teilgebiet der Risikotheorie darstellt. Die Risikotheorie, oder auch Nichtle-
bensversicherungsmathematik genannt, beschéftigt sich dabei mit Sachversicherungen,
die vor allem durch zuféllige Anzahl und Hohe von Schiden gekennzeichnet sind.
Nachdem wir uns mit einigen grundlegenden Begriffen und deren Eigenschaften beschéf-
tigt haben, werden wir stochastische Prozesse und insbesondere den zusammengesetzten
Poisson-Prozess betrachten. Dieser wird eine entscheidende Rolle in unserem Modell
einnehmen, da er die gewiinschte Zufélligkeit von Schadensanzahl sowie -hdhe zuldsst.
Aufserdem besitzt er einige niitzliche Eigenschaften, von denen sich vor allem der Satz
von Takécs fiir spitere Berechnungen als niitzlich erweisen wird.

Unser zugrundeliegendes mathematisches Modell wird dem, in der Praxis hdufig verwen-
deten, Cramér-Lundberg-Modell entsprechen. Dieses, oft auch ,klassisches Ruinmodell*
genannte Modell, zeichnet sich grob durch vier Annahmen aus:

Die Schadensanzahl ist Poisson-verteilt.

Die Einzelschdden werden durch eine Folge von unabhingigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen beschrieben.

Pramien werden stetig und konstant gezahlt.

Die Schadensanzahl ist unabhingig von der Héhe der Schaden.

Es handelt sich also um ein Modell in stetiger Zeit, weswegen wir Ruin ebenfalls in ste-
tiger Zeit betrachten wollen.

Wir werden feststellen, dass sich besonders Rechnungen fiir die Ruinwahrscheinlichkeit
in endlicher Zeit als schwierig erweisen. Als niitzliches Werkzeug fiir diese Problematik
lassen sich die Formeln von Seal finden, weswegen wir sie, als eines der Hauptresultate
dieser Arbeit, zum einen beweisen und zum anderen fiir einen allgemeineren Fall fort-
setzen werden. Mithilfe der allgemeineren Formel werden wir letztendlich in der Lage
sein zu zeigen, dass sich die endliche Ruinwahrscheinlichkeit lediglich unter strengen
Voraussetzungen exakt approximieren lasst. Wir werden uns bis zu diesem Zeitpunkt im
Wesentlichen an das Buch ,,Stochastic Processes for Insurance and Finance von Rolski,
Schmidli, Schmidt und Teugels halten.

Zum Abschluss der Arbeit werden wir Mdoglichkeiten zur Verringerung des Risikos eines
Versicherers begutachten. Dies ldsst sich zum Beispiel mittels Riickversicherungen, also
einer Versicherung des Versicherers, erreichen.



Mithilfe eines einfiihrenden Beispiels werden wir mathematisch demonstrieren, warum
vor allem grofte Schiden mit geringer Wahrscheinlichkeit, ein Versicherungsunternehmen
schnell an die Grenzen der Zahlungsfahigkeit bringen kénnen. In der Praxis tritt dies
vor allem bei Naturkatastrophen auf, wie Grafik 1.1. weiter unten verdeutlicht. Im Jahre
2012 verursachten lediglich vier tropische Wirbelstiirme in den Vereinigten Staaten von
Amerika einen Gesamtschaden von rund 52 Milliarden US-Dollar, wovon wiederum die
Halfte versichert war. Mit insgesamt versicherten Schiden in Hohe von 58 Milliarden
US-Dollar, war 2012 zudem das zweit teuerste Jahr iiberhaupt fiir Versicherungen in
den USA (nach 2005).

Schaden durch Naturkatastrophen in den Vereinigten Staaten von Amerika — 2012

Stand: 01.01.2013 Anzahl der Ereignisse | Todesfalle Gesc“f;”&?ﬂgf;:ﬂgghade” Gesc“étzi;egﬂ‘i’l'ﬁgs;‘;zegggs"hade”
Tropischer Wirbelsturm 4 143 52.240 26.360
starke Unwetter 115 118 27.688 14.914
Diirre 2 0 20.000 15.000 — 17.000*
Flachenbrand 38 13 1.112 595
Wintersturm 2 7 81 38
Flut 19 3 13 0

Quelle: MR NatCat SERVICE

*Von den insgesamt rund 20 Milliarden US$ landwirtschaftlicher Ernteschaden, konnten etwa 15-17 Milliarden US$ durch das ,public-private multi-peril crops insurance*-
Programm wiederhergestellt werden. Dies macht es zum groften Verlust der US Landwirtschaftsversicherungsgeschichte. Im Durchschnitt belaufen sich versicherte Verluste
in der US-Landwirtschaft auf ca. 9 Milliarden US$.

Schéaden durch Naturkatastrophen Weltweit — 2012

Zusammenfassung:

- 90% der gesamten versicherten Schaden weltweit (65 Milliarden US$) lassen sich auf die Vereinigten Staaten von Amerika
zuriickflhren (Langzeitdurchschnitt betrégt ca. 57%).

- Hurrikan Sandy und die US Diirre waren die beiden kostspieligsten Ereignisse.

- Die im Mai in Italien aufgetretenen Erdbeben waren mit rund 1,6 Milliarden US$ versicherter Schaden, die teuersten
Versicherungsschaden der italienischen Geschichte.

- Obwohl 2012 ein Jahr mit verhéltnisméaRig geringer Anzahl von Todesféllen durch Naturkatastrophen war, ist es das dritt teuerste Jahr
fur die Versicherungsindustrie weltweit (nach 2005 und 2011).

Grafik 1.1. - Naturkatastrophen-Statistik 2012
Quelle: Webinar Munich Re - Seiten 6, 28 und 40.

Die Minimierung des Risikos durch die optimale Wahl der Hohe oder des Typs einer
Riickversicherung wurde bereits in vielen Biichern behandelt. Vor allem in den letz-
ten zwei Jahrzehnten, entwickelten sich entsprechende Theorien dank neuer numerischer
Moglichkeiten weiter. Die meisten dieser Studien setzen voraus, dass sich die Riickver-
sicherungsstrategie im beobachteten Zeitraum nicht dndert, also ein statisches Modell
vorliegt. Wir werden in unseren Beobachtungen eine periodische Anderung des Typs
und/oder der Hohe der Riickversicherung zulassen (zum Beispiel zu Beginn eines jeden
Jahres). Dazu halten wir uns hauptséchlich an die Arbeit ,Optimal Dynamic Reinsuran-
ce” von Dickson und Waters, mit dessen Hilfe wir am Ende in der Lage sein werden einen
Algorithmus zur Ermittelung der optimalen Riickversicherungsstrategie anzugeben.


http://www.munichreamerica.com/webinars/2013_01_natcatreview/natcat_webinar_record/player.html

2. Grundlagen

Wir werden uns in diesem Kapitel wichtigen wahrscheinlichkeitstheoretischen Vorbe-
trachtungen widmen. Nach einer kurzen Definition der Grundbegriffe, werden wir uns
insbesondere mit dem Existenzradius der momenterzeugenden Funktion befassen und
einige grundlegende Eigenschaften selbigem nachweisen. Im Anschluss stellen wir die
Verbindung zwischen Laplace-Transformation und der momenterzeugenden Funktion
her und betrachten ebenfalls Eigenschaften der Laplace-Transformation. Zum Abschluss
dieses Kapitels stellen wir noch die drei, fiir diese Arbeit, wichtigsten Wahrscheinlich-
keitsverteilungen vor.

Wir merken noch an, dass wir in dieser Arbeit lediglich mit Riemann- und Lebesgue-
Integralen arbeiten werden. Dabei fassen wir, falls nicht anders erwihnt, Integrale {iber
stetigen Funktionen beziiglich des Lebesgue-Mafses stets als Riemann-Integrale auf und
betrachten die restlichen Integrale als Lebesgue-Integrale.

Beginnen wir nun mit den grundlegenden Definitionen.

Definition 2.1. Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P),
SO nennen wir
Fx(z) =P(X <z), ze€R (2.1)

die Verteilungsfunktion von X.
Wir bezeichnen X als stetige Zufallsvariable gdw. Fx eine absolut stetige Funktion ist.
Existiert eine Funktion fx, welche fiir alle x € R die Darstellung

Fx(z) = / " el dy (2.2)

erfiillt, so heifit fx die Dichte von X.
Sei M eine abzdhlbare Menge, so nennen wir eine Zufallsvariable X eine diskrete Zu-
fallsvariable, falls sie nur Werte aus M annimmt, d.h.

Y PX=1)=1 (2.3)

zeM

erfillt ist.

Anmerkung: 1.) In dieser Arbeit wird ausschlieflich M = Ny gelten. Wir bezeichnen
dann X als diskrete Zufallsvariable auf Ng und definieren zudem

pe=P(X =k), keN. (2.4)

2.) Aus der Definition der Verteilungsfunktion erkennen wir zudem direkt, dass

lim F(z) =1 (2.5)
T—00
sowie
lim F(z)=0 (2.6)
Tr——00



erfiillt sind.
3.) Wir merken zuletzt noch an, dass wir oft den Index der Verteilungsfunktion bzw.
Dichte weglassen werden, wenn nur von einer Zufallsvariable die Rede ist.

Widmen wir uns nach diesen grundlegenden Definitionen nun der momenterzeugenden
Funktion.

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F bzw. Schwanzfunktion F mit
F(x):=1-F(x), z€R. (2.7)

Dann bezeichnen wir fiir alle s € (sz, s1.), mit

Mp(s) :==E (e*¥) :/ e dF () (2.8)
die momenterzeugende Funktion der Verteilung F. Dabei seien
spi=1inf{s <0: Mp(s) < oo} (2.9)
sowie
st i=sup{s >0: Mp(s) < oo} (2.10)

der linke bzw. rechte Konvergenzradius von Mp.

Wir stellen fest, dass Mp somit eine wohldefinierte, stetige und streng monoton wach-
sende Funktion fiir s € (sp, s%) ist, wobei Mz(0) = 1 gilt. Besitzt zudem F eine Dichte
f, so lasst sich My darstellen mit

Mp(s) = /_OO e* f(x)da. (2.11)

o0

Wir beschéftigen uns nun zunéchst mit dem Konvergenzradius und zeigen einige Formeln
zur Bestimmung von s}, bzw. s,. Dazu bendtigen wir folgende zwei Hilfsresultate.

Satz 2.2. Sei sp > 0, dann existiert lim, ., e**F(x) fiir alle s € (0, s5) und es gilt

lim e F(x) = 0. (2.12)

T—>00
Sei sp <0, dann existiert lim, , . e**F(z) fir alle s € (sg,0) und es gilt

lim e*F(z)=0. (2.13)

T—r—00

Beweis. Zunichst merken wir an, dass aufgrund der Nichtnegativitit von F, F sowie e®
beide Grenzwerte ebenfalls nichtnegativ sein miissen.
Sei 55 > 0 und s € (0,s;). Dann gilt nach Definition s} und wegen s > 0 fiir ein

beliebiges x € R

oo>MF(s):/

—0o0

o0

eVdF(y) > / eV dF(y) > e¥(1 — F(x)) = e F(z).

(z,00)



Somit existiert f(x o) €7 dF'(y) fiir alle z € R und wir erhalten insbesondere

0 < lime**F(z) < lim e dF (y) = 0.
T—00 T—r00
(z,00)

Also gilt
Tim e F(z) = 0

T—r00

und somit

lim 5" F(z) = 0.

T—00

Dies liefert uns die Existenz von lim,_, e**F(z) und es gilt (2.12).
Die zweite Aussage lasst sich fiir ein s € (sz,0) wegen s < 0 mit

OO>MF(5):/

—00

o0

e dF(y) > / eV dF(y) > e (F(z) — 0) = e F(x)

(—OO,.T}
fiir beliebiges z € R analog beweisen. ]
Satz 2.3. FEs gilt fiir alle s € (sy, s})
0 o0
Mp(s) — 1= —s/ F(z)e™ dx + s/ F(x)e** da. (2.14)
—00 0

Umgekehrt existiere fiir ein s € R\ {0} die rechte Seite von (2.14), dann gilt s € (sp, sh)
und somit (2.14).

Beweis. Wir beweisen zunichst die erste Aussage. Der Fall s = 0 ist wegen Mp(0) =1
trivialerweise erfiillt.
Sei nun s € (0, s}.), dann existiert nach Satz 2.2

lim e**F(z) =0

T—r00

und wir erhalten somit insbesondere

[(1—e™)F(x)], =0, (2.15)
sowie wegen s > (
(e — 1)F(x)]°, = 0. (2.16)

Analog lisst sich zeigen, dass (2.15) und (2.16), aufgrund von (2.13) und s < 0, auch
fiir den Fall s € (s5,0) erfiillt sind. Dies liefert uns nun mittels partieller Integration fiir

alle s € (sp,s5)\ {0}

Mp(s) —1= /oo(esx —1)dF(x)



- [ @@+ [ @ -arw
(—00,0] (0,00)

(e — DF()]°, — s / F(2)e™ da

—0oQ0

+ [(1 =€) F(2)]

0

=+ s/ F(z)e do
0

0 o

= —s/ F(x)e* dx—i—s/ F(z)e** dx,
—00 0

womit die erste Behauptung fiir alle s € (s, s5.) gezeigt wurde.
Beweisen wir nun die umgekehrte Richtung. Existiere zunéchst die rechte Seite von (2.14)
fiir ein s > 0. So gilt erneut (2.16) und wir erhalten

00 > —s/ F(z)e**dz+s /000 F(x)e’ dx + [(e* — 1)F(:13)](loo — (1 —¢e*)F(0) := RS.

Fiir beliebiges z > 0 gilt somit, wegen (1 — e**)F(z) < 0 und partieller Integration,
00 > RS > RS + (1 — ) F(2) = / (e — 1) dF(x).
(70074

Da z > 0 beliebig gewéhlt wurde, liefert Grenzwertbetrachtung z — oo somit die FEnd-
lichkeit von Mp(s) und damit die Behauptung,.
Analog lésst sich der Fall s < 0, wegen —(e®* — 1)F(2) < 0 fiir z < 0, beweisen. O

Gleichung (2.14) ermdglicht uns nun eine notwendige sowie hinreichende Bedingung fiir
ein sp # 0 mit Mp(sp) < 0o zu ermitteln.

Satz 2.4. Sei Mp(sg) < oo fiir ein so > 0 erfillt, dann ezistiert ein b € Roo mit

F(ZL‘) < be_sox, T € RZO' (217)

Ist hingegen (2.17) fiir ein b > 0 erfillt, dann gilt Mp(s) < oo fir alle 0 < s < sq.
Analog gelte M (s¢) < oo fiir ein so < 0, dann existiert ein b € R~y mit

F(x) <be ™ xRy (2.18)

Ist wiederum (2.18) fiir ein b > 0 erfillt, dann gilt Mp(s) < oo fir alle so < s <0

Beweis. Sei zunéchst Mp(sp) < oo fiir ein so > 0. Wegen F'(y) <1 fiir alle y € R sowie
der Monotonie von F' erhalten wir folgende zwei Ungleichungen

0 1
[ rwemaz L

o S0



und

ST
60

/ F(y)e®dy > F(z) , x € Rsy.
0

S0

Es gilt nach Voraussetzung sy € (0,s7) und wir erhalten mittels Satz 2.3, sowie der
Nichtnegativitdt von F(y)e®? fiir alle x € R

M -1 0 oo
00 > Mp(so) — 1 — _/ F(y)e™ dy +/ F(y)e™ dy
- 0

S0 0o

0 T
> — / F(y)e™ dy + / F(y)e™ dy
—00 0

1 — sor ]
> —— + F(x) ¢ )

So S0

Wir erhalten also insbesondere wegen F(x) < 1 sowie sy > 0 fiir alle z € R
Mp(sg) > F(x)e®™* — F(x) > F(x)e™" — 1

und mit b := Mp(so) + 1 € Ry somit

F(z) < be*0%,

womit (2.17) erfiillt ist.
Zeigen wir nun die umgekehrte Richtung. Es gelte also (2.17) fiir ein b € R.. Dann gilt

/ F(y)e®dy < < 00

0 SO — S

fiir alle 0 < s < sp. Somit existiert die rechte Seite von (2.14) und nach Satz 2.3 ist
Mp(s) endlich fiir alle 0 < s < sq.

Der zweite Teil des Satzes lasst sich analog beweisen. O]

Dank Satz 2.4 sind wir nun in der Lage s bzw. s}, auf eine alternative Art zu bestimmen.
Betrachten wir dazu folgenden Satz.

Satz 2.5. Falls at := lim — 27 'log F(z) € (0, 00| ist, dann gilt

T—r00
at = st (2.19)
Falls o := lim — 2~ 'log F(x) € [~00,0) ist, dann gilt
T——00
a = sp. (2.20)



Beweis. Wir zeigen lediglich (2.19). Sei 0 < € < a™ beliebig gewihlt. Dann existiert ein
—z Mog F(x) >at —¢, x> .

Dies ist dquivalent zu
Flz) <e @97 1> .

Wiihlen wir nun b > 1 so, dass F(x) < be~(@ 9% im beschréinktem Intervall [0, o] gilt,
so erhalten wir mittels Satz 2.4

Mp(s) <oo, s<a" —e
Da € beliebig klein gewéhlt wurde, gilt also insbesondere
Mp(s) < oo, s<a.

Somit folgt a™ < st. Sei nun Mp(sg) < oo fiir ein sy > a™. Mittels Satz 2.4 existiert
dann ein b € R.g, so dass (2.17) fiir alle x € Ry erfiillt ist. Also gilt

—z tlog F(x) > —x 'logh+ sy, 2z € Ryy.

Daraus folgt a™ > sg, was im Widerspruch zur Annahme steht. Es gilt also a™ > s} und
damit schlieblich a™ = s}. O

Folgerung 2.6. Sei xy € R sowie F' eine Verteilungsfunktion auf [xq,00). Dann gilt
Sp = —0Q.

Also existiert
Mp(s) = / e**dF(z), s<0.

[I(),OO)
Beweis. Wegen F(z) = 0 fiir alle z < ¢ folgt die Behauptung direkt aus Satz 2.5. [

Widmen wir uns nun einigen weiteren grundlegenden Eigenschaften der momenterzeu-
genden Funktion. Dazu merken wir noch an, dass wir anstatt Mg ebenfalls My fiir
eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'y schreiben konnen, wenn letztere kei-
ne iibergeordnete Rolle spielt. Analoges gilt fiir s} bzw. sp.

Beginnen wir zunéchst mit der Eindeutigkeit fiir momenterzeugende Funktionen.

Satz 2.7. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fx und Fy,
sowte momenterzeugenden Funktionen My und My derart, dass ein € > 0 existiert mit
Mx(s), My (s) < oo fir alle s € (—¢,€).

Dann gilt Fx(x) = Fy(z) fir alle x € R genau dann, wenn Mx(s) = My(s) fir alle
s € (—e,€) gilt.

10



Beweis. Auf den genauen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. Er 1asst sich allerdings
in |2| nachlesen. O

Betrachten wir als néchstes die momenterzeugende Funktion der Summe von unabhén-
gigen Zufallsvariablen.

Satz 2.8. Seien n € N und (X;)I, eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen. Be-
zeichne zudem Y =" X, so gill

n

My (s) = HMXi(S>7 s € ( max sy, ‘Hllll 5k.)- (2.21)

1=1,....n i=1,....n
i=1
Sind zudem alle X; identisch verteilt, so gilt insbesondere
My (s) = (Mx(s))", se€(sy,s%) (2.22)

Hierbei bezeichnet fir allei = 1,...,n, Mx(s) = Mx,(s) die gemeinsame momenterzeu-
gende Funktion sowie sy = sy, bzw 5} = sy den gemeinsamen Konvergenzradius, der
identisch verteilten X.

Wir erkennen somit insbesondere, dass dann ebenfalls

sowie
+ A+
Sy = Sx

erfillt sind.

Beweis. Der Beweis erfolgt elementar mittels des Erwartungswertoperators.
Sei also s € (Mmax;—1,. Sy, Milj1,, nsX) dann existieren alle My, (s) und es gilt,
aufgrund der Unabhéngigkeit der X;

0o > [ [ Mx,(s) HE Xi) = (H )
i=1 -1
—E (es —E (e
= My (s)
womit (2.21) gezeigt wurde.

Die zweite Behauptung folgt direkt aus der Ersten, aufgrund der Gleichverteilung der
X, sowie Satz 2.7. O

Anmerkung: Da die Verteilungsfunktion der Summe von zwei unabhéangigen Zufalls-
variablen, mit Verteilungsfunktionen F' bzw. G, der Faltung F' x GG entspricht, erhalten
wir insbesondere

Mp.c(s) = Mp(s)Mg(s), s € (max(sz, sg), min(sf, s&)). (2.23)

11



Dies werden wir spéter fiir die Laplace-Transformierte explizit nachrechnen und es auf
die momenterzeugende Funktion fiir den Fall von Verteilungsfunktionen mit Dichte zu-
riickfiihren.

Betrachten wir zum Schluss noch die Eigenschaft, welche es uns ermdéglicht, Momente
einer Zufallsvariable anhand ihrer momenterzeugenden Funktion zu bestimmen. Wir
betrachten dazu den Spezialfall einer nichtnegativen Zufallsvariable, welcher fiir diese
Arbeit ausreichend ist.

Satz 2.9. Seien k € Ny und F eine Verteilungsfunktion auf [0, 00) und
Mp(s) = / e** dF (z)
[0,00)

ihre momenterzeugende Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.
FEs existiere das k-te Moment my, p von F'. Dann existiert M}l)(s) mitl=0,1,...,k fir
alle s < 0 und es gilt

MY (s) = / e dF(z), s<0, 1=0,1,....k (2.24)
[0,00)
sowie
lim MY(s)=mp, 1=01,... k. (2.25)

Alternativ existiere M}k)(s) fir alle s < 0. Dann gilt (2.24). Existiere dariber hinaus

li%l ]\/[g)(s) =a p < 00, (2.26)

fir einl € {0,1,...,k}, so gilt
app = M. (2.27)

Beweis. Wir erhalten zunichst allgemein fiir [ # 0 wegen 0! = 0
/ e dF (z) = / o'’ dF(z). (2.28)
[0,00) (0,00)

Betrachten wir nun den ersten Teil des Satzes. Fiir [ = 0 ist (2.24) trivial. Gelte nun
(2.24) fiir alle [ < k. Wir werden zeigen, dass dann (2.24) ebenfalls fiir | +1 < k erfiillt
ist. Fiir h # 0 erhalten wir

M (s +h) — MY (s)
h

[ o ==L 4r() (2.20)

= et ——— x). )
zh

(0,00)

12



Zudem gilt die Ungleichung

1
/ e dx
0

1

§/ ‘em‘ dx
0

<

{et, wenn ¢t > 0

t

et—l‘

1, wennt<0

Daraus folgt fiir s +h < 0,s < 0,2 >0

T

i1 € —1 - aitterth) - wenn h > 0
e — .
zh | 7 |attle®, wenn h < 0
Dies liefert letztendlich

I+1 _sx < [El+1

et —1
xh
Da nach Voraussetzung my 1 r existiert, ist /"' eine F-integrierbare Majorante des In-

tegranden des Integrals auf der rechten Seite von (2.29). Mit dem Satz der majorisierten
Konvergenz und (2.28) folgt dann

MWD (st by — g®
MO () = tim (s + f)L F(s)
zh _ 1

= 216 lim
h—0 :Eh

dF(z)

(0,00)

= / e dF(z).

[0,00)

Zudem folgt mittels Satz der monotonen Konvergenz

1i%lMZ(;l)(8): /xllimesxdF(x)

s10
[0,00)
= / o' dF(z)
[0,00)
= myr.

Somit wurde der erste Teil des Satzes bewiesen.
Existiere nun alternativ M }k)(s) fiir alle s < 0. Wir zeigen zunéichst (2.24) und

lim MY (s) =0 (2.30)

S§—>—00
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Fiir [ = 0 ist dies wegen F'(0—) = 0 trivial. Wir setzen nun wieder voraus, dass (2.24)
und (2.30) fiir [ < k gelten. Dann erhalten wir fiir [ +1 < k und alle s <0

/ M@y dt = MY (s) -0
= / z'es” dF (z). (2.31)

[0,00)

S
e = a:/ e dt.
—0o0

Also folgt mittels dem Satz von Fubini

/ e dF ( / / " At dF(x
[0,00)
/ / I+1 tm dF )d

[0,00)

Weiter gilt

Wegen (2.31) gilt somit

/ MY @) dt = / / et dF(2) | at.

0,00)
Dies liefert uns nun, da s < 0 beliebig gewahlt wurde, fiir fast alle t <0
MO () = / Pt AP (). (2.32)
[0,00)
Da die rechte Seite stetig bzgl. ¢ ist und die linke nach Voraussetzung existiert, gilt
/ e dF(z) < 0o, t<0.
[0,00)
Insbesondere folgt wegen (2.26) mit dem Satz der monotonen Konvergenz,

/ e dF(z) < oo.

[0,00)

Also existiert my41 r und nach dem ersten Teil des Satzes gilt (2.32) fiir alle ¢ < 0. Wegen
(2.25) folgt (2.27). 0
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Anmerkung: 1.) Wir werden in dieser Arbeit nur Verteilungsfunktionen F' betrachten,
deren momenterzeugende Funktionen Mpg in einem echten Intervall um 0 existieren. In
diesem Fall lasst sich zeigen, dass die momenterzeugende Funktion stets unendlich oft
differenzierbar ist und somit insbesondere alle Momente der Verteilung existieren. Zudem
ldsst sich dann (2.25) zu

MY0)=mp, leN (2.33)

umformulieren.
2.) Fiir den Fall von diskreten Zufallsvariablen, werden wir anstatt der momenterzeu-
genden Funktion die erzeugende Funktion

ex(s) :=E(s¥) = Zskpk, s €[0,1] (2.34)

verwenden. Es lasst sich zeigen, dass diese, falls sie existiert, ebenfalls beliebig oft diffe-
renzierbar ist und die Berechnung der Momente mittels

E Kf)} - 6%(1), leN, (2.35)

moglich ist. Dies liefert insbesondere fiir den Erwartungswert und die Varianz
EX =€y (1) (2.36)
sowie

VarX = e (1) + ey (1) — (e (1))% (2.37)

Nachdem wir uns nun ausgiebig mit der momenterzeugenden Funktion beschéftigt ha-
ben, betrachten wir ein weiteres wichtiges analytisches Werkzeug, welches in engem
Zusammenhang zur momenterzeugenden Funktion steht. Wir beschrinken uns im Fol-
genden auf reelle Zahlen.

Definition 2.10. Sei f eine reellwertige Funktion, dann heifft die Funktion

Ly (s) = L{f(u)} == / e~ f(u)du, s mit Ly,(s) < oo (2.38)
0
die Laplace-Transformation zur Funktion f. Zusétzlich definieren wir mit
By (s) = BLf(u)} = / e f(u)du, s mit Byu(s) <oo (2.39)

die zweiseitige Laplace-Transformation zur Funktion f.
Zudem bezeichnen wir mit

A

D(Ly) = {s € R Ly (s) < oo} (2.40)

beziehungsweise
D(Bjw) = {S € R : Byu(s) < oo} (2.41)

die Definitionsbereiche der Laplace-Transformierten.
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Wir bemerken, dass der Unterschied zwischen beiden Laplace-Transformationen lediglich
im Integrationsintervall liegt. Stellen wir nun die Zusammenhénge zwischen den Laplace-
Transformationen und der momenterzeugenden Funktion einer Zufallsvariable her.

Satz 2.11. Sei [ eine reellwertige Funktion mit f(u) =0 fir alle uw < 0, dann gilt

A A

Byay(s) = Lyw(s), s € D(Byuw). (2.42)

In diesem Fall gilt also D(Lgwy) = D(Bjuw))-
Sei f nun zusdtzlich die Dichte einer nichtnegativen Zufallsvariable X und existiere die
momenterzeugende Funktion Mx(s) fir alle s € (sy,s%), dann gilt

A A A

Bf(u)<8) = Lf(u)(S) = Mx(—S), s € D(Bf(u)) (243)

~

FEs gilt somit insbesondere D(éf(u)) =D (L)) = (—s%, —sy)-
Beweis. Der Beweis folgt unweigerlich aus den entsprechenden Definitionen. O]

Im letzten Satz haben wir bereits einige Existenzeigenschaften fiir die Laplace-Trans-
formierten gesehen. Wir widmen uns nun noch einer weiteren Eigenschaft von D(Ly(,))
fiir beschrankte Funktionen.

Satz 2.12. Sei M € R und f eine reellwertige Funktion mit | f(u)| < M fiir alle u € Rxo.
Dann gilt

A

<07 OO) c D<Lf(u)) (2‘44)

Beweis. Sei s € Ry beliebig gewahlt, dann gilt

Ly(s)| =

| e < [T e i) du

o M
SM/ e du = — < o0,
0 s

womit die Behauptung gezeigt wurde. ]

Kommen wir nun zu den Haupteigenschaften der Laplace-Transformierten. Wir merken
an, dass nach Satz 2.11 beide Transformationen, im Fall von nichtnegativen Funktio-
nen, die selben Eigenschaften besitzen. Zudem werden wir im folgenden Satz s € R
stets so wahlen, dass alle auftretenden Grofsen existieren. Zuletzt werden wir lediglich
beschrankte Funktionen betrachten, da dies hinreichend fiir diese Arbeit ist.
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Satz 2.13. Seien f und g zwei reellwertige, beschrinkte Funktionen. Dann g¢ilt

By (s) = Bu)(8) + By (s). (2.45)

Zudem erfillt die zweiseitige Laplace-Transformation, fir beliebiges ¢ € R, folgende
Verschiebungseigenschaft der Ursprungsfunktion

Bf(u+c)(8> = eCSBf(u)(s). (246)
Wir erhalten zudem folgende Faltungseigenschaft fiir die Laplace-Transformierte
i/fou f()g(u—v) dv(s) = f’f(u)(s)zg(u)(s)a (247)

falls g(u) =0 fiir alle uw < 0 erfullt ist.
Sei nun f zusdtzlich differenzierbar und zudem s € Ry, dann gilt

j}f/(u)(s) = sﬁf(u)(s) — f(()) (2.48)

Sei g Riemann-integrierbar, mit beschrinkter Stammfunktion G(u fo v)dv und
zudem s € Ry, dann erhalten wir

Bew(s) = s By (s). (2.49)

Beweis. Der Beweis der Additivitat der zweiseitigen Laplace-Transformierten erfolgt un-
mittelbar aus der entsprechenden Eigenschaft fiir Integrale.

Widmen wir uns also der Verschiebung der Ursprungsfunktion. Sei ¢ € R beliebig ge-
wahlt, so gilt

Bravo(s) = [ e flutedu= [0 au

o0 —00

= esc/ e~ f(u) du' = e By (s),

—00

womit (2.46) gezeigt wurde.
Aufgrund der Beschrénktheit der Funktionen und des Integrals existiert die Faltung und
wir erhalten wegen g(u) = 0 fiir alle v < 0 und dem Satz von Fubini

L+ po)g(u—ny an( / /f u—vdvdu—/ / U f(v)g(u — v) dodu
/ / e~ W) £ (v)g(u )dudv—/o e~ g(u )du/0 U f(v) dv

= Lyu)(5) Ly (5)-

Damit wurde ebenfalls (2.47) gezeigt.
Sei f nun zudem differenzierbar, so existiert f’ und es gilt mittels partieller Integration
sowie wegen der Beschranktheit von f und s € Ry

~

Ly (s) = / e () du = [ f)] T + s / e ) du
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A

= SLf(u)(s) - f(())?

womit (2.48) giiltig ist.

Sei also letztendlich g zusétzlich Riemann-integrierbar. Wegen g(u) = 0 fiir u < 0 gilt
insbesondere G(u) = 0 fiir u < 0. Wir erhalten somit zusétzlich wegen s € R.o und der
Beschréanktheit von G(u)

o0

Ba(s) = /_ eGu)du = [—sT'eMG(w)] T+ 57 /0 T e g(u) du

(e}

= SilBQ(U)((S)-

Somit wurden alle Behauptungen gezeigt. O

Anmerkung: Da die Dichte der Faltung zweier unabhéngiger Zufallsvariablen der Fal-
tung der Dichten selbiger entspricht, liefert uns (2.47) in Zusammenhang mit Satz 2.11
erneut unsere Faltungseigenschaft (2.23) der momenterzeugenden Funktion.

Zuletzt betrachten wir eine Eindeutigkeitsaussage fiir zweiseitige Laplace-Transformierte,
welche wir spéiter benotigen werden. Wir fassen dazu im Folgenden alle Integrale als
Lebesgue-Integrale beziiglich des Lebesgue-Mafkes auf. Es gilt dann folgendes Hilfsresul-
tat.

Satz 2.14. Seien [ und g nichinegative, integrierbare Funktionen. Eristieren zudem
a,b e R mit a <b, so dass By (s) = Byw)(s) < oo fir alle s € (a,b) erfillt ist, dann
gilt f(u) = g(u) fir fast alle u € R.

Beweis. Wir werden an dieser Stelle nur eine grobe Beweisskizze darstellen. Der genaue
Beweis lédsst sich in |3| nachlesen.

Zunéchst sichert uns die Parametrisierung s’ = s — (a + b)/2, dass s’ zu einem offe-
nem Intervall mit 0 gehort. Dabei entstehen Hilfsfunktionen h(u) = e~ (@+9%/2 f(y) bzw.
k(u> — e—(a+b)u/2‘g<u>'

Als néchstes betrachtet man die zweiseitigen Laplace-Transformierten von A und k im
Punkt s’ = 0. Nach Voraussetzung sind beide identisch und endlich.

Sind diese nun 0 so folgt, dass h(u) = k(u) = 0 fast iiberall, aufgrund der Nichtnega-
tivitat von h und k, giiltig ist und dies somit auch fiir f und ¢ gilt. Somit wurde die
Behauptung gezeigt.

Gilt hingegen Bh(u)(O) = Bk(u)(O) = ¢, fiir ein ¢ € R\ {0}, so lassen sich die Funktionen
hund k zu h'(u) = h(u)/c bzw. k'(u) = k(u)/c normieren und bilden somit eine Dichte.
Somit folgt die Behauptung aus dem Eindeutigkeitssatz fiir momenterzeugende Funktio-
nen sowie dem Zusammenhang zwischen momenterzeugender Funktion und zweiseitiger
Laplace-Transformation (siche Sdtze 2.7 sowie 2.11). O

Satz 2.14 ermdoglicht es uns nun folgende Eindeutigkeitsaussage zur zweiseitigen Laplace-
Transformierten zu treffen.
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Satz 2.15. Seien f und g integrierbare Funktionen. Ezistieren zudem a,b € R mit a < b,
50 dass By (s) = Byw)(s) < oo fir alle s € (a,b) erfillt ist, dann gilt f(u) = g(u) fir
fast alle u € R.

Beweis. Analog zum vorangegangen Satz, werden wir wieder lediglich eine Beweisskizze
angeben. Der exakte Beweis findet sich erneut in [3].

Wir definieren zunéchst h(u) := f(u) — g(u). Nach Voraussetzung ist die zweiseitige
Laplace-Transformierte von h im Intervall (a, b) identisch 0.
Definieren wir nun zudem h™(u) := max(0, h(u)) sowie A~ (u) := —min(0, h(u)), so gilt

h(u) = h*(u) — h™(u), wobei sowohl Positiv- als auch Negativteil von h nichtnegative
Funktionen bilden, deren zweiseitige Laplace-Transformierte auf (a, b) identisch ist.

Somit gilt nach Satz 2.14, dass beide f.ii. identisch sind, woraus folgt das h(u) = 0 f.ii.
gilt. Damit wurde die Behauptung gezeigt. O]

Anmerkung: 1.) Es reicht im obigen, Lebesgue-Messbarkeit fiir die Funktionen zu for-
dern. Die Integrierbarkeit folgt dann unweigerlich aus der Existenz der entsprechenden
Laplace-Transformierten und zusétzlicher Parametrisierung, analog zum Beweis von Satz
2.14. Wir werden uns in dieser Arbeit allerdings lediglich mit Lebesgue-messbaren Funk-
tionen befassen, weswegen wir diese Voraussetzung vernachlédssigen kénnen.

2.) Wir stellen zudem fest, dass die Umkehrung des obigen Satzes direkt aus der Defini-
tion der zweiseitigen Laplace-Transformierten folgt.

Als letztes werden wir uns in diesem Kapitel mit den drei, fiir diese Arbeit, wichtigsten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihren grundlegenden Eigenschaften beschéftigen.
Dazu beginnen wir mit einer diskreten Verteilung auf Ny, der Poisson-Verteilung.

Wir erinnern an dieser Stelle an die Definition der erzeugenden Funktion (2.34), sowie
den Formeln (2.36) und (2.37) zur Berechnung der Momente einer diskreten Zufallsva-
riable.

Definition 2.16. Sei X eine diskrete Zufallsvariable auf Ny und A € R.y. Wir be-
zeichnen X als Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parameter A (kurz X ~ Poi()\)),
falls

pr=e"—, keNy (2.50)
erfiillt ist.

Satz 2.17. Sei X ~ Poi(\) mit Parameter A € Ryg, dann gilt fir alle s € [0, 1]
ex(s) =Y, (2.51)
Also existieren alle Momente der Verteilung und es gilt insbesondere
E(X)=A\ (2.52)

sowie

Var(X) = A (2.53)
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Beweis. Aufgrund der Reihendarstellung der e-Funktion

fiir beliebige = € R, gilt fiir alle s € [0, 1]

- k - k f,\/\k -\ - (As)" As—1)
eX(s):Zspk:Zse e Z e ,
k=0 k=0 k=0

womit (2.51) gezeigt wurde.
Da die erzeugenden Funktion fiir alle s € [0, 1] existiert, ist sie somit insbesondere
beliebig oft differenzierbar, womit alle Momente der Verteilung existieren. Wegen

ey (s) = A5~ sowie i (s) = A2er7D
fiir alle s € [0,1] erhalten wir somit nach (2.36) und (2.37) insbesondere
E(X) =€ (1) = XA und Var(X) = €% (1) + e (1) — (e (1))* = A2+ X = A2 = )\,
womit ebenso (2.52) sowie (2.53) bewiesen wurden. O

Kommen wir nun zu den beiden stetigen Verteilungsfunktionen, welche uns in dieser
Arbeit begleiten werden. Wir beginnen mit der Exponentialverteilung.

Definition 2.18. Sei X eine stetige Zufallsvariable und A € R.,. Wir bezeichnen X als
exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A (kurz X ~ Exp())), falls

1—e ™  wennz >0
Fx(xz) = ’ - 2.54
x() {0, wenn x < 0 ( )

die Verteilungsfunktion von X ist.

Wir erkennen, dass es sich bei der Exponentialverteilung um eine Verteilung auf [0, co)
handelt. Somit gilt nach Satz 2.5 sowie Folgerung 2.6

- _ +_ 1 _
sp=—oound sy = lim A = A\
T—00

Wir erhalten also folgende Eigenschaften der Exponentialverteilung.

Satz 2.19. Sei X ~ Exp(\) mit Parameter \ € R.q, so besitzt X die Dichte

e ™ wenn x>0
Ix(@) {O, wenn r < 0 ( )
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und es gilt fir alle s € (—oo, \)

My(s) = 5 i - (2.56)

Somit existieren alle Momente der Verteilung und es gilt insbesondere

E(X) = ; (2.57)
sowie ]
Var(X) = ’Vh (2.58)

Beweis. Da Fx eine stetige, differenzierbare Funktion mit

)\—)\:c >0
F)'((x):{ e , wenn x >

0, wenn z < 0

ist, folgt (2.55) direkt aus der Beziehung F% (z) = fx(z).
Widmen wir uns nun der momenterzeugenden Funktion. Wir hatten bereits festgestellt,
dass diese iiberall in (—oo, \) existieren muss. Sei nun also s € (—o0, A), dann gilt

00 00 e—(A—s)x o0 Y
Mx(s) = /OO e fx(z)dx = /O e M dr = A [— S L =T
womit (2.56) gezeigt wurde.

Wir erkennen, dass Mx(s) in (—oo, A) unendlich oft differenzierbar und aufgrund von
A € R,y insbesondere in 0 differenzierbar ist. Somit existieren nach Satz 2.9 alle Momente
von X und wir erhalten wegen

M (s) = und My (s) =

(A —s)? (A—s)?

fiir alle s € (—o0, A) insbesondere
1
E(X) = M%(0) = 1, sowie Var(X) = M%(0) — (M%(0))* = <.
Damit wurden (2.57) und (2.58) bewiesen. O

Zuletzt betrachten wir noch die Erlang-Verteilung, welche als Summe von unabhéngigen,
exponentialverteilten Zufallsvariablen hervorgeht.

Definition 2.20. Seien A € Ry, n € Nsowie (X;), eine Folge von unabhéngigen expo-
nentialverteilten Zufallsvariablen mit Parameter A\. Wir bezeichnen dann Y :=>"" | X;
als Erlang-verteilte Zufallsvariable mit Parametern n und X (kurz X ~ Erl(n,\)).
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Aus der Definition erkennen wir direkt, dass im Falle von n = 1 die Erlang-Verteilung der
Exponentialverteilung entspricht. Wir merken zudem an, dass die Erlang-Verteilung ein
Spezialfall der Gammaverteilung ist. Diese erweitert die Erlang-Verteilung auf den allge-
meineren Fall n € R.y. Widmen wir uns nun den Eigenschaften der Erlang-Verteilung.

Satz 2.21. Sei X ~ Erl(n,\) mit Parametern n € N, A € R.q, so besitzt X die
Verteilungsfunktion

L—e @y, Qo) yenn x> 0
Fx(x i - 2.59
x(@) = {O, wenn x < 0, ( )
sowte die Dichte
A" n—1_—A\z
fx() = { T e wenn w20 (2.60)
0, wenn x < 0.

Es gilt zudem fiir alle s € (—oo, \)

My(s) = (Ais)n. (2.61)

Somit existieren alle Momente der Verteilung und es gilt insbesondere

E(X) = g (2.62)
o Var(X) = % (2.63)

Beweis. Wir beweisen die Verteilungsfunktion induktiv nach n. Der Fall n = 1 ist wegen
Eri(1,\) = Exp(\) nach Definition 2.18 erfiillt. Gelte also die Verteilungsfunktion fiir
X ~ Erl(n,\) und sei X,,;; ~ FExp(\) eine von X unabhingige Zufallsvariable, so
erhalten wir mittels Faltungsformel fiir Y := X + X,,; und z € Ry

Fy(x) :/; Fx(z = y) fx,(y) dy:/o (1 — e ”Z )AG_Aydy
1+>\Z/ (x—y dy]

:[ —/\y —/\x/xn_ )) 0

z+1 )\
1+Z @—1—1 ]—1—6 1+Z ((wy]

_ —\x . ()\l’)l
=1-ce¢ Z (z")! ,
i'=0

=1—e?
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womit die Behauptung (2.59) nach Definition 2.20 gezeigt wurde.
Da Fx eine stetige, differenzierbare Funktion mit

Fy(z) =

(n’\_nl)!x"_le_”, wenn x > 0
0, wenn x < 0

ist, folgt (2.60) erneut direkt aus der Beziehung F% (x) = fx(z).

Die momenterzeugenden Funktion der Verteilung folgt nun direkt aus Satz 2.21 sowie
der Definition 2.20 der Erlang-Verteilung.

Es existieren also erneut alle Momente der Verteilung und wegen

, nA" " n(n+ 1)\
MX(S) = m und MX(S) = m

fiir alle s € (—o0, A), gilt insbesondere
E(X) = M (0) = ; sowie Var(X) = My (0) — (Mx(0))* = 5.
Damit wurden (2.62) und (2.63) bewiesen. O

23



3. Der Poisson-Prozess

Nachdem wir im vorhergehenden Kapitel alle Grundlagen gelegt haben, werden wir uns
in diesem Kapitel dem zusammengesetzten Poisson-Prozess und einigen seiner fundamen-
talen Eigenschaften widmen. Dieser wichtige Prozess wird eine entscheidende Rolle in
unserem Ruinmodell spielen. Dazu betrachten wir zunéchst den Spezialfall des Poisson-
Prozesses. Zuvor definieren wir uns noch stochastische Prozesse, sowie die wichtigsten
Grofen selbiger.

Definition 3.1. Sei (2,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7" eine Indexmenge. Eine
Folge von reellen Zufallsvariablen {X,: € — R}, bezeichnen wir als stochastischer
Prozess.

Anmerkung: Wir werden im Folgenden, falls nicht anders erwéhnt, die Indexmenge
T = R, verwenden und werden zudem meist kurz X (¢) fiir einen stochastischen Pro-
zess {Xi},cg., schreiben. Die dquivalente Schreibweise X; benutzen wir hingegen als
Symbolik fiir die Zufallsvariablen des Prozesses.

Definition 3.2. Sei X (t) ein stochastischer Prozess, dann bezeichnen wir fiir alle w € 2
die Abbildung X (-,w) : Ryp = R, ¢t — X (t,w) = Xi(w) als Pfad des Prozesses.

Sind dabei alle Pfade von X (¢) rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwert, so nennen wir
X (t) stochastischen Prozess mit cadlag-Pfaden.

Seien zuletzt s, € Ryo mit s < ¢, so definieren wir die Zufallsvariable X; — X, als
Zuwachs des stochastischen Prozesses von s nach ¢.

Sind dabei fiir alle n € N und jede Folge 0 =ty < t; < ... < t,, die Zufallsvariablen
Xo, Xy, — Xiy, - -, Xy, — X3, _, stochastisch unabhiingig, so bezeichnen wir X (¢) als sto-
chastischen Prozess mit unabhdngigen Zuwdchsen.

Hangt die Verteilung der Zufallsvariablen X 1n — Xio4n, .-, Xt 40 — Xy, +n fiir alle
n € N, h € Ry und jede Folge 0 =ty < t; < ... < t,, nicht von der Wahl von h ab, so
nennen wir X (¢) stochastischen Prozess mit stationdren Zuwdchsen.

Damit sind die wichtigsten Grundlagen gelegt und wir betrachten nun den Poisson-
Prozess. Dieser stochastische Prozess wird uns als Ausgangspunkt fiir den zusammen-
gesetzten Poisson-Prozess dienen. Dabei gibt es mehrere Méglichkeiten einen Poisson-
Prozess zu definieren. Wir werden hier eine vorstellen, aus dieser die wichtigsten Eigen-
schaften ermitteln und uns danach dem zusammengesetzten Poisson-Prozess widmen.

Definition 3.3. Sei A € R.g und N,(t) ein stochastischer Prozess mit cadlag-Pfaden
tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2(,P). So heikt Ny(t) Poisson-Prozess mit In-
tensitdt X, falls er folgende Bedingungen erfiillt:

L] N>\70 = 07 (]P) - fS)
e Die Zuwichse sind Poisson-verteilt, d.h. Ny; — Ny ~ Poi(A(t —s)), s<t

e Die Zuwichse sind unabhéngig.
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Im Folgenden werden wir nur noch kurz N (t) fiir den Poisson-Prozess mit der Inten-
sitdt A\ schreiben. Aus der Definition ldsst sich erkennen, dass der Poisson-Prozess ein
stochastischer Prozess mit Werten in Ny ist. Es handelt sich also um einen diskreten
Prozess in kontinuierlicher Zeit. Widmen wir uns nun einigen weiteren grundlegenden
Eigenschaften.

Satz 3.4. Sei N(t) ein Poisson-Prozess mit Intensitit X\ € Rso. Dann besitzt N(t)
stationdre Zuwdachse und monoton wachsende Pfade. Zudem gilt fiir alle t € Ry

N; ~ Poi(At), (3.1)
womit die erzeugende Funktion
en,(s) = M=l (3.2)

fir alle s € [0,1] existiert. Somit existieren ebenfalls alle Momente von Ny und wir
erhalten insbesondere
E(N;) = At sowie Var(N;) = At. (3.3)

Definieren wir nun fir alle i € Ny die Sprungzeitpunkte o; = mingejo o0y { Ny = 1} sowie
den Zeitraum zwischen den Zuwdchsen Tiy 1 = 0,01 — o; mit Ty := 0. Aufgrund der
cadldg-Pfade des Poisson-Prozesses sind diese Groffen wohldefiniert. Es gilt dann fir
alle t € Rsg die Darstellung

N = Lot (3.4)
k=1

wobei 1 die Indikatorfunktion bezeichnet. Zudem ist der Zeitraum zwischen den Zuwdich-
sen exponentialverteilt mit Parameter A\, d.h. fir alle i € N erhalten wir

T; ~ Exp()\), (3.5)

womit insbesondere wegen o; = Z;‘:l T}
o; ~ Erl(i, \) (3.6)
qilt. Somit ist der Poisson-Prozess geddchtnislos, d.h. fiir alle i € N sowie s,t € Rnn st
P(T; > t+s | Ti > t) =P(T; > s) (3.7)

erfillt. Zuletzt beobachten wir noch, dass die Verteilung der Sprungstellen in einem festen
Intervall einer stetigen Gleichverteilung entspricht, d.h. mit x,h € Rsg und s € [z, x + h]

erhalten wir
sS—x

h Y

Plo; <s|Ny=1i—1,Nypp=1i)= (3.8)

fiir alle i € N.
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Beweis. Die Stationaritit der Zuwéchse sowie die Monotonie der Pfade folgen unweiger-
lich mit der zweiten Eigenschaft des Poisson-Prozesses aus Definition 3.3. Zudem liefert
diese fiir s = 0, zusétzlich mithilfe der ersten Eigenschaft, Behauptung (3.1). Die Folge-
behauptungen (3.2) sowie (3.3) erhalten wir dann aus Satz 2.17.

Widmen wir uns nun der alternativen Darstellung (3.4) des Poisson-Prozesses. Diese
folgt unweigerlich aus der Definition der Sprungzeitpunkte, da N, = n fiir beliebiges
n € Ny genau dann erfiillt ist, wenn n € [0, 0,41) gilt.

Zeigen wir also nun als nachstes, dass die Zeitrdume zwischen den Zuwéchsen exponen-
tialverteilt sind. Es gilt fiir alle z € Rypund i € N

P(T;<z|oi1=8)=1-P(I; >z |0i-1 =5)=1—P(Nyy, — N, =0)
—1— G—A((s—i-w)—s) —1— e—/\x.

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen, weil der Zeitraum zwischen dem (i — 1)-ten
und i-ten Sprung, unter der Voraussetzung, dass der (i — 1)-te Sprung zum Zeitpunkt s
erfolgte, genau dann grofer als x ist, falls im Zeitraum von s bis s+ kein Sprung auftritt.
Wir erhalten nun mittels Satz der totalen Wahrscheinlichkeit fiir beliebiges ¢+ € N

I,

7

() = P(T} < 2) = /0 TP <o |0 = 5) dFy (5)
— (=) [T an ) =1

womit (3.5) nach Definition 2.18 der Exponentialverteilung folgt. Aufgrund der Defini-
tion der Zeitrdume zwischen den Zuwichsen sowie Eigenschaften einer alternierenden
Reihe und o = 0 folgt die Darstellung o; = 22:1 T;. Somit gilt (3.6) unweigerlich auf-
grund der Definition 2.20 der Erlang-Verteilung.

Betrachten wir nun die Gedéchtnislosigkeit des Prozesses. Diese folgt aufgrund der Ex-
ponentialverteilung der Zeitrdume zwischen den Zuwéchsen. Wir erhalten fiir alle 1 € N
sowie s,t € R>q

P(T, >t+sT>t) P(T,>t
P(T;>t+s|Ti>t) = (Ti>t+sTi>t) PTi>t+s)

P(T; > t) P(T; > t)
—A(t+s)
_ —— =N =P(T; > s),
e

womit Behauptung (3.7) gezeigt ist.

Widmen wir uns zuletzt Behauptung (3.8). Wir erinnern an dieser Stelle an die Un-
abhéngigkeit der Zuwéchse des Poisson-Prozesses (nach Definition 3.3). Somit gilt fiir
s,x,h € Rsg mit s € [z, + h] und i € N

P(o; > s, N, =i —1,Nyyp = 1)
P(N, =i —1,Nyp = 1)
P(N, =i — 1, Ny — N, = 0, Ny — Ny = 1)
P(Nac:i_laNa:—l—h_Nm = 1)

Plo; > s | Ny =i—1,Nyp =1i) =
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(é‘;c_);'l e—)xxe—)\(s—x))\(m 4+ h— 8)6—)\(.7:+h—s)

(E\f—)l;l Az \ e~ Ah

s—x
=1- )
h
Also erhalten wir
S—x
Plo; <s|Ny=1i—1,Nypp=1i)= -

Dies entspricht der Verteilungsfunktion einer stetig gleichverteilten Zufallsvariable auf
dem Intervall [z, z 4 h] und somit ist (3.8) gezeigt. O

Zusammengefasst erkennen wir also, dass es sich beim Poisson-Prozess um einen Zahl-
prozess handelt, mit Spriingen der Hohe 1. Es werden dabei pro Zeiteinheit genau A
Spriinge erwartet und der Zeitabstand zwischen zwei Spriingen ist exponentialverteilt.
Ein Beispielpfad fiir einen Poisson-Prozess kann also wie folgt aussehen.

A
T, N (w)
il ()
Al —
il —
1 —
21 [
1+ O
0 : I > t

Grafik 3.1. - Beispielpfad eines Poisson-Prozesses

Nachdem wir nun mit dem Poisson-Prozess und seinen Eigenschaften die Grundlagen
gelegt haben, werden wir im Folgenden den zusammengesetzten Poisson-Prozess definie-
ren. Im Gegensatz zum Poisson-Prozess wird dieser beliebige, aber gleichverteilte und
unabhéngige Sprunghéhen zulassen.

Definition 3.5. Sei N(t) ein Poisson-Prozess mit Intensitit A € R.g sowie (U;)ien
eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, welche zudem fiir
alle t € R unabhéngig von /V; sind. Dann bezeichnen wir den stochastischen Prozess
X (t) mit

N(t)
X(t) =Y U (3.9)
i=1
als zusammengesetzten Poisson-Prozess mit Charakteristiken A und Fy (in Kurzform

X (t)~ZPoi(\, Fy)), wobei Fy; die Verteilungsfunktion der Sprunghéhen Uy, Uy, ... be-
zeichnet.
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Im Gegensatz zum Poisson-Prozess nimmt der zusammengesetzte Poisson-Prozess also
nicht zwangsweise nur diskrete Werte an. Sein Bildbereich ist also abh#ingig von der
Verteilung Fy der Sprunghéhen. Wir bemerken bereits, dass die Sprungzeitpunkte le-
diglich vom Z&hlprozess N (t) abhéngig sind. Somit werden sich ihre Eigenschaften auf
den zusammengesetzten Poisson-Prozess iibertragen.

2 X (w)
B — G —
P —————
S
U2
G —
U1
| | » t
1 I Lol
(9) (0)

Grafik 3.2. - Beispielpfad eines zus. Poi. Proz. mit F(0) =0

Betrachten wir nun die fiir diese Arbeit wichtigsten Eigenschaften des zusammengesetz-
ten Poisson-Prozesses.

Satz 3.6. Sei X(t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken A und
Fy. Dann ist X(t) ein stochastischer Prozess mit cddldg-Pfaden und X, = 0. Dariber
hinaus besitzt er unabhdingige, stationdre Zuwdchse.

Sei fiir alle s € (sg,,sf,) die momenterzeugende Funktion My(s) der Schadenshéhen
Ui, Us, ... gegeben. Dann existiert fir alle t € R>g und s € (SEU, s;;U) die momenterzeu-
gende Funktion Mx,(s) und es gilt

My, (s) = MMu)=1), (3.10)

Ezistieren alle Momente von Uy, so existieren damil auch alle Momente von X, und es
gilt insbesondere

E(X,) = ME(U;) (3.11)

sowie

Var(X,) = ME(U?). (3.12)

Definieren wir nun wieder die Sprungzeiten o; sowie die Zeitrdume zwischen den Zu-
wdchsen T; analog zu Satz 3.4, so gelten (3.5) bis (3.7) unverdndert fiir den zusammen-
gesetzten Poisson-Prozess X (t). Zudem erhalten wir die Darstellung

Xi = Ulg, (1), (3.13)
k=1
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wobei 1 erneut die Indikatorfunktion bezeichnet.
Wir merken zudem an, dass fir beliebiges a € Ry der Prozess Y (t) := aX(t) ein
zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken X\ und Fuy ist. Dabei seq

FaU(I) = FU(RT/CL), I’GRZQ.

Besitze zuletzt die Verteilungsfunktion Fy eine Dichte fy und gelte Fy;(0) = 0, so gilt
fiir alle t,z € R>q die folgende Darstellung der Verteilungsfunktion von X,

Fx,(z) = e+ / Fx(y (3.14)

Hierbei sei fx,(y) = 3200, (M) /n))e™ fyn-(y) und fyn-(y) bezeichne die Dichte der
n—fachen Faltung von U.

Beweis. Sei w € 2 beliebig gewihlt. Da N(t) nach Definition 3.3 cadlag-Pfade besitzt,
existiert N;_(w) fiir alle ¢t € R>o und es gilt zudem Ny (w) = N¢(w). Somit existiert

Nt_(w)
Us(w)
i=1
und die Gleichung
Net(w) Ne(w)
Xy (w Ui(w Ui(w) = Xi(w)
i=1 i=1

ist erfiillt. Also besitzt X (¢) ebenfalls cadlag-Pfade und wegen Ny = 0 sowie der Defini-
tion einer leeren Summe erhalten wir Xy = 0.

Zeigen wir als néchstes die Stationaritdt und Unabhéngigkeit der Zuwéachse. Nach De-
finition 3.2 reicht es dabei zu zeigen, dass fiir beliebiges n € N, h € R, und jede Folge
0=ty <ty <...<t, die Zufallsvariablen

Nt1+h Ntn"rh
E Uyyoos E U,
i1=Nt0+h+l in:Ntn,1+h+1

unabhéngig sind und ihre Verteilung nicht von h abhéngig ist. Da die (U;);en unabhéngig
und identisch verteilt sind und ebenfalls unabhingig von [V, sind, erhalten wir mittels
Satz der totalen Wahrscheinlichkeit fiir beliebige x1,...,z, € R

Nt1+h Ntn+h
P E Uilgxl,..., E UZnS{L’n
11=Ng4n+1 tin=N¢, ;+nt+1

= Z HF*k x] Nt1+h_Nto+h:k17"'7Ntn+h_Ntn—1+h:kn)7
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womit die Behauptung, nach Definition 3.3 und Satz 3.4, aus der Stationaritiat und Un-
abhéngigkeit der Zuwéchse von N (t) folgt.
Existiere nun fiir s € (s, , s5,) die momenterzeugende Funktion der (U;)sen, dann gilt
fiir alle s € (sp, ,Sp, ) mittels Satz der totalen Wahrscheinlichkeit, sowie der Unabhén-
gigkeit der (U;);en von Ny, fiir alle t € Ry

Nt>) =Y E (es T Ui) P(N, = n).

Nach Satz 2.21 erhalten wir somit aufgrund der Unabhéngigkeit und Gleichverteilung
der (Ui)ieN

E (e) = B (E (=50

E (eSX‘) = en,(My(s)),

woraus Behauptung (3.10) aus Satz 3.4 folgt. (3.11) und (3.12) folgen dann unweigerlich
durch einfaches Nachrechnen.

Da sich die 0; und 7T; analog definieren lassen, gelten auch alle Eigenschaften fiir selbige
unverdndert. Der Beweis der Darstellung (3.13) erfolgt analog zum Beweis von (3.4).
Sei nun a € R.g, dann gilt fiir alle t € R>g

Ny Ny
Y, =a (ZUZ) => al..
=1 =1

Da (U;);en nach Voraussetzung unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt selbiges auch
fir (U})ieny mit U/ := aU; und wegen P(U} < x) = P(U; < x/a) folgt die Aussage.
Besitze zuletzt [y eine Dichte fy;, so erhalten wir fiir alle ¢,z € R5(, mittels Satz der
totalen Wahrscheinlichkeit, der Unabhingigkeit aller auftretenden Zufallsvariablen und
da nach Voraussetzung nur positive Spriinge auftreten

P(X; <z)=P(X, <z | N,=0)P(N, =0) + i[@(xt < | Ny =n)P(N, =n)

n=1

=P(N, =0) + ip(i U, < 2)P(N, = n)

n=1 =1
o N[ (A1)
=D [ e

Damit wurde (3.14) gezeigt. O

n
e M.
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4. Der Satz von Takacs

Wir werden in diesem Kapitel folgende bemerkenswerte Formel fiir X (t) ~ ZPoi(\, Fy)
mit Fi;(0) = 0 zeigen. Diese wurde ausgiebig von Lajos Takacs in [4] behandelt. Fiir alle
x € Ry gilt fast sicher

P( {XtSt}|Xm>=<1—§)+,

X
0<t<x

wobei (Y); := max(0,Y) den Positivteil einer Zufallsvariable Y bezeichnet. Wir be-
schrianken uns zunichst auf den Spezialfall F;; = ;. Dieser iiberfiihrt den zusammenge-
setzten Poisson-Prozess zuriick auf den Poisson-Prozess. Fiir dieses spezielle Beispiel ist
es uns moglich obige Formel direkt nachzurechnen.

Satz 4.1 (Takéics - Poisson-Prozess). Sei N(t) ein Poisson-Prozess mit Intensitdt .
Dann erhalten wir fast sicher

P( () {N <t} N,) = (1 - %) , = € Ry (4.1)

0<t<z +

Beweis. Wir werden im folgenden Beweis einige Eigenschaften des Poisson-Prozesses
verwenden, welche wir in der Definition 3.3 bzw. Satz 3.4 betrachtet haben. Da der
Prozess N(t) nur Werte auf Ny annimmt, reicht es zu zeigen, dass

P(() {N:i <t} | N, =n) = (1—9)+ (4.2)

xz
0<t<z

fiir alle n € Ny und x € Ry erfiillt ist. Betrachten wir zunéchst den Fall n > z, so
erhalten wir

0<SP( () {N <t} | No=n)<P(N, <z |N,=n)=Pn<z)=0

0<t<z

und somit

P( ) {tht}]Nx:n):O:(l—E>+.

T
<tz

Damit wurde (4.2) fiir den Fall n > x gezeigt.
Gelte nun n < z, so zeigen wir die Behauptung induktiv beziiglich n. Wir schreiben
zunéchst vereinfacht
n n
o-2),-1-
x/+ x
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aufgrund unserer Voraussetzung n < x. Zeigen wir nun, dass
n
(ﬂ{Nt<t}|Nx:n):1—E (4.3)
0<t<z
erfiillt ist und beweisen im Anschluss, dass fast sicher gilt
P( () {Ne<t}|[No=n)=P([) {N<t}|N,=n). (4.4)
0<t<z 0<t<=z

Beginnen fiir nun mit dem Induktionsanfang, sei also n = 0 < x und x € R+,. Dann gilt
aufgrund der Monotonie aller Pfade von N (t)

P(() {Ne< | No=0)=P( ) {0<t}):1:1—g,

womit (4.3) fiir n = 0 erfiillt ist.
Sei (4.3) nun fiir alle n € Ny und x € Roo mit n < x erfiillt und gelte n + 1 < z. Dann
erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung und Satz 3.4

P( () {Ne <t} No=i)=P([) {N <t} | N, =i)P(N, =)

o<t<x 0<t<:1:
. A l
- (1 - 1) A’ —ra (4.5)
T 7!

fiir alle ¢ = 0,...,n. Zudem gilt fiir alle + = 0,...,n wegen der Unabhingigkeit der
Zuwichse und da N; nur diskrete Werte annimmt

P( () {NMi<t}Napi=iNo=n+1)=P( (| {Ni<t},Nop1=0,No=n+1)
0<t<(n+1) te{l,...,i}
= Z P(lekl,-- N Nn 1—k kn 1,
kj<jg:je{l,...,i}
Npst — Ny =i —kp, Ny — Noppy = n+1—4)
= Z ]P)(Nl:klw"aNn_anl:kn_k’nfla
kj<j:je{l,..i}
Nn+1 — Nn =1 — kn)]P)(Nx — Nn+1 =n+1-— Z)

() (Ve <t},Nosi =i)P(N, = Ny =n+ 1 — )

=P( (] {NM <t} Nop1=0)P(N, — Npsy =n+1-1). (4.6)

0<t<(n+1)
Somit gilt aufgrund der Monotonie der Pfade sowie (4.5) und (4.6)

1
P
P(N, =n+1)

P(() {Ni<t}|Ny=n+1)=

o<t<zx

() M <t} No=n+1)

0<t<zx
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(n+ ! p N V<th, () (N<t},No=n+1)

T (Ma)ntle e
0<t<(n+1) (n+1)<t<z

!
n+1) P( ﬂ {Ne <t} Noy1 <n+1,N;=n+1)

- (Az)n+leAe
0<t<(n+1)

n

(n+1)! .
(Az)rHle— )\IZP m {N: <t} , Npp1 =14, N, =n+1)
=0 0<t<(n+1)

n

(n+1)! . -
)\l’ n+le Yo \ntlo—Ax ZP m {Nt<t}’Nn+1:Z)P(Nx_Nn+1:n—|—1—Z),
= 0<t<(n+1)

womit nach Induktionsvoraussetzung

P( () AN <t} | Ny =n+1)

o<t<zx

_ (41! zn: 1" (Aln + 1))ie’A(”+1) Az —(n+ 1)))%1_2'64(%(%1))
(Az)rtier £ n+1 il (n+1—1)!

_ ! - : (n+ 1)! i n+l—i
_x”“;(l n—l—l) (n+1—1)! (n—l—l)(x—(n—i—l))
— S8 (@7)

xn—i—l

erfiillt ist. Dabei definieren wir

Sy = zn: (n i 1) (n+1)'(x = (n+1)" "

- 7
=0

sowie

SQ::ZZn: i (”ﬂ)(nﬂ)i(x—(n+1))”+l—i.

:0n+1 )

Wir erhalten nun mittels Binomischem Lehrsatz
n+1
n—+1 . .
S, = 1)¢ o 1 n+l—i 1 n+1
D G L N (!

— xn—i—l . (n 4 1>n+1

sowie nach grundlegenden Eigenschaften des Binomialkoeffizienten

=3, ) = ey

i=1

33



|
—

n

- (7;) (n+ 1Yz — (n+ 1))

.
Il
o

n

Z:C>m+n%m—m+nvﬁ—ﬁﬁﬂﬁ

=(n+1)2" _ (n+1)"* (4.9)

Somit liefert uns (4.7), (4.8) und (4.9)

=(n+1)

1
S-S =1 -

P(() {Ne<t}|No=n+1)=

O0<t<zx

womit die Induktion abgeschlossen und (4.3) gezeigt ist.
Es gilt nun letztendlich fiir alle n € Ny und z € R.y mit n < x, aufgrund der stetigen
Verteilung der Spriinge o;, sowie N,, = Ny =0

P(() AN <t} | N, =n)= ﬂ{Ngz<az}|N—n ﬂ{n<al}}N—n

o<t<z

m{n<oz}‘]\f—n ﬂ{NgZ<Uz}‘N—n)
ﬂ {N, <t} | N, =n)

0<t<zx

Der Unterschied zwischen beiden Wahrscheinlichkeiten ruht also nur auf den Sprung-
zeitpunkten o;, ¢ = 0,...,n. Dies ist allerdings eine endliche Menge von Punkten mit
Wahrscheinlichkeiten P(o; = s) = 0, womit (4.4) gezeigt ist.

Der Fall n = x € N folgt letztendlich wegen

P( ﬂ {N; <t} | No=n)=P(o, =n) =0

fir alle n € N. ]

Wir widmen uns nun dem allgemeinen Resultat fiir zusammengesetzte Poisson-Prozesse.
Um dies zu beweisen, benotigen wir noch folgenden Hilfssatz.

Satz 4.2. Sei ¢ : R>g — R eine monoton wachsende, rechtsstetige Treppenfunktion,
mit p(0) = 0 und p(x+1) = o(x) + @(t) fir ein festes positives x und alle t € Rxq. Wir
definieren

5(t) = {1, wenn T — p(r) >t — @(t) fir aller >t (4.10)
0, sonst
Dann gilt
* — < <
/ 5(t) dt = r—@(x), wenn0<p(xr) <z (4.11)
0 0, wenn p(r) > x
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Beweis. Sei zunichst ¢(z) > x, dann erhalten wir fiir alle ¢ € Ry

(t+z)—pt+z)=t+z— () —@(x)
= (t = ¢@)) + (z — p(z))
womit, aufgrund von ¢ + = > t und (4.10), 6(¢f) = 0 gilt. Da t € R beliebig gewihlt

wurde, folgt die Behauptung.
Sei nun 0 < ¢(x) < z, so definieren wir fiir alle t € Rx

Y(t) :==1inf [r — (r)].

r>t
Aufgrund von x — ¢(x) > 0 und p(nz) = np(z) fir n € N gilt
. 0
lim nz — p(nx) =
n—oo 0

{0, wenn x — p(x) =

+o0, wenn z — p(z) >

wobei n die natiirlichen Zahlen durchliuft. Da die Funktion ¢ — (¢) zudem im Intervall
[0, 2] lediglich endlich viele Sprungstellen besitzt, ist 1) wohldefiniert und der Grenzwert
wird aufgrund der Rechtsstetigkeit von ¢ tatsdchlich angenommen. Fiir alle t € R
existiert also ein r* > ¢ mit ¢(t) = r* — p(r*). Zudem gilt dann fiir alle ¢t € R>q

P(t) = inf [r —p(r)] <t —p(t),

r>t
sowie die Relation

Ut =t = olt) = inf [r = plr)] =t — o(t)

S r—pr)>t—pt), r>t
e 5(t) =1 (4.12)

und letztendlich

Yt +z)= inf [r—p(r)]=inf [ +z— o0 + 2)]

r>t+x r'>t
= Inf [r' — o(r')] + = — (2) = (1) + = — ().

Insbesondere also fiir t = 0,

P(x) = P(0) + 2 — p(). (4.13)

Seien nun ¢, € Ry mit ¢ < ¢/, dann erhalten wir

U(t) =inf [r — o(r)] < inf [r — o(r)] = (1)

r>t r>t
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wegen {r € Ryg:7r >t} DO {r € Ryo:r >t'}. Sei nun das kleinste 7* > ¢ so gewdhlt,
dass ¥(t) = r* — p(r*) erfiillt ist. Aufgrund der Monotonie von ¢, ist fiir 7* > ¢/

erfiillt und somit
0=9)—y(t) <t -t
Im Falle r* € [t,t') erhalten wir —r* < —t, sowie ¢(r*) < (t'). Es gilt also
() = 9(t) = () =1 + ()
<t —lt) =" + ")

<t —t+ (p(r*) — o(t))
<t —t.

Somit erhalten wir

0<ot) —o(t) <t'—t
fiir alle 0 < t < t'. Also ist ¢ monoton und Lipschitz-stetig und somit insbesondere
absolut stetig. Damit ist ¢ f.ii. differenzierbar und es gilt

0<y'(t)<1 (4.14)

sowie mittels (4.13), nach dem Hauptsatz der Differential-Integralrechnung fiir Lebesgue-
Integrale

/0 W) dr = b(a) — $(0) = @ — (o). (4.15)

Wir zeigen nun als néchstes, dass fiir fast alle ¢ > 0 die Bedingung

Wi(t) < 6(t)

erfiillt ist.

Falls ¢/(t) = 0 gilt, so folgt die Behauptung direkt aus (4.10).

Sei also ¢/(t) > 0, dann erhalten wir ¥ (¢ + €) > 1 (t) innerhalb einer hinreichend kleinen
€ - Umgebung um ¢ mit € € R.(. Deshalb ist

()= inf [r—oe(r)]=t+6 —p(t+95)

t<r<t+e

fiir ein 0 < 9, < € giiltig. Damit erhalten wir insbesondere fiir € — 0

(t) =t — p(t +0).

Da ¢ nach Voraussetzung rechtsstetig ist, folgt ¢(t + 0) = () fiir fast alle ¢ > 0 und
somit ¢ (t) =t — p(t). Damit folgt schliefslich mittels (4.12), dass 6(¢) = 1 erfiillt ist und
wegen (4.14) erhalten wir die gesuchte Bedingung. Nun beweisen wir, dass ebenfalls

Y(t) = 6(t)
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fiir fast alle ¢ > 0 gilt.

Falls §(t) = 0 gilt, so ist obige Bedingung nach (4.14) erfiillt.

Wir definieren uns nun die Menge D := {r € [0,00) : §(r) = 1}. Sei ¢ ein Hiufungspunkt
in D, d.h. t € D mit ¢t = lim,, . t,,, wobei fiir alle n € N, ¢, € D und ¢, # t gelten.
Dann erhalten wir nach (4.12) ¢(t) =t — ¢(t) sowie ¥ (t,) = t, — p(t,) fiir alle n € N.
Existiere nun die Ableitung ¢'(t), dann gilt

0 — tim PO U)ol —et)

=1-¢'(1).

Also existiert die Ableitung ¢'(t) und wir erhalten

da ¢ eine Treppenfunktion ist. Weil die Menge der isolierten Punkte in D aufgrund der
Rechtsstetigkeit von ¢ (und somit auch von 0) eine abzéhlbare bzw. leere Menge bilden,
ist die Behauptung gezeigt. Wir erhalten nun fiir fast alle ¢ > 0

P'(t) = 0(t). (4.16)
Zuletzt erhalten wir mittels (4.15) und (4.16)
| st =o - ola),
0
womit die Behauptung gezeigt ist. O]

Zur Veranschaulichung zeigen Grafiken 4.1. und 4.2. (siehe unten) die Zusammenhénge
zwischen den Hilfsfunktionen des obigen Beweises anhand eines Beispiels.

Aot)

Grafik 4.1. - Beispiel Treppenfunktion
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Grafik 4.2. - Beispiel Takacs Hilfsfunktionen zu Grafik 4.1.

Wir sind nun in der Lage unser Hauptresultat fiir zusammengesetzte Poisson-Prozesse
zu zeigen.

Satz 4.3 (Takacs - Zusammengesetzter Poisson-Prozess). Sei X (t) ein zusammengesetz-
ter Poisson-Prozess mit Intensitdt X und Schadensverteilung Fy.
Sei zudem Fy(0) = 0 erfillt, so gilt fir alle x € Ry fast sicher

Xz
P( () (X<t X,) = (1 - —> : (4.17)
0<t<z T/

Beweis. Wir definieren zunéchst
e(t) =X, 0<t<uz
und setzen ¢ mittels
plz+1t) =) +pt), teRs

auf (z,00) fort. Damit gilt insbesondere fiir alle ¢ € Rx

o= oo [2) - [ 50

wobei [y] den ganzen Teil von y bezeichnet. Also ist ¢(t) als Summe von Zufallsvariablen
wieder eine Zufallsvariable. Wir definieren nun zudem analog zu Satz 4.2

5() = {L wenn @(r) — p(t) < r —t fir alle r > ¢

0, sonst.
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Da es geniigt die Bedingungen (r) — ¢(t) < r —t fiir endlich viele Spriinge im Intervall
[t,t + x] zu testen, ist &(¢) ebenfalls eine Zufallsvariable. Nach Satz 3.6 besitzt X (t)
stationdre, unabhingige Zuwéchse und wir erhalten somit

X, — Xy~ Xy
fiir alle t,7 € R5o mit > r > ¢ > 0. Insbesondere gilt also

p(r) = @(t) ~ p(r —1)
fiir alle ¢,7 € Rs>o mit x > r > ¢ > 0. Aufgrund der Periodizitit von ¢ gilt dies auch
allgemein fiir alle r > ¢ > 0. Letztendlich sichert uns die Bedingung Fy;(0) = 0, dass
alle Pfade von X (¢) monoton wachsend sind. Analog zum Beweis von Satz 4.2 lisst sich
nun zeigen, dass d(t) = 0 fiir alle ¢ € Ry gilt, falls p(z) > =z erfiillt ist. Damit folgt
insbesondere
0="P((t) =1] p(z) >z) =P0(0) =1 | p(z) > z). (4.18)
Im Falle ¢(x) < x erhalten wir fiir alle s € [0, 2], >0

r+t+s—ple+t+s)=c+t+s—p(x)—pt+s)
>t+s—p(t+s)

und damit induktiv das gleiche fiir alle s > 0. Wir erhalten also insbesondere

P(5(t) = 1] p(x) < z) =P([|{o(r) — o(t) <r —t} | o(z) < z)

r>t

=P( (] {or)—et) <r—t}|p(z) <)

“P( () fer—n<r—1} ] p@) <)
T+t>r>t
=P( (] {e() <} | e(x) <)
— P(5(0) = 1 | p() < ), (4.19)

fiir alle ¢ € R>( und somit wegen (4.18) und (4.19)
P(o(t) = 1) =P(3(t) = 1| p(x) > 2) + P((t) =1 | p(z) <
=P(5(0) =1 | p(z) >2) +P(5(0) =1 ¢(z) < z)
=P(6(0) =1).
Es gilt also fiir alle t € R>g
d(t) ~ 6(0). (4.20)

Die Verteilung von 4(¢) ist also nicht von ¢ abhéingig. Da alle Pfade von X (¢) nach Satz
3.6 rechtsstetig mit Xy = 0 und wegen F'(0) = 0 zudem monoton wachsend sind, gilt
insbesondere nach Satz 4.2

z _ < <
/ . (1) dt = r— pu(x), wenn 0 < g,(x) <z (1.21)
0 0, wenn @, (z) > x.
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Wir erhalten somit fast sicher mittels (4.20), (4.21) sowie dem Satz von Fubini

P( () {X: < t}1X0)(w) = E(3(0)] X)) (w) = l/OIE(5(#/)!)(3:)(0«)) dt

T
0<t<z

( X))

“"“’JEI ]X (w )> , wenn 0 < g, (z) <z

E( O|X ), wenn @, (z) > x

=E
{ BRI  ywenn 0 < X, (w) < @

0, wenn X, (w) >z

“’, wenn 0 < X, (w) <z
0, wenn X, (w) > x

=),

P( () {Xtét}lXx):(l_%)+

<tz

1—

womit fast sicher

gilt und damit die Behauptung gezeigt wurde. ]

Anmerkung: Wir haben im Beweis obigen Satzes lediglich zwei Eigenschaften des zu-
sammengesetzten Poisson-Prozesses benutzt. Der Satz gilt also allgemein fiir alle sto-
chastischen Prozesse mit cadlag-Pfaden, fiir welche die Verteilung der Zufallsvariablen
Xyt — X, nicht von v abhéngig ist. Insbesondere also auch dem Poisson-Prozess, womit
die Behauptung auch alternativ fiir diesen gezeigt wurde.
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5. Das Ruinmodell

Befassen wir uns nun mit unserem Modell der Ruintheorie und definieren dazu entschei-
dende Grofen. Weiterhin werden wir in diesem Kapitel noch ein Beispiel fiir unseren
zusammengesetzten Poisson-Prozess ndher betrachten.

Ab sofort werden wir X (¢) aus Definition 3.5 als Schadensprozess iiber den Zeitraum
[0,t] bezeichnen . Dabei stellen die Zufallsvariablen (U;);en die Héohe der Einzelschiden
dar und unser Poissonprozess N (t) bestimmt die Anzahl der Einzelschidden. Wir haben
also einen Gesamtschadensprozess mit zuféilliger Anzahl und Héhe von Einzelschiden.
Unsere Forderung Fy(0) = 0, aus den Sitzen 3.6 sowie 4.3, ist somit gleichbedeutend
mit der Forderung, lediglich positive Einzelschaden zulassen zu wollen. Dies ist aus Sicht
des Versicherers eine sinnvolle Annahme. Wir werden daher ab sofort, falls nicht explizit
anders erwihnt, stets F;(0) = 0 voraussetzen.

Um die Schiden zu kompensieren, ist es notwendig, dass der Versicherer eine konstante
Zuzahlung erhalt. Wir bezeichnen deshalb mit g € Ry, die stetige Pramie des Versi-
cherers. Diese wird konstant ausgezahlt, dass heifst bis zum Zeitpunkt ¢ erhélt unser
Versicherer St Geldeinheiten. Wir bemerken aufgrund der positiven Schiaden, dass fiir
allei € N

P(U; > BT}) = / Fu(Bt)edt > 0 (5.1)
0
unabhéngig von der Wahl von § gilt, d.h. der Versicherer betreibt keine ,Piraterie®.

Zudem steht ihm noch ein Startkapital u € Ry zur Verfiigung, welches wir als freie
Reserve bezeichnen mochten. Zuletzt definieren wir noch mit

N(t)
R(t):=u+pt—X(t)=u+pt— Y U, (5.2)
i=1
den Ristkoreserve Prozess sowie mit
N(t)
= Ui—pBt=u—R() (5.3)
i=1

den Schadensiiberschuss Prozess. Beides sind offensichtlich stochastische Prozesse, wobei
die Zufallsvariablen R; bzw. S; stetig verteilt sind.

Wir sind nun in der Lage unsere Ruinwahrscheinlichkeiten zu definieren und einige Be-
merkungen iiber selbige anzustellen.

Definition 5.1. Sei X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken
A und Fy, sowie 8 € R5( die Pramienrate und v € R die freie Reserve.
Dann definieren wir fiir alle x € R+

Plu,z) =P( () {X<u+pt)=P( [ {R=0})=P( () {S<u}) (54

0<t<zx 0<t<zx <tz
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die Uberlebenswahrscheinlichkeit in endlicher Zeit bzw. mit

Y(u,z) = 1—u,z)=P( | J {R<0})=P(|J {S>u})

0<t<z 0<t<z

die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit. Zudem bezeichnen wir noch

Bw) =B {Re > 0}) = BV {S, < u}) = lim (u, )

£>0 >0

als Uberlebenswahrscheinlichkeit und

u) =P J{R <0}) =P(J{S: > u}) = lim ¢(u, z)

t>0 t>0

als Ruinwahrscheinlichkeit. Zudem definieren wir fiir x = 0

P(u,0) := 1 sowie 1 (u,0) := 0.

(5.5)

(5.6)

(5.8)

Die Betrachtung des Grenzfalls x = 0 ist wegen (5.8) also meist iiberfliissig. Deshalb

werden wir, falls nicht anders erwidhnt im Folgenden stets x € R.y annehmen.

Wir erkennen, dass in unserem Modell Ruin genau dann eintritt, wenn die finanziellen
Mittel eines Versicherers zu einem Zeitpunkt ¢ kleiner oder gleich 0 betragen. Es ist
allerdings einfach zu erkennen, dass sich diese Grenze durch Anpassung der freien Re-
serve verschieben ldsst. Mochte ein Versicherer technischen Ruin bei einer Geldreserve
kleiner oder gleich s € R>o mit s < w fiir sich definieren, so muss er in allen folgenden

Berechnungen lediglich die freie Reserve u durch u — s ersetzen.

. t

l/////d

Grafik 5.1. - Belsplel Risikoreserveprozess

\J
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Grafik 5.2. - Schadensiiberschussprozess zu Grafik 5.1.

Grafiken 5.1. und 5.2. verdeutlichen nun optisch die Zusammenhénge der einzelnen Pro-
zesse anhand eines Beispielpfades. Im obigen Beispiel, tritt Ruin genau zum Zeitpunkt
o3 ein und der Anstieg der Geraden entspricht der konstanten Pramienrate (.

Wir betrachten nun einige Grundlagen der Ruinwahrscheinlichkeiten, bevor wir uns der
Pramie noch etwas genauer widmen.

Satz 5.2. Seix € R.g und u € Rx, sowie X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess
mit Charakteristiken X\ und Fy. Dann ist (-, x) eine monoton wachsende Funktion sowie
P(u,-) eine monoton fallende Funktion. Zudem ist V(u,x) fi. partiell differenzierbar
beziiglich u.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Monotonie beziiglich u. Seien dazu u;,us € R>o mit
u; < ug und x € Ryy. Da fiir alle ¢ € [0, z] die Relation

{Xi <y + Pt} C{X; <wup+ St}

erfiillt ist, folgt
ﬂ {Xi <uy + Bt} C ﬂ {Xi <+ Bt}

0<t<z 0<t<z

Daraus resultierend erhalten wir

P( () {Xe<w+Bt}) <P([) {Xe < ua+ Bt})

0<t<z 0<t<z

und nach Definition 5.1 ist die Funktion (-, z) somit monoton wachsend.
Die Monotonie beziiglich x folgt dann wegen

ﬂ {Xi <u+pt} 2 ﬂ {Xi <u+pt}

0<t<zy 0<t<zs

fiir 21,29 € Ryp mit 23 < 25 und u € R>,.

Die letzte Behauptung folgt dann aus der Monotonie von 1 (u, z) beziiglich  und wur-
de sowohl fiir stetige, als auch unstetige Funktionen von Lebesgue bzw. Young u.a. in
[5] bzw. [6] gezeigt. Wir werden spiter feststellen, dass 1 (u, ) stetig beziiglich beider
Variablen ist. ]
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Anmerkung: Wir leiten somit recht schnell aus Definition 5.1 und Satz 5.2 ab, dass
die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (u, ) monoton fallend beziiglich « und monoton wachsend
beziiglich z ist.

Aufgrund der Monotonie wissen wir nun, dass fiir alle v € R und = € R die Glei-
chung

Y(u,x) < P(u) (5.9)

erfiillt ist. Es ist uns also moglich die endliche Ruinwahrscheinlichkeit durch die Ruin-
wahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit abzuschéitzen. Wir werden uns daher einer wich-
tigen Abschétzung fiir die Ruinwahrscheinlichkeit ¢(u) widmen, welche uns dank (5.9)
ebenfalls als Abschitzung fiir ¢)(u,x) dient. Wir fithren dazu den Begriff des Anpas-
sungskoeffizienten einer Zufallsvariable ein.

Definition 5.3. Sei Z eine Zufallsvariable mit EZ < 0, so bezeichnen wir die positive
Losung R € R, der Gleichung
Mz(s) =1 (5.10)

als Anpassungskoeffizienten von Z, falls sie existiert.

Wir wollen nun noch etwas ndher betrachten, wann genau der Anpassungskoeffizient exis-
tiert. Sei dazu s}, = sup {s > 0 : Mz(s) < oo}, wie in Kapitel 2, der obere Existenzradius
von Myz(s). Da nach Voraussetzung EZ existiert und negativ ist, fillt wegen EZ = M7 (0)
die momenterzeugende Funktion um Mz(0) = 1. Wegen M7(s) = EZ%¢*Z > 0 fiir alle
s € [0, s}) ist die momenterzeugende Funktion zudem konvex. Die momenterzeugende
startet also im Punkt (0, 1), taucht dann unter die Gerade s = 1 und steigt schlieflich
unbegrenzt. s kommt nun in einigen Féllen vor, dass die momenterzeugende Funktion
einen Sprung auf den Wert +oco vollfithrt. Unser Anpassungskoeffizient existiert dann
nur, falls die Myz(s) bis zu diesem Punkt die Gerade r = 1 iiberschritten hat. Es ldsst
sich also recht einfach zeigen, dass R genau dann existiert, wenn ein 1 < ¢ < oo existiert
mit lim_, + Mz(s) = c.

M,(s) w

A

\/

Grafik 5.3. - moglicher Verlauf momenterz. Funktion
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Haben wir also nun unseren Anpassungskoeffizienten bestimmt, so gilt die folgende
Cramér-Lundberg-Ungleichung fiir die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (u).

Satz 5.4. Sei X (t) ein Poisson-Prozess mit Charakteristiken A und Fy;, sowie 5 € Rxy.
Existiere zudem der Anpassungskoeffizient R von Uy — BT, so gilt fiir alle x € Ryg

Y(u, ) <Pu) <e ™ ue Ry (5.11)

Beweis. Die erste Ungleichung hatten wir in (5.9) gezeigt.
Es reicht also, die zweite Ungleichung zu beweisen. Sei dazu u € R, so gilt

o) = PJLS 2 wp) = P {5, = uh) =B {Z Ui - 6T; > u}>.

t>0 neN ieN (i=1

Definieren wir also nun fiir alle 7+ € N, die Zufallsvariable
Z;:=U; = pT;

als effektiven i-ten Schaden, so liberfiihren wir unsere stetige Ruinwahrscheinlichkeit auf
eine diskrete Ruinwahrscheinlichkeit. Somit folgt die Behauptung dann direkt aus der
Gleichverteilung der U; sowie der T; und der Cramér-Lundberg-Ungleichung fiir diskrete
Ruinwahrscheinlichkeiten. Letzteres ldsst sich z.B. in 7] nachlesen. O

Anmerkung: Da nach Satz 3.6 T} exponentialverteilt mit Parameter X ist und zudem
unabhéngig von dem Schaden U;, erhalten wir zuséitzlich nach Satz 2.19

A

Mz(s) = Moy g (5) = Be 1) = My (5)Mr(=s) = My ()35

s € (sz.5%).
Somit ist unser Anpassungskoeffizient R aus Satz 5.4 die positive Losung der Gleichung
A+ Bs = AMy(s), (5.12)

falls sie existiert.

Existiert also der Anpassungskoeffizient, so ist die Versicherung ,risikolos* in dem Sinne,
dass durch geeignete Wahl der freien Reserve u, die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (u) (und
somit auch ¢ (u, z)) beliebig minimiert werden kénnen. Ist also zum Beispiel ¢ > 0 eine
strategisch zuldssige Ruinwahrscheinlichkeit, so wiahlen wir

1l
u=——lne.
R

In den fiir die Praxis relevanten Modellen existiert der Anpassungskoeffizient jedoch
hdufig nicht, da meistens eine Grofschadenverteilung vorliegt, so dass My (s) = oo fiir
alle s € Ry gilt. Aber auch eine schlechte Wahl der Préimienrate kann zu Risiken fiir
die Versicherer fiihren. Deswegen wollen wir als nichstes die Auswirkungen der stetigen
Pramienrate S auf die Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit betrachten.
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Satz 5.5. Sei X (t) ein Poisson-Prozess mit Charakteristiken X und Fy;, sowie B € Rxo.
Falls NEU, > B erfillt ist, so folgt fiir alle uw € Rxg

Y(u) =1. (5.13)
Gilt hingegen NEU, < 3, so erhalten wir

lim ¢(u) = 0. (5.14)

U—r 00

Beweis. Betrachten wir die Bedingung fiir (5.13), so konnen wir diese nach Sétzen 3.6
und 2.19 umformulieren zu

E(U, — pT1) = 0.

Analog zum Beweis von Satz 5.4 konnen wir erneut Z; := U; — B7; definieren und erken-
nen, dass unsere Voraussetzung einen nichtnegativen Erwartungswert fiir diese liefert.
Wir iiberfiihren somit erneut unser stetiges Modell auf ein diskretes und iibernehmen
die Resultate. Diese konnen fiir den diskreten Fall erneut in [7] nachgelesen werden und

beruhen hauptsichlich auf dem starken Gesetz der grofen Zahlen und der Random-
Walk-Theorie. ]

Intuitiv sind die Resultate des obigen Satzes fiir den Fall positiver effektiver Schiden
klar. Ein Versicherer wird deshalb immer g > AEU; > 0 anstreben, was wir somit
im Folgenden voraussetzen werden. Es gibt nun viele Pramienprinzipien, wie etwa das
Erwartungswert-, Varianz-, Nullnutzen- oder Exponentialprinzip, welche diese Bedin-
gung erfiillen. Auf die genaue Untersuchung derer Eigenschaften wird an dieser Stelle
verzichtet und kann z.B. in [8] nachgelesen werden.

Wir befassen uns nun abschliefsend fiir dieses Kapitel mit einem Beispiel, welches uns
fiir den Rest der Arbeit begleiten wird. Wir werden den Fall der exponentialverteilten
Einzelschiden betrachten. Dazu definieren wir zunéichst folgende Hilfsfunktion.

Definition 5.6. Fiir alle x € R definieren wir die Funktion J : R>g — R>¢

o0

J(z) =Y nf; = Iy(2v/). (5.15)

Dabei bezeichne Iy die modifizierte Bessel-Funktion.

Aufgrund des direkten Zusammenhangs zur modifizierten Bessel-Funktion ist unsere
Hilfsfunktion J wohldefiniert und konvergiert absolut fiir alle x € R, wobei insbe-
sondere J(0) = 1 erfiillt ist. Dies ist ebenfalls ersichtlich mittels Quotientenkriterium
aufgrund von

Qr4q
ay

lim

r—00

=0<1.

r—00

x
(r+1)2
Wir werden nun noch einige Formeln fiir unsere Hilfsfunktion vorstellen, welche sich im
weiteren Verlauf als niitzlich erweisen werden.

46



Satz 5.7. Sei v € R>g und J definiert gemdff (5.15). Dann ist J beliebig oft differen-
zierbar und es gilt

& n—1 e n—2

J (z) = 2 m sowie J"(z) = Z 71,{2—_2) (5.16)

n=2

Somat erfillt J die Differentialgleichung
zJ"(x)+ J' () — J(x) =0 (5.17)
und folglich ist J Riemann-integrierbar mit Stammfunktion
/ J(y)dy = zJ' (). (5.18)
0

Zudem gilt fir alle a,b,c € R mit a # 0

¢ 1 1 b [°
/ e (ay)dy = —e *J(ac) — ~ + —/ e % J(ay) dy, (5.19)
0 a a alf
bzw. mit b # 0
(& 1 C
/ ye " J' (ay) dy = —ge_ch’(ac) + E/ e~ J(ay) dy. (5.20)
0 0

Zuletzt existiert fur alle s € Ryg und z € R die Laplace- Transformierte von J(zx) und
es gilt X
Lja)(s) = s e, (5.21)

insbesondere erhalten wir die Laplace-Transformierte von J(x)

ﬁJ(I)(s) = s tel/s, (5.22)

Beweis. Wir hatten bereits gezeigt, dass der Konvergenzradius von J unendlich ist.
Somit ist J beliebig oft auf R differenzierbar und (5.16) folgt direkt durch Differentiation
unter der Summe. Wir erhalten somit inshesondere

o n—1 > n—1

" 1 _ T x
/@) + Jle) = 2; W —2)1 " Z <nl(n —1)!
> n— 1 n_ 1 > o1 > " lp
_ 1= — +1
Z nl(n —1)! Zn!(n—l)!+ Zn!(n—l)!+
n=2 n=2 n=2
00 .Tn— 00 an/
nz::l(n—l)!(n—l)! n/z::()(n)!(n)!

womit unsere Differentialgleichung (5.17) gezeigt wurde.
Leiten wir die Stammfunktion von J nach z ab, so folgt die Behauptung (5.18) direkt
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aus der eben gezeigten Differentialgleichung.
Wir zeigen nun (5.19) mittels partieller Integration. Sei dazu a,b,c¢ € R mit a # 0, so
gilt mit J(0) =1

c 1 c b c
/ e (ay)dy = [—ebyJ(ay)} + —/ e " J(ay) dy
0 a o @Jo

1 1 b [°
= —e"J(ac) — - + —/ e % J(ay) dy.
0

a a a

Gelte nun a,b,c € R mit b # 0, so erhalten wir aufgrund von (5.17) erneut mittels
partieller Integration

C

c 1 1 ¢
/ ye " J'(ay) dy = [_Ee‘bny’(ay)] + 5/ e (J'(ay) + ay.J"(ay)) dy
0 0 0

1 (&
= —Ee_bCJ'(ac) + —/ e % J(ay) dy,
b b/,

womit ebenfalls (5.20) gezeigt ist.
Sei zuletzt s € Ry und z € R, so gilt mittels dem Satz von Fubini sowie grundlegenden
Eigenschaften der Gammafunktion

. o0 L L 2" T(n+1)
L zx — ] dy = Sy dy = R S
seole) = [ e ar=32 0 [T ey =30 R

n=0
o - 2" n! e | - (Z/S>n _ .—1_z/s
n=0 n=0
Somit wurde (5.21) gezeigt und (5.22) folgt unweigerlich fiir z = 1. O

Betrachten wir abschlieflend unser Beispiel der exponentialverteilten Schadenshéhen.
Wir wissen bereits aus der Definition 2.20 der Erlang-Verteilung, dass die Summe von un-
abhéngigen, identisch exponentialverteilten Zufallsvariablen genau der Erlang-Verteilung
entspricht. Dessen Dichte ist uns dank Satz 2.21 wohlbekannt. Wir werden also nun in
der Lage sein, eine geschlossene Form fiir die Verteilung unserer X;, mithilfe der Hilfs-
funktion J, anzugeben.

Satz 5.8. Seien A\, u € Ry und X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Cha-
rakteristiken A und Exp(p). Dann ezistiert fir alle s € (—oo, ) und t € Rsq die mo-

menterzeugende Funktion
Ats

Mx,(s) = en=s (5.23)

von X;. Somit existieren alle Momente von X;, insbesondere

Y 20t
E(X;) = — sowie Var(X;) = —. (5.24)
[ u
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Zudem existiert der Anpassungskoeffizient
R=pu—X\/p>0. (5.25)
Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.6 erhalten wir fir alle t,y € R>
Fx(y) = Atpe™ O T (Ntpy), (5.26)
womit fiir die Verteilungsfunktion
7%
Fx,(z) = e~ N0 J(\tpx) + 6_)\t/ e Y J(Aty) dy (5.27)
0
fiir alle x € Rx giiltig ist.
Beweis. Die Aussagen (5.23) und (5.24) folgen unweigerlich aus den Sitzen 2.19 sowie

3.6 und der Beziechung E(U?) = Var(U) + (E(U))2.
Aufgrund von

A
lim My, g7, (s) = lim = +00
S— i

s=u b — S A+ Bs
existiert der Anpassungskoeffizient R und nach (5.12) ist er die Losung der Gleichung
A
At Bs=E (5.28)

1w—s

welche durch (5.25) gegeben ist. Dass dieser wirklich grofer als 0 ist, folgt aus unserer
Voraussetzung 8 > AEU;, welche eine Folge von Satz 5.5 darstellte.

Widmen wir uns nun (5.26). Sei n € N, dann entspricht nach Definition 2.20 die Dichte
der n-fachen Faltung fy»+ der Dichte einer Erlang-Verteilung. Wir erhalten also nach
Satz 3.6 mittels (2.60), sowie (5.16), fiir alle ¢,y € R>q

- (N x_(\p)n "
fxt(y)zz<;‘) e frrne () = <;‘) e—At(n/il)!yn—le_uy

n=1 n=
— (Mt
= Ape~ AHm) Z nl(n )" = Mtpe~ M) T (Ntpuy).
n=1

Sei nun = € R>g, so gilt mit (3.14), (5.19) und (5.26)
Fr@ =+ [ Fudy= e {1 R e dy]
=M {e‘”J()\t/mc) + /L/Ox e M J(Atuy) dy}
= o~ A1) T (\tpz) + e / a e Y J(Aty) dy,

0

womit (5.27) gezeigt wurde. O
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Fiir dieses Beispiel erhalten wir also eine erste Abschétzung der Ruinwahrscheinlichkeit
mit der Cramér-Lundberg-Ungleichung

Y(u, ) < P(u) < e vBMA), (5.29)

Somit sind alle Grundlagen gelegt und wir widmen uns im néchsten Kapitel weiteren
Berechnungsmoglichkeiten fiir unsere Ruinwahrscheinlichkeiten.
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6. Integralgleichungen der Ruintheorie

Wir wollen uns ab diesem Kapitel mit weiteren Formeln fiir unsere Ruinwahrschein-
lichkeit in endlicher Zeit befassen und diese herleiten. Die wichtigste darunter ist die
Formel von Seal, welche uns einen Zusammenhang zwischen der Ruinwahrscheinlich-
keit ohne Startkapital und der Ruinwahrscheinlichkeit mit beliebig grofsem Startkapital
u € Ry liefern wird. Erstere wird sich dank unseren Vorbereitungen gut berechnen
lassen, wodurch der Nutzen von Seals Formel gegeben ist. Alle Resultate werden wir an-
hand unseres eingefiihrten Beispiels ndher betrachten und werden letztendlich fiir dieses
in der Lage sein, eine geschlossene Form fiir alle Ruinwahrscheinlichkeiten anzugeben.
Falls nicht explizit anders erwdhnt, werden wir ab diesem Kapitel alle Voraussetzungen
und Bezeichnungen aus den Kapiteln 2 bis 5 iibernehmen.

Wir stellen im Folgenden einige wichtige Integral- und Differentialgleichungen fiir unsere
Ruinwahrscheinlichkeiten auf. Anhand dieser wird es uns moglich sein die Ruinwahr-
scheinlichkeit 1 (u) fiir unser Beispiel explizit zu berechnen. Dies wird uns zudem eine
genauere Abschitzung fiir die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit liefern.

Wir beginnen mit einer Reihe von Erneuerungsgleichungen. Dabei bezeichnen wir fiir
eine Funktion f die Gleichung

Fz) = / "o —y) dP@) + g(a)

als Erneuerungsgleichung. Hierbei ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf und ¢ eine messbare,
reelle Funktion. Wir verwenden dabei, ab diesem Kapitel, die Kurzschreibweise

/ flx —y)dP(y) == o flz —y)dP(y)

0 0,z

fiir Lebesgue-Integrale iiber abgeschlossene Intervalle. Fiir Lebesgue-Integrale iiber halb-
offene Intervalle werden wir die Kurzschreibweise

| te-nare) = [ -y

0 [0,x)

nutzen. Da wir im Folgenden stets P = Fy; annehmen werden und Fy;(0) = 0 fordern,
spielt die Betrachtung der unteren Grenze dieser Integrale keinerlei Rolle.

Die Erneuerungsgleichungen sind Ausgangspunkt vieler theoretischen Uberlegungen der
Erneuerungstheorie. In der Literatur werden sie auch als Volterra-Integralgleichungen
bezeichnet (siehe z.B. [9]). Dieser Begriff stammt allerdings mehr aus dem Bereich der
Theorie von Integralgleichungen, weswegen wir bei der in der Risikotheorie iiblicheren
Bezeichnung der Erneuerungsgleichungen bleiben wollen.

Satz 6.1. Sei u,x € Rsy. Dann gilt fir die Uberlebenswahrscheinlichkeit P(u, ) in
endlicher Zeit folgende Integralgleichung fiir alle h € [0, x]

. h ut+Bs —
U(u, ) = /0 e /o Y(u+ Bs —y,x—s)dFy(y)ds +¥(u+ Bh,x — h)e ™™ (6.1)
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und somit insbesondere fiir h = x

o T u+ﬁs_
Y(u,z) = /0 )\e)‘s/o U(u+ Bs —y,x — s)dFy(y) ds + e . (6.2)

Zudem erfiillt 1 (u) fiir alle h € Rsq die Integralgleichung

o h u+65_ .
P(u) = /0 )xe_)‘s/o U(u+ Bs —y) dFy(y) ds + (u + Bh)e™ M (6.3)

und somit insbesondere fiir h — oo
o oS u+Bs_
(u) = / )\eAS/ U(u+ Bs —y) dFy(y) ds. (6.4)
0 0

Beweis. Wir beginnen zuerst mit einer anschaulichen Deutung von (6.1), welche uns
zugleich als Beweisskizze dienen wird. Fiir jedes h aus dem Intervall [0, z], kann es nur
zu den folgenden zwei Ereignissen kommen. Der Zeitpunkt des ersten Schadens 7} tritt
vor bzw. mit h auf (d.h. 73 < h) oder T tritt nach h auf (d.h. 71 > h). Wir kénnen also
unsere Uberlebenswahrscheinlichkeit (u, x) unterteilen in die Wahrscheinlichkeiten

IP; := P(Versicherer iibersteht mit u den Zeitraum bis x und es gilt T} < h)
sowie

[Py := P(Versicherer iibersteht mit u den Zeitraum bis x und es gilt Ty > h).

Im Falle 77 > h liegt dem Versicherer zum Zeitpunkt h, aufgrund der konstanten Prami-
en (3, eine freie Reserve von u + Sh vor. Mit dieser muss er nun nur noch den Zeitraum
x — h iiberstehen. Wir werden zeigen, dass aufgrund der Unabhéngigkeit der Schadens-
zeitpunkte bzw. Schadenshohen die Wahrscheinlichkeit dafiir genau der Wahrscheinlich-
keit E(u+ Bh, x— h) entspricht und dies von der Erstschadenseintrittszeit 77 unabhéngig
ist. Da 77 exponentialverteilt ist, erhalten wir schliefslich

Py = (u+ Bh,x — h)P(Ty > h) = ¢¥(u + Bh,x — h)e .

AR T.>h
u+ph-- /
” /
0 I I >t
h x-h X

Grafik 6.1. - Beispiel Uberlebenswahrscheinlichkeit im Fall 7} > h
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Im Falle 77 < h existiert nun ein s aus [0, k], welches unserem Erstschadenseintrittszeit-
punkt entspricht. Zu diesem Zeitpunkt wird ein zufilliger Schaden U; eintreten. Wahlen
wir nun einen festen Wert y fiir unseren Schaden aus, so steht dem Versicherer zum
Zeitpunkt s eine freie Reserve von u + s — y zur Verfiigung. Ist diese kleiner als 0
(d.h. y > u + Bs), so tritt Ruin ein und folglich ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit
des Versicherers 0. Andererseits muss er wieder mit diesem Kapital den Zeitraum x — s
iiberstehen. Analog zum ersten Fall wird sich zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir

(u+ fs—y,x—s) entspricht. Integration iiber alle moglichen Schéden y < u+ fs sowie
allen Zeitpunkten s aus [0, h| liefert dann aufgrund der Exponentialverteilung von Ty

h ut+Bs
P, :/ )\e—ks/ w(u+ﬂ3—y7[p—s)dFU(y)d3,
0 0

womit wegen v(u, z) = P; + Py, Gleichung (6.1) folgt.

AR T.<h

u+Bs-

U -e

s h X-S X
Grafik 6.2. - Beispiel Uberlebenswahrscheinlichkeit im Fall 7, < h

Beweisen wir dies nun formell. Analog zur Beweisskizze definieren wir fiir ein festes h
aus [0, z] nach (5.4)

Plu,a) =B( () X <utpt)

o<tz
=P( (| {Xe<u+ Bt} Ti <h)+P( () {X. Su+ B}, Ti> h)
0<t<z 0<t<z
=:P1+ Py (6.5)

mit

Ppo=P( () {X;<u+pt}, Ty <h)und Py :=P( (] {X, <u+pt}, T > h).

0<t<w 0<t<w

93



Wir beginnen mit dem Fall 77 > h. Da die Sprungzeit 77 nach Satz 3.6 exponentialver-
teilt ist, kdnnen wir Py wie folgt umschreiben

Py =P( () {X; <u+pt}| Ty > h)P(T) > h)

0<t<z

=P( [ {Xi<u+pBt}| T >h)e ™.

0<t<x

Beachten wir nun die Darstellung (3.9)

Xt = Z Uzﬂ[aq,oo)(t)7
=1

so stellen wir, wegen oy = T fest, dass die Ereignisse {7} > h} und {X}, = 0} identisch
sind. Da zudem nach Satz 3.6 X, — X, ~ X,_, fiir alle ¢, h € R>( mit ¢ > h gilt, erhalten
wir

Py =P( (] {Xi—0<u+pt}|X,=0e™

— p(hFT (X, — X), <u+Bt}e ™

— P(’L%Sw {X,n <u+pt)e ™

= P(hgﬁ {Xy <u+ Bt +h)He ™

- P(Otﬂx : {Xv < (u+Bh) + Bt'})e

— @(jff;;:x — h)e™™, (6.6)

Widmen wir uns nun dem Fall 77 < h. Wir erhalten dann mittels Satz der totalen
Wahrscheinlichkeit

Plz/oop( () {X <u+pt}, Ty <h| Ty =s)dFr(s)

0<t<z

:/0 P( () {Xi <u+Bi}| T = s)dFp,(s)

0<t<z

:/h)\e)\sp( m {(Xi <u+pth| Ty =s)ds

0 0<t<z

= /0 e /OOO P( ﬂ {Xi <u+pth| Ty =s,Up =y)dFy(y) ds. (6.7)

0<t<z
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Darstellung (3.9) liefert erneut, wegen oy = T, die Identitit der Ereignisse {17 = s,U; = y}
und {,., {X: =0}, X, =y}. Mit

A= {H(SE,yE) €ls,s+exyy+e:[){X =0}, X, ZyE}, e € Ry,

t<Se

erhalten wir analog zum ersten Fall, aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse

P( () {XiSu+pty| T =sU1=y)

0<t<z

=P( () {X; <u+pth|[){X =0}, X, =)

0<t<zx t<s
1
= lim P(A., Xy <u+pt
€l0 ]P)(Ae) ( 0<O<x{ ! })
1
= lim —P(A,, X, — X, < t— Ye
. P(A)
:l IP) X _XS < t_ €
o P (A,) (SLL{ B
=1lmP( () {Xis, <u+Bt—y})
€0 se<t<z
=lmP( (] {Xv < (u+Bsc—yo) +t'})
<0 0<t/'<z—s¢
=P( [ {Xe<(u+Bs—y)+pt})=v(u+ps—yx—s).  (68)
0<t'<z—s

Wegen v(u, z) = 0 fiir alle u < 0 erhalten wir mittels (6.8) sowie (6.7)

h u+f5s
P, = / )\eAs/ U(u+ Bs —y, v — s)dFy(y) ds. (6.9)
0 0

Somit folgt nach (6.5), (6.6) sowie (6.9)

. h u—i—Bs_ .
Y(u,z) = /0 /\e_’\s/o U(u+ Bs —y,x — s)dFy(y) ds + (u + Bh,x — h)e ™,

womit Gleichung (6.1) gezeigt wurde. B

Gleichung (6.2) erhalten wir durch Einsetzen von h = z wegen ¢(u, 0) = 1 fiir beliebiges
u > 0.

Analog folgt (6.3) aus (6.1) fiir z — oo, wegen lim,_,, ¥(u, ) = ¥ (u) fiir alle u € Rxg
und dem Satz der monotonen Konvergenz.

Zuletzt gilt Gleichung (6.4) nach (6.2) fiir + — oo (bzw. aus (6.3) fiir h — 00). O
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Wir erkennen also, dass es sich bei (6.2) und (6.4) um Erneuerungsgleichungen handelt.
Uber diese gibt es unzihlige Werke, in denen sich mit Lésungen solcher speziellen Glei-
chungen befasst wird. Eines dieser Biicher ist z.B. [10], welches sich insbesondere mit
dem Fall beschréinkter Funktionen g befasst, welcher hier mit g(t) = e=** bzw. g(t) = 0
vorliegt. Es ist allerdings oft schwer solche Gleichungen analytisch zu berechnen, sie
eignen sich allerdings gut fiir numerische Berechnungen. Mithilfe des richtigen Ansat-
zes ist es uns allerdings moglich, die Ruinwahrscheinlichkeit unseres Beispiels durch die
Erneuerungsgleichung zu berechnen. Dazu merken wir noch an, dass wir aufgrund von

¥(u) =1 —1(u) Gleichung (6.4) zu

) o) u+fGs
iﬂ(u):/o )\e_ASFU(U—FBS)dS—F/O )\e_AS/O i Y(u+ Bs —y)dFy(y)ds (6.10)

umschreiben konnen.

Satz 6.2. Seien A\, u € Ry und X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Cha-
rakteristiken \ und Exp(u). So gilt fir alle u € Rsg

A
d(u) = Zﬂ;e““’*/ﬁﬁﬂ (6.11)
sowie insbesondere )
¥(0) = @ (6.12)

Beweis. Sei u € Rsg. Aufgrund von Fy(u + 8s) = 1 — Fy(u + Bs) = e #u+59) sowie
fu(y) = pe ¥ fiir alle s,y € R>g, erhalten wir mit (6.10)

RS

00 u+LBs
Y(u) H / e / Y(u+ Bs)pe™ dy ds.
0 0

Wi wi Z = e it c1, co wi
Verwenden wir nun den Ansat u) = cre” " mit ¢q,co € Ryg, so erhalten wir

0 u+ps
cre 2t = —ﬁ);— )\e_’“‘ + )\clu/ e / e~e2WHBsY) o=y 4y 4
2 0 0
—pu
A Aap | et e~
Bu+X  A+cf

_ A . )\Clll /Oo 67,\3 [ef,u(quBs) . 6702(u+ﬁs)} ds
Iuﬁ + A H—C Jo

= —€
1B+ A p—c

= M 4 < i ) —e Cip
1B+ A 1= c2 (2 = p)(A + 2B)
Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

p—cg—cip=20
(M - 02)(>‘ - Czﬁ) = A\,
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welches die eindeutigen Losungen

) A

1 = — sowie ¢g = — —

L Bu E
besitzt, womit (6.11) nach unserem Ansatz gezeigt ist. Gleichung (6.12) folgt dann direkt
fiir u = 0. [

Anmerkung: Wir sehen zum einen, dass unser c; genau dem Anpassungskoeffizient
entspricht. Die Cramér-Lundberg-Ungleichung war also bis auf eine Konstante c¢; exakt.
Aufserdem erkennen wir, dass die Ruinwahrscheinlichkeit fiir « = 0 vom Erwartungswert
1/p unserer Schiaden abhéngt. Es ldsst sich sogar allgemein zeigen, dass stets

$(0) = AE(Uh)/8 (6.13)

gilt. Somit hingt die Ruinwahrscheinlichkeit ohne freie Reserve im stetigen Fall nicht von
der konkreten Verteilung der Schiden ab, sondern lediglich von ihrem Erwartungswert.
Zudem erhalten wir dank (6.2) nun eine genauere Abschétzung fiir unsere Ruinwahr-
scheinlichkeit in endlicher Zeit

Y(u,x) < B—AueWW)“. (6.14)

Satz 6.1 ermédglicht es uns weiterhin, wichtige Eigenschaften der Uberlebenswahrschein-
lichkeit in endlicher Zeit zu bestimmen. Dazu benétigen wir zunéchst noch folgendes
Hilfsresultat.

Satz 6.3. Sei g : Rsg — R>( eine beschrankte, Riemann-integrierbare Funktion auf

[0,00). Dann gilt
h

lim [ ¢g(s)ds=0. (6.15)
h—=0 Jq

Beweis. Da g nur positive Werte annimmt, folgt aufgrund der Beschranktheit von g mit
K = max,cr., 9(z),

h
0§/ g(s)ds < Kh < 0.
0

Grenzwertbetrachtung h — 0 liefert mittels Einschniirungssatz die Behauptung. O]

Wir zeigen nun die Stetigkeit der Uberlebenswahrscheinlichkeit beziiglich beider Varia-
blen mittels unserem Hilfsresultat und Satz 6.1.

Satz 6.4. Secien u,r € Rsq. Dann sind ¥(-, ) sowie 1(u,-) stetige Funktionen.
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Beweis. Wir beweisen zunéchst die Stetigkeit beziiglich u. Sei also x € R beliebig aber
fest gewdhlt. Dann gilt fiir alle u € R>¢, aufgrund der Monotonie der Uberlebensfunktion

B(u+ Bh,) > Blu,z) sowie P(u,z + h) < P(u, 2), (6.16)
Somit folgt zum einen die Abschétzung
. - > . -
lim (u+ Bh, ) > lim (u, )

= 1(u, z). (6.17)
Nach (6.1) gilt zudem fiir alle h € [0, x]

h u+fGs
Y(utBh,x) = M <E(u, r+h)— / )\eAS/ Y(u+ Bs —y,x+h—s)dFy(y) ds) .
0 0

Da g(s) := \e™* Ou+ﬂs Y(u+ Bs—y,x+h—s)dFy(y) positiv sowie beschrinkt ist und
das Integral foh g(s) ds nach obiger Gleichung existiert, liefert uns Satz 6.3 sowie (6.16)

h
i 0+ ) = i [T+ = [ o610

Vi BT
= l}gﬁle Y(u, z + h)

< lime™y(u, )

= (u, ). (6.18)
Aufgrund von (6.17) und (6.18) ist also
lﬁgﬂ(u + Bh,z) = Y(u, v),u € Rsg (6.19)

erfiillt und wir erhalten mittels analoger Abschitzungen der endlichen Uberlebenswahr-
scheinlichkeit

lim D — Bh, ) < P(u, )

sowie mit ¢'(s) := \e™** Owﬁ(s*h) Y(u+B(s—h) —y,z —s)dFy(y)

h
lim ¢(u — $h, x) = lim [/O g'(s)ds+ e M(u,x — h)

i o= AT _
_1}%16 Y(u,x — h)

> t)(u, ).

Somit gilt

lﬁglﬁ(u — Bh,x) = Y(u,z), u € Rxg. (6.20)

Also ist ¥(-, z) wegen (6.19), sowie (6.20) eine stetige Funktion fiir alle x € Ry.
Der Beweis der zweiten Aussage folgt dann direkt aus der Ersten sowie abermaliger
Anwendung von (6.1) O
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Anmerkung: Wir haben somit die Stetigkeitsaussage aus dem Beweis von Satz 5.2 nach-
geholt und es folgt zudem direkt die Stetigkeit unserer Ruinwahrscheinlichkeit v (u, x)
beziiglich beider Variablen. Die Stetigkeit von t(u) lisst sich analog aus (6.3) herleiten.
Unser Beispiel bestitigt diese Aussage, da A\/(uB)e*=VA" offensichtlich eine stetige
Funktion ist.

Als néchstes zeigen wir nun ebenfalls mittels Satz 6.1 eine wichtige partielle Integro-
Differentialgleichung, welche f.ii. giiltig ist. Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass
nach Satz 5.2 die Uberlebenswahrscheinlichkeit f.ii. beziiglich u partiell differenzierbar
ist.

Satz 6.5. Es gilt f.i. folgende partielle Integro-Differentialgleichung fir die endliche
Uberlebenswahrscheinlichkeit 1 (u, )

0 — 0
B3 00,) = 5o0) = No(w ) =\ [ G- p)dFo). (621
Besitze Fyy nun eine Dichte fy, so gilt insbesondere f.1.
0 — 0
B 0u,) = 5o0u) = No(wa) =\ [ G-y (622

Zudem ist V¥(u) dberall differenzierbar und erfillt die Integro-Differentialgleichung
G0 = 550 = 5 [ V= sl dy (6.23)

Beweis. Nach Satz 5.2 ist ¢(-, z) L.ii. differenzierbar. Existiere nun also 2 (u, z) fiir ein
u,x € Rso. Mittels (6.1) erhalten wir nach einigen Umformungen

@+ Bh) — T,z + 1)) (6:24)
_ 1 — oMb 1 [t utfs
= (u+ Bh,x) (T) — % /0 Ae‘AS/O Y(u+Bs —y,x+h—s)dFy(y)ds.
(6.25)
Zudem gilt aufgrund der Stetigkeit von (-, z) (nach Satz 6.4)
1—e M\ — -
’lliir(l) (T) Y(u+ Bh,z) = Mp(u, x). (6.26)

Die Monotonie von v(u, r) beziiglich beider Variablen (siche Satz 5.2) liefert uns nun
zudem die Abschétzungen

1 h utBs
lim 7 )\6)\8/ v(u+Ps—y,xr+h—s)dFy(y)ds
0
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VAN
:»—A

1 u—i—,Bs_
E/ e (u+ Bs—y,x—s)dFy(y)ds
0

- / P — y, ) dFy (y),

sowie zusdtzlich nach der Nichtnegativitdt von @(u +pt—y,x —t)

1 h ut+pBs
lim = [ X ¢ / PY(u+ Bs —y,x +h—s)dFy(y)ds
0 0

h—0

1 0 ut+B(t+h)
i L[ Aereh) / D+ B+ D) — g — 1) dFy(y) dt
0

h—0 h _h
1 [0 utB(t+h)
> }Lii%e_)\hﬁ/ )\e_At/ w(u+ﬁt_yvx_t) dFU(y> de
—h 0

h—0

1 0 ut+pBt
> lim e)\hﬁ/ )\eAt/ w(u+ﬂt—y,m—t> dFU(y) dt
- 0
Bs

1 h u—PBs
— lim e—AhE / )\eAs/ Y(u— Bs —y,x+s)dFy(y)ds
0 0

h—0
=\ B — dF;(y).
/0 Blu -y, 7) dFy (y)

Fordern wir nun zusétzlich, dass Fy(u) = Fy(u—) erfiillt ist, so gilt nach obigen Ab-
schidtzungen

ut+Bs

lim — / )\6_/\5/ Y(u+ s —y,z+h—s)dFy(y)ds = A / P(u —y,x) dFy(y).
h—0 h

(6.27)
Die obige Forderung ist f.ii. erfiillt, da Fy; eine Verteilungsfunktion ist. Somit sind die
Bedingung Fy;(u) = Fyy(u—) und die Existenz von 24(u, z) jeweils f.ii. erfiillt und damit
insgesamt ebenfalls f.ii. giiltig, da die Vereinigung von zwei abzéhlbaren Mengen erneut
abzéhlbar ist.
Wir erhalten zuletzt, aufgrund der Existenz von 2 (u, z)

P(u, x4+ h) — (u, x)) (6.28)

lim @<u+ﬁh,az>—@<u,x+h>> _ ﬁa%m,x)_% ( )

Grenzwertbetrachtung h — 0 in (6.25) liefert somit wegen (6.26) - (6.28) die Existenz
der rechtsseitigen partiellen Ableitung

9 . x) = lim (E(m x4+ h})L ~ Dy, x))

ox h—0

und es gilt

52 () — = un,) = N, ) ~ /wu—y, 1) dFy(y).

31’+
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Analog lasst sich zeigen, dass ebenfalls

a%zb(u z) = lim (E(“’ . h}z — 9w, f)>

existiert und

Bag@b(u,x) — i@b(u x) = Mp(u, x) — )\/ Y(u—y,z)dFy(y)
u Ox_ 0

erfiillt ist, womit (6.22) gezeigt wurde.

Die zweite Gleichung folgt dann unweigerlich aus der Ersten, aufgrund der Existenz einer
Dichte fy von Fy.

Beweisen wir nun die dritte Gleichung. Da Fy; eine Dichte f;; besitzt, erhalten wir fiir
alle u € R> mittels (6.3)

U(u+ Bh) —P(u)
Bh

Grenzwertbetrachtung h — 0 liefert aufgrund von Satz 6.3 und der Stetigkeit von ) (u)
die rechtsseitige Ableitung

p

o 1_€—>\h 1 h utBs
= h)y———— —— [ X — dy ds.
Bt pn 5 [ 2 [t ss—) o) ayas

B l) = Xo(w) = A [ =)ol dy
Analog lasst sich die Gleichung fiir die linksseitige Ableitung zeigen, womit die Ableitung
von t(u) fiir alle u € Rsq existiert und (6.23) erfiillt. O

Genau wie unsere Erneuerungsgleichungen, lassen sich diese Integro-Differentialglei-
chungen ebenfalls in den wenigstens Féllen analytisch 16sen und finden eher Anwendung
in der Numerik. Mit ihnen lasst sich allerdings angenehm die Ruinwahrscheinlichkeit un-
seres Beispiels berechnen, was wir im Folgenden nochmals tun méchten. Dazu schreiben
wir unsere Integro-Differentialgleichung (6.23) um zu

d A
@ﬂ’(u) =2

2 (0w) = Fu(w) - % / "y — ) foly) dy. (6.29)

Alternativer Beweis zu Satz 6.2. Wir nehmen also wieder als Schadensverteilung die Ex-
ponentialverteilung mit Parameter u, welche bekanntlich eine Dichte fy(y) = pe " fiir
alle y € Rsq besitzt. Dann ist nach Satz 6.5 (u) iiberall differenzierbar und somit
ebenfalls ¢(u). Wir erhalten also nach (6.29)

A

"(u) = = (Y(u) — e —)\—'ue_““ ’ 2)et* dz
W) = 5 () =) = e [uena (6.30)

Dies impliziert, dass ¢'(u) wieder differenzierbar ist und es gilt

() = 300 - (e = e [Cuesas - o ) = (u- 5 ) v,
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Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist z.B. aus [11| bekannt und lautet
b(u) = ¢ — cpe” WO

mit ¢j,co € R. Wegen lim, o ¢¥(u) = 0 nach (5.14), gilt ¢; = 0. Setzen wir unsere
Losung nun in (6.30) ein, so erhalten wir nach einigen Umformungen

A
0= (B + CQN) )
womit ¢y = —\/(upB) erfiillt ist und (6.11) abermals gezeigt wurde. O
Als letztes benétigen wir noch ein kleines Hilfsresultat, welches wir im néchsten Kapitel

benutzen werden.

Satz 6.6. Sei f(u,x) : Rsg X Rsg — R eine beziiglich © stetige Funktion, welche fir alle
x € Ry die Bedingung fooo f(u, z) du < oo erfillt. Dann ist

= /Ooof(u,x)du

wohldefiniert. Existiere nun zudem 8%f(u, x) fir fast alle u,x € Rso und gelte

0
%f(ua l’)

< g(u), ue€Rsg

mit eimner Funktion g, welche fooo g(u)du < oo erfillt. Dann ist F in x differenzierbar

und es qult

0

F'(z) = /000 %f(u x) du. (6.31)

Beweis. Da f(u,-) f.i. differenzierbar und stetig ist erhalten wir als Folgerung des Mit-
telwertsatzes der Differentialrechnung

f(uv‘r+h>_f(
h

< i [ayten] o0

fiir fast alle h € R-( und fast alle u € R>o. Somit ist ¢ eine integrierbare Majorante und
wir erhalten nach dem Satz der majorisierten Konvergenz

vy g Flz+h) - fu:zc+h f(u, x)
S — ,Ho/ .
:/“mnﬂuw+m f(u, M
o h—0 h

<9
:/0 %f(u x) du.
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Folgerung 6.7. Sei X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken
A und Fyr, mit Fiy(0) = 0. So gilt fir alle s € Rug und fast alle x € Rxg

/000 eS“%E(u, x)du = (,% /000 e (u, ) du. (6.32)

Beweis. Setzen wir f(u,z) := e > (u, r), so ist diese Funktion nach Satz 6.4 stetig und

erfiillt zudem, wegen ¢(u,z) < 1, fiir alle s € R. die Gleichung

[e.9] oo 1
/ f(u,x)duﬁ/ e du=- < o0.
0 0 S

Zudem existiert aufgrund der Monotonie von ¢ (u,z) fii. 2 f(u,z) = e **Z1(u, z) und
es gilt mit (6.21) zusétzlich wegen 24 (u,z) > 0 und 29 (u,z) <0

& )| = [ L, a)| =~ )
= e D) =3 [ = ) dF) - 50
e [Aw u, x) / Ylu—y,x dFU(y)}
e M) (u, ) < Ae”
Da fo u)du = 2 < oo fiir beliebiges s € Ry erfiillt ist, gelten alle Voraussetzungen

von Satz 6 6 und er erhalten

a > —su_ /. o 002 —su_ /. o > — 2
%/0 e w(u,x)du—/o 52¢ w(u,x)du—/o e aIw(u x) du.

Wir sind nun in der Lage uns dem Hauptresultat dieser Arbeit zu widmen.
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7. Die Formeln von Seal

Wir werden in diesem Kapitel Seals Formeln betrachten, welche zwei entscheidende Vor-
teile mit sich bringen. Zum einen bieten sie eine komfortable Berechnung zur Uber-
lebenswahrscheinlichkeit in endlicher Zeit ohne freie Reserve (¢/(0, 7)) und stellen im
Anschluss den Fall u € Rs durch 1(0,y) dar. Zum anderen hiingen beide Formeln di-
rekt von der Verteilungsfunktion F,(x) unseres Gesamtschadenprozesses X; = ZNt U,
ab. Diese beiden, bis zu diesem Zeitpunkt weitestgehend unbekannten, Formeln wurden
1969 in H.L.Seals Buch ,Stochastic Theory of a Risk Business* ([12]) vorgestellt. Ihre
Urspriinge gehen aber auf Tacaks ([4]) und Prabhu ([13]) zuriick. Wir erinnern an dieser
Stelle nochmals an Satz 3.6. Besitze U die Dichte fiy und gelte Fy;(0) = 0, so gilt

Fy(2) = e + / Foly)dy, =€ Roy, (7.1)

wobei fx,(y) = 3200, (A)"/n)e™ fym- (y) gelte und fyn-(y) die Dichte der n—fachen
Faltung von U bezeichne.

Satz 7.1 (Seal). Sei X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken
A und Fy, mit Fyy(0) = 0. Dann gilt fir alle x € R-g

Bz
B(0.2) = —E(R,), = % / Fy.(y) dy. (7.2)

Sei nun u € Ryg und Fy besitze die Dichte fy, dann erhalten wir
B(w,z) = Fy, (u+ fr) — 8 / D0,z — ) fx, (u+ By) d. (7.3)
0

Beweis. Beweisen wir zunéichst die erste Aussage. Wegen [ € R.( erhalten wir nach
Satz 3.6, dass der Prozess Y (t) := % ebenfalls ein zusammengesetzter Poisson-Prozess
ist. Wegen Fy7(0) = 0 gilt somit auch Fy,3(0) = Fyy(80) = 0, weswegen Y (t) positive
Zuwichse besitzt. Es gilt mittels Satz der totalen Wahrscheinlichkeit sowie Satz 4.3

p(ﬂuth=E<Mf7{Kﬁﬂ‘nozﬁ%F_%0+:E(y_%J

0<t<w 0<t<z

wegen

Plu,z) =P( () {X, <Bth)=P( () {¥i<t}

<tz 0<t<z

gilt also zudem mit R(t) = 5t — X(¢) fir u=0

Blu,z) = E(l—‘;(—x) = ER).,
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womit das erste Gleichheitszeichen in (7.2) bewiesen ist.
Es gilt nun mittels partieller Integration und Fx_(0—) =0

E(R,), =E(fr — X,), = /[ ESELN0

Bx Bx
— [(Bz — ) Fx. ()] — [BFx, (0-)] + / Fy.(y)dy = / Fy.(y) dy.

Somit ist ebenfalls das zweite Gleichheitszeichen in (7.2) erfiillt.
Widmen wir uns nun Formel (7.3). Da eine Dichte f;; von Fy; existiert, erhalten wir nach
Satz 6.5 f.i.

0 — 0 — u_ _
B D,) = 5 ba) + 3 [ B =)o) dy = N ) =0

Wihlen wir nun s € Ry beliebig, so existiert, aufgrund der Beschrinktheit von v (u, z)
mit Satz 2.12, die Laplace-Transformierte L = fo e*“)(u, x) du. Multiplizieren
wir nun ob1ge Gleichung mit e™*" und mtegrleren iiber (0, 00) beziiglich des Lebesgue-
Mafes, so erhalten wir mit Folgerung 6.7

00 a 00 e B B
/0 —1/1(u x)du = p / e *P(u, z)du = %Lw(s,x), (7.4)
sowie mittels (2.47) und (2.48) die Gleichung

ﬁ(d@@w)—ﬁmww—j%ﬁﬁ&@+wﬂﬁam<gdg—l):0 (7.5)

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen (siehe z.B. [11]) wissen wir,
dass die allgemeine Losung zu (7.5) durch

zw(ij) - (C(S) _/ E(O’y)ﬁef(ﬁsﬂ(ﬁfl](s)fl))y dy> e(ﬁsﬂ\(ﬁfU(S)fl)):v, (7.6)
0

fiir eine Konstante ¢(s) beziiglich x gegeben ist. Setzen wir speziell z = 0, so erhalten
wir

c(s) = [A@(s, 0) = /000 e " )(u,0)du = s,

da 1 (u,0) = 1 fiir alle u € Rx. )
Es gilt nun weiterhin wegen F'y,(0—) = 0, der Beschrinktheit von fy,, (2.47) und (7.1)

Bmw@:/ wmem_/ e Fy,(v)dv

—00

:/Oooes“e’\tdv—l—/ e (/ th dy>

1 [
—At —sv f/\t
e —|——/0 e f)(t( )d'U S —|—SBf t()(S)
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1 1 e n o9
= e M4 2 Z (M) 6_>\t/ e~ fyn(v) dv
0

s s n!
_1 ISV - ()\t[:fU(s))” )t
n 56 + s ; n! ¢

— g LMLy ()=1)

Somit ist zusdtzlich mit (2.46)

S,le(ger)\(ﬁfU ()=t _ éFxt (v+5t) (3)

[:))SJFA L S)—

giiltig. Fiir den zweiten Term in (7.6) liefert uns dies nun mittels dem Satz von Fubini

/ " (0, ) BN Ly ()-D)e1) gy
0

(0,2 — ) BelPs M sy (=D qy

|

-/ TB(0,2 — BBy / DBB; (e (s) dy
/ /
/

d

e~ 59(0, :c—l— 7 d (0,2 — B/ s“ny(erﬁy) dv dy
Bz

e v (J(O, T+ B)eAZIL[_BJ;,O](U)) dv
B R (6 [ 00 =i+ dy) o
0

—0o0

N

- D(0,z+%)e My (= Bz,0 (v )(S)+Bﬁfo (02— y)fxy(v+ﬂy)dy< s).

Zusitzlich wegen (2.42) und (2.45) erhalten wir zusammenfassend

Lg(5,2) = By (8) = By sy w00t 111 punr-s 5 5000y g S (70

~

fiir beliebiges s € R. Wegen u € Ry gilt 1[_g,(u) = 0 womit (7.3) zusétzlich nach
Satz 2.15 f.i. giiltig ist. Da beide Seiten der Gleichung fiir u € R stetig sind, folgt
(7.3) fiir alle z € Ry. O

Anmerkung: Betrachten wir (7.3) néher, so stellen wir fest, dass Fx, (u+ fz) die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereigniss R, > 0 ist. Dies ist nach (5.4) natiirlich eine notwendige
Bedingung fiir das Uberleben. Der zweite Term in (7.3) beschreibt somit die Wahrschein-
lichkeit, dass R, > 0 erfiillt ist, aber Ruin bis zum Zeitpunkt x eingetreten ist. Es lasst
sich zeigen, dass dieser nach dem letzten Zeitpunkt y < x bedingt, fiir den R, = 0 gilt.
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Als erste Anwendung der Formeln von Seal werden wir zeigen, dass sich unsere Para-
meter auf bestimmte Art modifizieren lassen, ohne dass sich die Ruinwahrscheinlichkeit
andert.

Folgerung 7.2. Seien A, Ao, 81,02 € Ryg sowie x1,29 € Rsg so gewdhlt, dass sie
folgende Beziehungen erfillen

/\1[L’1 = )\21’2 sowie lel == 621‘2. (78)

Sei nun Fy eine Verteilungsfunktion mit Fi;(0) = 0 und Dichte fy. Zudem seien Xi(t)
ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken Ay und Fy sowie Xo(t) ein
zus. Poisson-Prozess mit Charakteristiken Ao und Fy. Dann gilt fir alle uw € R>q

El(uv$1) = EQ(U> xQ)v (79)

wobei 1, (u, x1) die Ruinwahrscheinlichkeit beziiglich des Gesamtschadensprozesses X1(t)
mit Pramienrate 31 und 1,(u, v5) die Ruinwahrscheinlichkeit bez. Xo(t) mit Primienra-
te By bezeichnet.

Seien alternativ q, B, A € Rog sowie Fy eine Verteilungsfunktion mit Fyy(0) = 0 und
Dichte fy. Bezeichnen X (t) den zusammengesetzten Poisson-Prozess mit Charakteristi-
ken X und Fy sowie X (t) den zusammengesetzten Poisson-Prozess mit Charakterstiken
A und Fyy. Dann gilt fir alle w € Rsg und v € Ry

by(qu, ©) = P(u, ), (7.10)

wobei Eq(uﬂz) die Ruinwahrscheinlichkeit beziglich des Gesamtschadensprozesses X,(t)

mit Pramienrate qB und ¢ (u,z) die Ruinwahrscheinlichkeit bez. X (t) mit Primienrate
B bezeichnet.

Beweis. Sei zunéchst x; = 0, so folgt aus (7.8) x5 = 0, womit die Behauptung unwei-
gerlich aus (5.8) folgt. Der Fall 25 = 0 folgt analog.

Seien nun also xy,xs € Rs. Wir erhalten dann mittels (7.1) sowie dem ersten Teil
unserer Voraussetzungen (7.8) fiir alle y € R>

) A n y
n=1 ’ 0

—A2L2 N _(A2x2)n —A2%2 Y n*
— ey e 0 fi(2) dz = Fx,, (y). (7.11)
n=1

Wir bemerken insbesondere, dass dann ebenfalls

Fxin, ) = fx., () (7.12)

fiir alle y € Ry gilt. Somit liefert die erste Formel von Seal (7.2) erneut mittels den
Voraussetzungen (7.8)

_ 1 Brz1
0,21) = Fx,, (y)d
B0 === [ R, )y
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1
Baa
womit bereits der Fall u = 0 gezeigt wurde.

Sei also nun u € R.y. Wir merken zunéchst noch an, dass aufgrund von x1, 25 € Ry
ebenfalls die Beziehung

B2z _
/0 Fro., (1) dy = Ty(0, 1), (7.13)

Al A

B B
aus unseren Voraussetzungen folgt. Somit liefert die zweite Formel von Seal (7.3) zu-
sitzlich wegen (7.11)

(7.14)

Ui(u, 1) = Fx, (u+ Brar) — /%01‘1 y)fx, (u+ Bry) dy

Baz2 ~
= FX212 (U—{—ﬁzl‘g) - 7701(071‘1 - B_)leﬁi(u_{_Z) dz. (715)
0 1 1
Definieren wir nun fiir beliebiges aber festes z € Ry die Zahlen Z; := z/3; sowie
T 1= z/[a, so gilt wegen (7.14)
A A
)\11’1 = Zﬁ—i = Zﬂ_z = )\2.1'2

Somit sind die Voraussetzungen fiir (7.12) geschaffen und wir erhalten fiir alle z € Rx
fvxlﬂi(u + Z) = qul (’U, + Z) = f~X1;-2 (’LL + Z) = fXQBL (u + Z)'

Mittels analogen Uberlegungen lassen sich fiir 2} = z; — z/8, und 24 = x5 — 2/Bs
unsere Bedingungen (7.8) erneut zeigen, womit (7.13)

1/1 (0,21 — _> = E1(075’7/1) = E1<O,$IQ> "%(0 L2 — )

b Ba
liefert. Somit ldsst sich (7.15) weiterfiithren zu
. Baz2 5
77Z)1(u7x1) - FXQIQ(u—i_ﬁQxQ) - ¢1(0,I1 6 )f ﬁi(u+z) dz
0 1
Baw2
:FX2IQ(U+52$2)_ 7702(0 T2 — )f X2 2 (u+2)dz
0 Ba R
= ¢2(Ua 3:2))
womit die erste Behauptung gezeigt ist.
Der Beweis der zweiten Behauptung folgt auf analoge Weise aus Seals Formeln. O]

Wir erkennen also, dass wir unsere Zeit- sowie Geldeinheiten frei wiahlen kénnen und
lediglich die Parameter nach Satz 7.2 modifizieren miissen.

68



Als néchstes werden wir nun in der Lage sein, die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher
Zeit, fiir unser Beispiel mit exponentialverteilten Schiden mit Hilfe von Seals Formeln
explizit zu berechnen. Wir hatten bereits in Satz 5.8 die Verteilungsfunktion

U
Fx,(z) = e~ o) J(\tpx) + e_”/ eV J(\ty) dy
0

und Dichte .
Fx.(y) = Xtpe” M) T (Xt py)

unserer Gesamtschadensverteilung fiir alle ¢, 2,y € R>( gezeigt. Hierbei bezeichnete J
unsere Hilfsfunktion aus (5.15).

Satz 7.3. Seien \, u € Ry und X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Cha-
rakteristiken \ und Exp(p). So gilt fir alle u,z € R

Y(u,x) =1 — e P UFNTg (0 4 eda, ), (7.16)

mit ¢ = pS/ A und

z 1 co
g(z,0) = J(0z)+6J(02) + / e " J(0v) dv — —/ e J(z¢ ) do. (7.17)
0 ¢ Jo

Insbesondere also fir u =0

¥(0,2) =1 — e IHNg(ehz, Aa). (7.18)

Beweis. Analog zu Seals Formel beginnen wir mit dem Fall v = 0. Dann erhalten wir
wegen [, [) f(v)dvdy = ['(a —y) f(y) dy, mittels (3.14) und (5.26) nach (7.2)

Bx Bx \ Bz
(0, ) / y)dy = / e d +—/ / L(v)dvd
= B y= B Yy fx. (v y

-z AH’ —\x o —pv g/
=e "+ —e e " J (Azpv)dody
B o Jo

A or
=e M+ %6_)@/ (Bx —y)e ™ J' (A\zpy) dy. (7.19)
0

Schlieklich gilt wegen den Eigenschaften (5.19) sowie (5.20) von J

Bx
At e / (B —y)e " J (Azpy) dy
0

B
— e~ N J(\uBa?) — e 4 Awe” WV Ba?)

Y pz
N (Buﬁ ) / e~ ) 1\ uy) dy
0
o e—)\x(1+c)J()\M6m2) . e—)\a: + )\IL‘B_M:(I—FC)J/(/\/LBI'Q)
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_ upT
+ (5uﬁ,u )\) / e~ W) J(Azw) dw,
0

womit nach (7.19)

-1
c

cAx
AP0, ) = J(eN2a?) + Aa T (eA2a?) + (c ) / eI (Arw) dw = g(cAz, Ax)
0
folgt. Also gilt B
$(0,2) = e g(cAr, ),

womit (7.18) gezeigt wurde.

Die Herleitung unserer Losung (7.16) aus der zweiten Formel von Seal ist recht miihselig
aber elementar. Er ldsst sich in voller Lange in [1] auf den Seiten 197-202 nachlesen
und wir wollen deshalb an dieser Stelle darauf verzichten. Stattdessen werden wir nach-
weisen, dass unsere Losung die partielle Integro-Differentialgleichung (6.22) erfiillt, was
einen alternativen Beweis darstellt.

Wir bemerken, dass aufgrund der Differenzierbarkeit von J(x) (sieche Satz 5.7) die Funk-
tion g(puu + cAz, Ar) partiell beziiglich u sowie x differenzierbar ist. Wie die partielle
Integro-Differentialgleichung vermuten liasst, werden wir insbesondere die partiellen Ab-
leitungen sowie die Stammfunktion der Funktion g(uu + cAx, Ax) benétigen. In den fol-
genden Rechnungen werden wir stets alle Gleichungen und Erkenntnisse aus Satz 5.7 ver-
wenden. Zudem fiihren wir die Kurzschreibweise a(u, r) := pulz+cA\z? = Az (pu+cr)
ein. Es gilt somit fiir alle u,x € Ry

g(putciz, \x)
= J(a(u,x)) + \zJ'(a(u, x))

putcAx cAx
+ / ATV 1(\gw) do — é / eATTY ] <<% + Ax) v> dv.
0 0

Wir erhalten also die partielle Ableitung beziiglich v mit

2g(,mﬁ-c)\a:, AT)

ou
= paJ (a(u, ) + pX*a?J"(a(u, ) + pJ (a(u, z))
pu+tcAz cAz
putcAr—uv o ﬁ cAx—v 7/ &
+p / e J(Azv) dv 02/2]6 J((C —I—Ax)v) dv
0 0
= pg(pu + Az, Ax) + pXz® J" (a(u, x))
cAx cAx
— % veTv <('LL—CU + Ax) v) dv + % / e J <<'u—cu + )\x) v) dv,
0 0
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sowie fiir die partielle Ableitung nach x

9]
%g(,uu—i-c)\:c, Az)
= (puX + 2cX*2)J (a(u, 2)) + A (a(u, 2)) + Az(puX + 2e\*x)J" (a(u, )

pu+tcAz
+ cAJ(a(u, x)) + cA / AT J(\pw) dv

0
pu+tcAz

+ A / ve! T I (\gw) dv — MJ (a(u, T))

0

cAx cA\x

A
—A / eATY ] ((,u_u + Aa:) v) dv — = / ve ((ﬂ + Ax) v) dv
c c c
0 0
= cAg(pu + cAv, Ax) + (puX + cXNx)J (a(u, 2)) + cNP2? T (a(u, x))
pu+tcAz \ cAx
+ A / vet AT I (\pv) dv — - / ve ((u_(;u + Aa:) v) dv
0 0
= cAg(pu + ez, Ax) + eNP2? " (a(u, z))
pu+tcAe \ cAx
+ A / et AT J(\gw) dv — - / ve ((u_(;u + Aa:) v) dv.
0 0
Aus diesen beiden Darstellungen folgt somit
63 (pu + cAx,\x) _9 (pu + ez, Ax)
8ug H ) &EQ H )
= %%g(,uu + Az, Ax) — %g(pu + cA\z, Ax)
cAx pu+cix
=\ / e T (('LL—CU + Ax) v) dv — A / AT J(\pw) dw,
0 0

womit sich insbesondere wegen 9(u, r) = 1 — ¢ (u, x) = e *~(FAg( 1y + cAx, \x)

0 — _

5 ) — 5w, )
— 0 0

_ —pu—(14c) s _

Mp(u, x) + e (Baug(uu + cAz, Ax) azg(,uu + cz, )\:E))

pu+cAx cAx
= M(u, ) — A / eV J(Azv) dv + A / e Hu—AT=U T ((& + )w) U) dv, (7.20)
c
0 0
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fiir unsere Losung (7.16) ergibt.
Widmen wir uns nun der Stammfunktion von g(uu + cAx, Ax), so erhalten wir

u

/g(pw + ez, Azr) dv

0
u u

= / J(podz + e z?) dv + Ao / J'(pvdz + cX’2?) do

u pvtcAz U CAT

/ / e;w—&—c)\a: yJ )\xy dyd’l}——// cAT— yJ +)\gj> > dyd’U

Mit a(0,x) = cA\?z? sowie den Eigenschaften aus Satz 5.7 gilt somit

u

/g(/w + cAx, \x) dv
0

- /J(uvm + eNa?) v+~ J(a(u,2)) — +J(a(0,)

7 7
] putcAe ] cAx
+ - / et J(\pv) dv — — / e J(Axw) dv
7 7
0 0
u cAx u
2.2 1 cAx— Hv
— [ JAzpv 4+ cX*z®)dv — — | 7Y J((——i-/\x)y) dv dy
c c
0 0 0
pu+cAz cAx
o) = I 5 [ e e do - o [ e d
= ~J(a(u,z)) — —=J(a(0, - e z)dv— = [ e xv) dv
p 7 p 7
0 0
1 cAx 1 cAx
- = (ﬁ + /\x> / eArv J! ((ﬂ + )\ZE) v) dv + —/\x/ e ] (Azv) dv
BN C 0 ¢ H 0
1 pu+tcAze ! A
=— et eAT=Y 1 (\pw) do — —/ e ((& - )\33) v) dv.
M K Jo ¢

Aus dieser Darstellung folgt fiir unsere Uberlebenswahrscheinlichkeit

u

/E(U —y,2) fu(y)dy = M/e_“(u_y)_(1+c)’\xg(u(u —y) + Az, \z)e M dy

0
U

= pe -+ /g(;w + ez, Az) dv
0
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pu+cAe

e M J(A\wv) dv — /OCM e HumATTY ((ﬂ + )\x> v) dv.

c
0

Setzen wir dies in (7.20) ein, so folgt unsere partielle Integro-Differentialgleichung (6.22),
womit (7.16) alternativ bewiesen wurde. O

Anmerkung: 1.) Wie bereits im Beweis angedeutet, erkennen wir insbesondere, dass die
Losung (7.16) der Ruinwahrscheinlichkeit fiir exponentielle Schéiden stetig und partiell
differenzierbar beziiglich beider Variablen ist.

2.) Wir wollen nun noch kurz zeigen, dass sie auch unsere Randbedingungen erfiillt.
Betrachten wir zuerst den Fall 2 = 0, so ist wegen J(0) = 1 mit

¥(u,0) = e "g(pu,0) =e (1 —|—/ et dv) =1,
0

die Randbedingung (5.8) erfiillt. Zudem gilt analog zum Beweis von (5.21)

pu+cAx o0 (/\l’)n pu+tcAz
lim e J(Azv)dv = lim e ) "= lim e o™ dv
z—oo Z—00 nln! z—o J,
n=0
o
Az)"
= lim e (— =1
200 Z n! ’
n=0
sowie
cA\x
u
lim e HuAT=Y 1 ((M_ + Am) v) dv = e~ rul1=1/0)
z—oo [ &

An der Reihendarstellung von J(x) erkennen wir schnell, dass lim, . e*J(z) = 0 gilt.
Somit erhalten wir

lim (u,2) =1 — le—uu(l—l/C) =1— ie—(u—k/ﬁ)u’

T—00 C Hﬁ
was nach (6.11) der Uberlebenswahrscheinlichkeit 1)(u) entspricht und somit die Rand-
bedingung (5.6) erfiillt.
3.) Zeigen wir zuletzt noch, dass die Erneuerungsgleichung (6.1) ebenfalls fiir unsere
Losung giiltig ist. Mit analogen Rechnungen zum Beweis von Satz 7.3, erhalten wir
insbesondere fiir alle u,x,h, s € Rog mit h,s <z

u+px

Clu,z,5) == / Dlut Bs —y,x — 5)fuly) dy

0

putcAx cA(z—s)
= / e ATV (N (2 — s)v) dv — / eTHumAates=s)—v g <(ﬂ + Ax) U> dv.
C
0 0
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Zudem gilt mit a(u, ) = pulz +cA?z? sowie b(u, x) := (puX+cA?z)(z — h) nach einigen
Umformungen sowie den Eigenschaften aus Satz 5.7

h putcix
Dy(u,z,h) = )\/ / e M J(AMx — s)v) dvds
0 0

pu+cAx

_ / e (' (wz) — Az — h)J ((z — h))) dv

0
pu+tcAz

= e_/\x_"“_c’\”"((](a(u, x)) — J(b(u,x))) + / G_M_U(J()\ﬂ)) — J(A(z = h)v)) dv.

0

Analog dazu erhalten wir ebenso

eA(z—s)
Dy(u,x,h) )\/h / e HuCAs—Az—y T ((M_CU + Aa:) v) dvds
ez ’ cA(z—h)
_ % / gmHu—Aa | ((% +z)v) dv— % / gmHuAa—Ach=v ] ((% +z)v) d
0 0

h
- A / e A=A T((u) + eA2x) (z — 5)) ds
0

cAzx cA(z—h)

:%/e-w—”-w((“—:+m dv—— / ¢ Hu—AT=Ach= ”J((““+Aa:) ) du
0

0

— e T (N (alu, w)) = Mz — h) ' (b(u, ).
Insgesamt ergibt sich somit

Dl(uv L, h) - DQ(ua €, h) = e_uu_(l—i_C)/\x(g(:uu + C)\.CL', )\ZE) - g(lLLu + C/\Jf, )\(33 - h)))

= w(u7 ‘1.) - E(u + Bh,l' - h’)ei)\ha

womit wegen foh Ae C(u,x,s)ds = Dy(u,z,h) — Dy(u, z, h) die Erneuerungsgleichung
(6.1) gezeigt ist.

Als letztes in diesem Abschnitt wollen wir uns noch einer erweiterten Form von Seals
Formeln widmen. Wir werden dazu die zweite Formel von Seal fiir den Fall von Vertei-
lungen ohne Dichte verallgemeinern. Dabei werden wir weiterhin F,(0) = 0 fordern, so
dass unsere Einzelschadensverteilung keinen Sprung an der Stelle 0 aufweist. Die erste
Formel von Seal bleibt dabei unverindert, da fiir diese nicht die Existenz einer Dichte
gefordert wurde.
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Wir stellen nun zunichst fest, dass die Gesamtschadensverteilung Fx, abzidhlbar vie-
le Spriinge aufweisen kann, welche den Sprungstellen aller n-fachen Faltungen von Fy,
entsprechen. Dies geht unweigerlich aus der Darstellung

Fx,(z) = e M+ Z %e"\tFm* () (7.21)
n=1

hervor. Wir erkennen zudem, dass die Sprungstelle nicht von der konkreten Wahl des

Parameters t abhingt. Dieser beeinflusst lediglich die Sprunghdhe. Der Sprung an der

Stelle 0 bleibt zudem unverdndert und hingt nicht von der Wahl der Einzelschadensver-

teilung Fy ab, weswegen wir ihn weiterhin gesondert betrachten. Fx, bleibt allerdings

f.i. differenzierbar und besitzt somit eine schwache Ableitung th. Zusammengefasst

konnen wir F, also alternativ schreiben als
FXt(x) = G_M + Z (FXt (ai> - FXt (ai_)) ]l[ai,oo)(x) + / th(y) dy (722)
i=1 0

Dabei fassen wir das hintere Integral als Lebesgue-Integral auf und (a;);en sei die Folge
aller Sprungstellen von F,. Wir werden zudem im Folgenden kurz

S@t = FXt(ai) — FXt (CLZ‘—), 7 < N (723)

schreiben.

Besitzt beispielsweise Fy; genau einen Sprung an der Stelle P € R, so besitzt fiir alle
n € N die n-fache Faltung von Fy genau einen Sprung an der Stelle nP. Somit gilt fiir
dieses Beispiel (a;)ieny = (nP)nen.

Fiihren wir weiterhin die so genannte Laplace-Stieltjes- Transformierte einer Verteilungs-
funktion Fp; ein. Diese ist definiert durch

(e o) = |

e dFy(u) = / e dFy(u), s€Rs. (7.24)
[0,00) 0

Da wir weiterhin Fy;(0) = 0 fordern, ist die Nutzung der Kurzschreibweise fiir Lebesgue-
Integrale gerechtfertigt.

Falls Fy; eine Dichte fi; besitzt, so erkennen wir, dass die Laplace-Stieltjes-Transformierte
von Fy; der Laplace-Transformierten von f; entspricht. Dies legt nahe, dass beide Trans-
formationen dhnliche Eigenschaften aufweisen, auf dessen genaue Beweisfithrung an die-
ser Stelle verzichtet wird. Unter anderem gilt jedoch die Faltungseigenschaft, aus der wir
mittels analogen Uberlegungen zum Beweis von Satz 7.1 die Gleichung

s~ LMULFU}(s)-1) _ BFXt(v)(S)a (7.25)

fiir den allgemeineren Fall fiir Verteilungsfunktionen Fy ohne Dichte erhalten.
Ebenfalls aus der Faltungseigenschaft erhalten wir die Gleichung

/0 ey /0 ’ O(u—y,z) dFy(y) du = ALy(s, ) {LFy} (s), (7.26)

womit wir nun in der Lage sind unsere verallgemeinerte zweite Formel von Seal anzuge-
ben und zu beweisen.
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Satz 7.4 (Seal-Allgemein). Sei X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Cha-
rakteristiken A\ und Fy, mit Fy(0) = 0. Dann besitzt Fx, fir alle t € Ryo fii. eine
Ableitung fx, und es gilt fir alle ,u € Ry

%( ) FX’I‘ u+ BZ‘ Z 1/) )S%% ﬂ-[u,u—&-ﬁx} (az)

iy /0 B0, 2 — y)fix, (u + By) dy. (7.27)

Dabei sei (a;)ien die Menge aller Sprungstellen von Fx, und S;; = Fx,(a;) — Fx,(a;—)
deren Sprunghdhe.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 7.1 (Seal). Wir weisen haupt-
séchlich auf die Unterschiede hin und berechnen diese. Die f.ii. Existenz der Ableitung
folgt dabei unweigerlich aus der Tatsache, dass Fx, eine Verteilungsfunktion ist.

Nach Satz 6.5 gilt f.ii. die Gleichung

0

— 0
B3 D0s2) = 5 00,) = N ) = A [ ) APy

Erneut multiplizieren wir diese, fiir beliebiges aber festes s € R, mit e** und integrieren
tiber (0,00). Wir erhalten dann zusétzlich wegen (7.26)

. — 8
3 <SLE(3, z) — 90, x)) — - Li(s.2) + ALg(s,2) {LF} (5) = 1) = 0.
Im Vergleich zu (7.5) hat sich also lediglich die Laplace-Transformierte gedndert und wur-

de durch die allgemeinere Laplace-Stieltjes-Transformierte ersetzt. Das selbe geschieht
also auch in unserer Lésung

Ly(s, ) = <31 _ / B0, y) B~ B HNLE} (&)= D)y dy) B AULEH(s) - 1)
0

Gleichung (7.25) liefert uns nun mittels Verschiebung den erster Term der Losung

s LeBstA{LF}H(s)- 1))z BFxl. (v+Bz) (5)

Des Weiteren erhalten wir mittels Darstellung (7.22) fiir alle ¢ € R analog zum Beweis
von Satz 7.1 (Seal)

Bryo(s) = [ "Fr)do
0

:/ e e M dv—l—ZSi,t/ e g, ,00) (V) dv

1 /OOO e (/0 Fx, () dy) dv
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=ste ™M L s K (t,8) + 5T 1fo (),
mit .
K(t,s) = SZSM/ e " Lig,,00)(v) dv.
i=1 0

Da alle a; positiv sind, kénnen wir dies umformen zu

K(t,s) = SZ Si,t/ e " 1q;,00) (V) d.
i=1 -

Somit erhalten wir erneut nach Verschiebung

B AALRN D = ot B (5) = N4 UKt 5) + By ().

Dies liefert uns nun fiir den zweiten Term der Losung

/ "0, ) BB N Ly ()= gy
0
_ / B0, — y) Bl Ery (=D g,
0
= [ 02 =iy [0 i K ) dy
0

[ 00,0 =18y, )

Den ersten und dritten Term haben wir bereits im Beweis des Satzes von Seal berechnet,
womit wir diese Ergebnisse erneut verwenden kénnen. Widmen wir uns also lediglich dem
zweiten Term, so erhalten wir mittels Satz von Fubini

/0 D0, 2 — )8V K (y, 5) dy

— Zs/ (0,2 —y)BS;, (/ efsv’eﬁsy]l[ai,oo)(v’) dv’) dy
0

i=1 —00
-3 / (0,2 — 43S, ( | o+ 00) dv) dy
— Z 3/ E(O, T — y)55i7y1[07x} (y) (/ e—svl[%m) (v) dv) dy
=S5 [ (R0 St g Les) ay) ao
EQQKM (/- Lo o) (1) L0

-y /OO o | 5 / B0, 2 = 9)SiyLjow(y) dy | dv
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$(0,2—y)Siy 10,21 (y) dy

aq

|

wobel wir

Sz y]l[O z] (y) dy

\8

fiir alle ¢+ € N gesetzt haben. Da d1e Integrationsgrenzen sowie die innere Funktion
des Integrals allesamt stetige, differenzierbare Funktionen beziiglich v sind, liefert die
Leibniz-Regel fiir Parameterintegrale fiir alle 1 € N

’ — a; — U a; —v
3 pr— - . A;—v ]]_ D — .
fz (U) ¢(07 X ﬂ )Sz’LT [071*]( 5 )
Da zudem fiir alle i €¢ N
0= [0 =5y e <o

0

sowie
filv) =0, v<a —pPx

gelten, erhalten wir mittels partieller Integration

5B (s) = / se= fy(v) dv — / e f1(v) dv = Bpyy(s).

—00 o0

Zusammengefasst gilt also

/0 D0, 2 — )8 VK (y, 5) dy

_ZSBfL(U ZBf

U:j>

s, 1w (8) = st; FO2=557)S, aiv 0w (M5 ()

B

oo 7 a;—v S).
Zi:l"/}(ovx_ B )Si’aigvﬂ[v,v+ﬁz](ai)( )

In (7.7) wird obiger Term also lediglich mit v = u subtrahiert. Zusétzlich wegen u € R
d (2.45) erhalten wir also

A A

E(u’x) (S) - BFXI (u+ﬁ:ﬂ)—2?i1 E(va_ aigu)si’%;u ﬂ[u u+pBx] al 18 fo 0 r— y)ny (u+ﬁy) dy( )

Nach Eindeutigkeitssatz der zweiseitigen Laplace Transformation (Satz 2.15) gilt somit
Gleichung (7.27) fast iiberall. Es reicht also zu zeigen, dass beider Seiten stetige Funk-
tionen sind. Wir haben dies bereits in Satz 6.4 fiir die linke Seite dieser Gleichung getan.
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Betrachten wir also nun die rechte Seite der Gleichung. Wir stellen zunéchst fest, dass
der letzte Term beziiglich u bzw. x eine stetige Funktion ist. Dies folgt unweigerlich aus
Satz 6.4 und der Tatsache, dass die schwache Ableitung einer Verteilungsfunktion fast
iiberall stetig ist.

Weiterhin gilt fiir alle i € N, wegen Xy = 0 und a; € R

Sio = Fx,(a;) — Fx,(a;—) =1—1=0,
womit sich Formel (7.27) umschreiben ldsst zu

1/}(u,(17) = wa(u—f-ﬁx) - ZE(OVI_

a; —Uu

=1 B
8 / D0, 2 — ) fx, (u+ By) d.
0

)5, aizu Luguet ) (02)

Sei nun x € R beliebig aber fest gewahlt und wéhlen wir u € R, so dass a;, = u+ fz
fiir ein i € N erfiillt ist (d.h. Fiy, besitzt einen Sprung an der Stelle u + $z). Dann gilt
mit ¢(0,0) = 1 sowie S;, , = Fx, (u+ fx) — Fx,(u+ fz—)

a; — U

FXI(U+6x) - ZE(OW?; - 3 )S@%ﬂ(u,u-ﬁ-ﬂz](ai)

a; — U
B

a; — U

- B

)S%% ﬂ(u,quﬁw) (az) - E(Ov O)Sio,x

)SL% ]l(u,quﬁz) (az)

Letzteres entspricht dem linksseitigen Grenzwert beziiglich u an der Stelle u + Sx. Da
zudem F, beziiglich ¢ eine stetige Funktion ist (siche Darstellung (7.1)), gilt gleiches fiir
Si+ beziiglich ¢t. Somit ist die rechte Seite unserer Gleichung (7.27) eine stetige Funktion
beziiglich u. Der Fall fiir festes v und variables  wird analog gezeigt.

Zusammengefasst ist unsere Gleichung iiberall erfiillt und die Aussage des Satzes wurde
bewiesen. O

Mithilfe von Satz 7.4 konnen wir nun feststellen, wie sich die Ruinwahrscheinlichkeit
nach Approximation der Einzelschadensverteilung verhalt.

Folgerung 7.5. Seien A\, 3, P € R.g und Fy eine Verteilungsfunktion mit Fy;(0) = 0
sowie Fy(P—) < Fy(P). Sei zudem Fy. fir ¢ € Rsg eine Verteilungsfunktion mit
Fy.(0) =0 und existenter Dichte fu.. Gelte weiterhin fir alle y € Rxg

lim Fy(y) = Fu(y).
e—0

79



Zuletzt seien X (t) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken A und
Fy sowie X (t) ein zus. Poisson-Prozess mit Charakteristiken X\ und Fy .. Dann gilt fir
alle u, z € R, fir die ein ig € N ezistiert mit igP € (u,u + fz]
lir%ae(u, z) > Y(u, ). (7.28)
e—

Hierbei bezeichnet ¥(u, x) die Ruinwahrscheinlichkeit beziiglich des Gesamtschadenspro-
zesses X (t) und ¥ (u, x) die Ruinwahrscheinlichkeit bzgl. X (t), jeweils mit Pramienrate

B.

Beweis. Da Fy; eine Verteilungsfunktion ist, existiert f.ii. die Ableitungen fi. Da zudem
Fy . fiir alle € € Ry eine Dichte f; . besitzt, gilt fiir fast alle y € R

lim fue(y) = fu(y).

€E—

Somit ldsst sich rekursiv zeigen, dass auch fiir alle n € N die n-fache Faltung von Fy,
gegen die n-fache Faltung von Fy; konvergiert. Daraus folgt fiir alle x,t € R

. 1 —\t & ()‘t)n — At ok
11_1)% FXEt($> - 11_1)% (6 + Zl Te FU,E('ZU))

womit ebenfalls die Gesamtschadensverteilungen (und somit auch ihre f.ii. existenten
Ableitungen fx_, und fx,) gegeneinander konvergieren. Dies liefert mittels (7.2) sowie
dem Satz der majorisierten Konvergenz fiir alle z € R+

_ g
lim ¢€(07 ‘T) = lim — / FXet (y) dy
e—0

Wegen (0, z — y)fxey(u + By) < 1 gilt nun nach Satz 7.1, zusétzlich mit dem Satz der
majorisierten Konvergenz,

iy 3, (u,7) = lig P, (u+ 62) = 8 [ 0,002 = ) (u+ 5 dy
0

e—0

= F(u+po) =5 “B0,2 — ), (u+ By) dy.
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Aus der Bedingung Fy(P—) < Fy(P) folgt nun nach unseren Vorbetrachtungen, dass
(1P)ien C (a;)qen erfiillt ist. Existiert also ein ig € N mit igP € (u,u + px] so gilt

womit die Behauptung bewiesen ist. O]

Anmerkung: Wir stellen also insbesondere fest, dass die Existenz einer Einzelscha-
densdichte eine notwendige Bedingung zur Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit in
endlicher Zeit mittels Seals Formeln darstellt. Berechnungen der Uberlebenswahrschein-
lichkeit via Formel (7.3) fithren also selbst bei Approximation der Verteilung zu einer
Vergroferung des Ergebnisses, falls die Gesamtschadensverteilung Spriinge im Bereich
(u,u + pzx] aufweist. Insbesondere wird damit die falsch errechnete bzw. approximierte
Ruinwahrscheinlichkeit kleiner als das tatsichliche Ergebnis. Wir werden zudem spéter
bemerken, dass selbst grundlegende Riickversicherungsverfahren die Einzelschadensver-
teilung soweit modifizieren konnen, dass sie hinterher Spriinge besitzen. Somit sind die
vorangegangenen Uberlegungen sinnvoll und wir werden sie spéter erneut aufgreifen.

Da wir nun alle grundlegenden Formeln und Eigenschaften der Ruinwahrscheinlichkeit
betrachtet haben und diese ebenfalls am Beispiel von exponentialverteilten Schiden
nachweisen konnten, werden wir uns ab dem néchsten Kapitel mit Anwendungen von
Seals Formel beschéftigen.
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8. Die Roulette-Aufgabe

Wir wollen uns ab diesem Kapitel mit dem Bereich der Riickversicherungen befassen
und einige Berechnungen diesbeziiglich anstellen. Dazu werden sich Seals Formeln als
hilfreiches Werkzeug erweisen. Es kann, z.B. aufgrund von Naturkatastrophen, dazu
kommen, dass eine Versicherung schnell an die Grenzen ihrer Kapazitat gelangt. Um
dieses Risiko einzuddmmen, bedienen sich Versicherungen oft an Riickversicherungen.
Diese versichern somit die Versicherung und werden deshalb auch als ,Versicherung der
Versicherung® bezeichnet. Die Idee der Riickversicherung stammt, genauso wie die der
Versicherung, aus der Seefahrt. Mit dem Beginn und der Zunahme selbiger, wuchs das
Interesse der Handler daran, dass ihre Ladung unversehrt ihr Ziel erreicht. Da dies, u.a.
aufgrund von Piraterie und Unwetter, nicht stets gewéihrleistet werden konnte, begannen
die Héandler, sich gegen die Ausfallrisiken zu versichern. Dazu wurde im Jahre 1370 in
Genua der erste Vertrag abgeschlossen, der Merkmale einer Riickversicherung enthielt.
Wir beginnen nun zunéchst mit einer Motivationsrechnung, welche die Notwendigkeit
von Riickversicherungen mathematisch begriindet.

Wir befassen uns mit einer einfachen Roulette-Aufgabe und betrachten dazu diskrete
Schiden am Ende einer Periode. Im Gegensatz zum stetigen Fall, treten somit Schiden
lediglich zu den Zeitpunkten ¢, = n fiir n € N ein. Um dies auszugleichen, stehen dem
Versicherer seine freie Reserve u € R, sowie eine diskrete Primie ¢ € Ry, welche
ebenfalls am Ende einer Periode ausgezahlt wird, zur Verfiigung. Zudem werden wir
nichtnegative Schiaden U; zulassen. Viele Aussagen aus Kapitel 5 lassen sich auch fiir
den Fall diskreter Schiden in analoger Weise zeigen. Dabei gilt z.B. fiir unsere Uberle-
benswahrscheinlichkeit 1 (u) die Gleichung

¥(u) :P<ﬂ{u+nc—iUi20}>.

neN

In unserem Motivationsbeispiel, der Roulette-Aufgabe, werden unsere Schiden eine Zwei-
Punkt-Verteilung besitzen. Sei dazu M € N, p € [0,1] mit M > 2 und p < 1/M, so gilt
fiir alle x € R

Fy(z) = (1 = p)Ljoco) () + plipreo) (2), (8.1)

wobei 1 erneut die Indikatorfunktion bezeichnet. Wahlen wir fiir unsere diskrete Pramie
c=1, so gilt

EU=Mp<1=c,
welches die analoge Bedingung zur Bedingung von Satz 5.5, fiir den Fall von diskreten
Schiden und diskreter Pramie darstellt.

Berechnen wir nun fiir unser Beispiel die diskrete Uberlebenswahrscheinlichkeit t(u).

Wir merken dazu noch an, dass sich unsere Erneuerungsgleichung (6.4) im diskreten
Fall zu

u+c
Pu) = / D+ c— ) dFy(y) (5.2)

82



vereinfachen ldsst. Alternativ kann der Beweis von (8.2) auch in |7] nachgelesen werden.
Aufserdem bezeichne U, fiir n € N die diskrete Gleichverteilung auf der Menge {1,...,n},
d.h. es gilt fiir alle j =1,...,n

U({71) = - bow. Un () = Y (i) = 2.

Offensichtlich ist zudem U, (u) = U, (|u]) fiir alle u € R erfiillt, wobei |u] den ganz-
zahligen Anteil von u angibt. Somit erhalten wir die erzeugende Funktion von U, mit

ey, () = %Zsk, s €1[0,1]. (8.3)
k=1

Satz 8.1. Seien M € N,p € [0,1] mit M > 2 sowie p < 1/M und ¢ = 1. Dann gilt mit
Fy=(1=p)1p00) + Plins,ec) fiir alle u € Rxg

Bu) =1(0)> " [1—0(0)]" Upy_y (u). (8.4)
Dabes ist (M 0
— p J—
P(0)=1- 1o, (8.5)

und U bezeichnel die j-fache Fallung von U,.

Beweis. Dadie Summe )7 | U; auf {0, M,2M ... ,nM} C Ny konzentriert ist und ¢ = 1

gilt, erkennen wir leicht, dass 1 (u) fiir alle k € Ny auf [k, k + 1) konstant ist. Es geniigt

also
ap = (k), k€N (8.6)

zu bestimmen. Aufgrund entsprechender Eigenschaften der Uberlebenswahrscheinlich-
keit ist (ax)ren, €ine monoton wachsende und beschriankte Folge. Unsere diskrete Er-
neuerungsgleichung (8.2) liefert dann fiir alle £ € Ny

ar = (1 = p)ar "’pak:-i-l—Mﬂ[Mfl,oo)(k)-

Dies konnen wir fiir s € [0,1] mit s* multiplizieren und anschliefend iiber alle k& € Ny
summieren und erhalten mit der Definition e,(s) := Y2, axs” der erzeugenden Funktion
einer monoton wachsenden, beschriankten Folge

eu(s) = - P euls) — a0) + s eals)

Dies ldsst sich nach einigen Schritten umstellen zu

Qo
(1 —5s)eq(s) = 7 .
1= p(lfpl)euMA (S)
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Somit existiert aufgrund von ey, (1) =1 der Grenzwert

. ap
SEI}}Q(]. — S)ea(S) = W (88)
1-p

Zudem erhalten wir direkt aus der Definition der erzeugenden Funktion die Gleichung
(1 —s)eq(s —a0+2ak—ak1 . (8.9)

Wie bereits angemerkt, gilt wegen FU < ¢ Satz 5.5 analog fiir den diskreten Fall und
liefert uns

1= lim (u) = kh_>m ar = ag + Z(ak — ag_1).

u—00
k=1

Somit erhalten wir mit dem Abelschen Grenzwertsatz zusitzlich nach (8.8)

00 ' a
b= a0+ 3 (o — o) = Jlim (1= s)ea(s) = -y
- S

womit nach (8.6) Formel (8.5) erfiillt ist. Dies liefert uns nun nach (8.7)

[e.e]

= ag Z(l — CLo)n [eMM—l(S)]n ’

1- (1 - aO)eUM—l(S) n—0

Qo

(1 —s)ea(s) =

wodurch uns Koeffizientenvergleich wegen (8.9) und

6UM 1 Z 1 {k} , ne NO;

die Gleichung

ag — ax—1 = ag » (1 —ao)"Us;_({k}) (8.10)

fiir alle £ € N liefert. Die explizite Losung einer Rekursion
be — by = f(k), k€ Nmit f(0) =

léisst sich durch einfache Induktion bestimmen und lautet by = 3% | £(4). Somit liefert
uns (8.10)

ar =ag ) (1 —ag)" Zuﬁq({i}) =ag ) (1 —ao)"Us;_, (k).

womit wegen (8.6) Gleichung (8.4) gezeigt wurde. O
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Wir betrachten nun zwei Roulette-Spieler mit unterschiedlichen Taktiken und wollen
fiir diese die Ruinwahrscheinlichkeit des Casinos berechnen. Beide Spieler bendtigen pro
Spiel einen Einsatz ¢ = 1. Wir gehen davon aus, dass beide zudem iiber geniigend
Kapital verfiigen. Spieler A wird stets auf eine Farbe setzen. Die Verlustchancen des
Casinos sind mit py = 18/37 relativ hoch, der potentielle Verlust M, = 2 hingegen
niedrig. Spieler B wird im Gegenzug dazu stets auf eine Zahl setzen und somit das
Casino mit pp = 1/37 und Mp = 36 vor die entgegengesetzten Situation stellen. Wir
stellen fest, dass in beiden Féllen, mit FUs = EUp = 36/37 < 1 = ¢, der erwartete
Verlust des Casinos pro Runde gleich hoch ist. Somit ist unsere Modellannahme zuléssig
und wir konnen die Ruinwahrscheinlichkeit des Casinos berechnen. Dabei bezeichnen
a(u) (bzw. ¥p(u)) die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten, falls Spieler A (bzw. B)
sunendlich lange* spielen und dem Casino eine freie Reserve u € R>q zur Verfiigung
steht.

Satz 8.2. Unter allen Annahmen des obigen Absatzes gilt fir alle uw € R>q
Ya(u) < Pp(u). (8.11)

Beweis. Es reicht erneut die Aussage fiir |u] =: k € Ny zu zeigen. Wegen

1= Zw "und ¥(k) =1 - ¥(k),

n=0

erhalten wir nach Satz 8.1
(k) = Zw "1 =Uz (k) (8.12)

fiir die Ruinwahrscheinlichkeit bei einer Zwei-Punkt-Schadensverteilung. Hierbei gilt zu-
dem

p(M —1)
0) = ——=. 8.13
¥(0) - (8.13)
Wir erhalten somit insbesondere fiir unsere Spieler mit py = 18/37, M4 = 2 sowie

pp = 1/37, My = 36
18 35
14(0) = o~ 0.947 und 1 5(0) = 35~ 0.972,
womit der Fall u = 0 gezeigt ist.
Da fiir alle k& € Ny die Beziehung U, (k) = 11 «)(k) nach Definition der diskreten Gleich-

verteilung erfiillt ist, erhalten wir insbesondere fiir alle n € Ny

0, wenn k < n,

1, wenn k& > n.

U (k) = Lin,c0) (k) = {
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Somit gilt nach (8.12),
Ya(k) = (1—va(0 Z ¥a(0)" = (¥4 (0))"*. (8.14)
n=k+1

Da U35 nur natiirliche Werte grofier oder gleich eins annimmt, erhalten wir fiir alle n € Ny

WU (k) =0, k<n.

Somit gilt
¥p(k) = (1 —¢5(0)) (Zw O)" (1 =Ugs (k) + > w3<0>">
= (1=¢5(0) > vs(0)"(1 = Ugs (k) + (¥(0)*, (8.15)

womit sich mittels (8.14),

k

Yp(k) — a(k) = (1—5(0)) Y ¢p(0)"(1 — Uzt (k) + (5(0)) " — (a(0))

n=0

ergibt. Da 2**! eine streng monoton wachsende Funktion ist und ¥ g(0)"(1 —Ux (k)) > 0
fiir alle n = 0,...k gilt, folgt ¥p(k) — ¥a(k) > 0, womit die Behauptung bewiesen
wurde. ]

Anhand dieser Rechnung erahnen wir, dass fiir ein Casino grofe Schiden mit geringer
Wahrscheinlichkeit gefdhrlicher sind, als kleine Schiaden mit grofer Wahrscheinlichkeit.
Um dies weiter zu untermauern wurden in Tabelle 8.1. weitere Daten gesammelt. Zur
Ermittlung dieser, wurde ein kleines Programm geschrieben (siehe Quelltext A.1), wel-
ches auf den Berechnungen aus Satz 8.1 beruht.

Es wurde dabei stets der Fall EU = Mp = 36/37 < 1 = ¢ betrachtet, womit sich p
unweigerlich aus M berechnen ldsst und somit 1(0) in (8.13) nur von M abhingig ist.
Anstatt lediglich die Wettmoglichkeiten M = 2 (Rouge) und M = 36 (Plein) auszuwer-
ten, konnten somit auch Werte fiir die Félle M = 3 (Douzaines), M = 6 (Transversale
Simple), M = 9 (Carr¢), M = 12 (Les trois premiers), M = 18 (Cheval) sowie, der
Vollstdndigkeit halber, M = 4, berechnet werden.
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Tabelle 8.1.

Ruinwahrscheinlichkeit des Casinos bei konstantem Schadenserwartungswert

M 2 3 4 6 9 12 18 36
P 0,4865 0,3243 0,2432 0,1622 0,1081 0,0811 0,0541 0,0270
Var(U) 1,00 1,97 2,95 4,89 7,81 10,73 16,57 34,08
u M=2 M=3 M=4 M=6 M=9 M=12 M=18 M =36
0 0,94737 0,96000 0,96429 0,96774 0,96970 0,97059 0,97143 0,97222
10 0,55171 0,73511 0,80939 0,87410 0,91310 0,93149 0,95020 0,96347
20 0,32129 0,56031 0,67517 0,78410 0,85310 0,88636 0,91866 0,95195
30 0,18711 0,42707 0,56322 0,70319 0,79689 0,84355 0,89001 0,93681
40 0,10896 0,32552 0,46983 0,63064 0,74442 0,80278 0,86197 0,92119
50 0,06345 0,24811 0,39193 0,56556 0,69541 0,76397 0,83470 0,90768
60 0,03695 0,18912 0,32695 0,50721 0,64962 0,72704 0,80837 0,89347
70 0,02152 0,14415 0,27274 0,45487 0,60685 0,69189 0,78285 0,87948
80 0,01253 0,10987 0,22752 0,40794 0,56689 0,65845 0,75814 0,86605
90 0,00730 0,08374 0,18979 0,36584 0,52956 0,62661 0,73422 0,85262
100 0,00425 0,06383 0,15832 0,32810 0,49470 0,59632 0,71104 0,83941
1
Nk
09
08
07
*M=2
06 ¥M=3
A M=4
=
S 05 M=6
2 +M=9
HM=12
04
X M=18
&\ =36
03
02
01
0
10 20 30 40 50 60 70 80 9% 100

Anhand von Grafik 8.1. erkennen wir, dass ¢(u) bei konstantem M eine monoton fal-
lende Funktion beziiglich v ist, genauso wie es sein sollte. Mit steigendem M fallen die
Funktionen allerdings immer schwécher. Wahrend sich im Fall M = 2 die Ruinwahr-
scheinlichkeit mit freier Reserve 0 zur freien Reserve 100 um 99,6% reduziert (von 94,7%

Grafik 8.1. - diskrete Ruinwahrscheinlichkeit der Roulette-Aufgabe

auf 0,4%), fallt sie im Fall M = 36 lediglich um 13,7% (von 97,2% auf 83,9%).
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Dies ist intuitiv nachvollziehbar, wenn man die Wahrscheinlichkeit des kiirzest mogli-
chen Ruins des Casinos ermittelt. Um im Fall M = 36 bei einem Startkapital von 100
bankrott zu gehen, sind lediglich drei direkte Folgeschdden von Néten. Die Wahrschein-
lichkeit dazu betrigt (1/37)% &~ 2x107°. Im Gegensatz dazu sind fiir M = 2 bei gleichem
Startkapital 101 direkte Folgeschiden notig um schnellst méglichen Ruin zu erreichen.
Mit (18/37)1 ~ 2.5 % 10732 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir also signifikant geringer.
Insbesondere ist ¢ (u) monoton steigend beziiglich M, bei konstantem w.

Es ist somit sinnvoll, Schiden in gewisser Form riickzuversichern. Wir werden uns nun
im néichsten Kapitel damit beschéftigen die Art der Riickversicherung so zu bestimmen,
dass unsere endliche Ruinwahrscheinlichkeit minimiert wird.
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9. Riickversicherung

Wir haben bereits festgestellt, dass Riickversicherungen ein wichtiges Werkzeug zur Ver-
ringerung des Risikos eines Versicherers darstellen. Deshalb werden wir uns in diesem
letzten Kapitel damit befassen, wie wir die Art der Riickversicherung zu wéhlen ha-
ben, um die Risiken der Versicherung zu optimieren. Wir werden uns in dieser Arbeit
ausschlieflich mit Riickversicherungen befassen, welche auf die Einzelschiden wirken,
anstatt auf unseren Gesamtschaden. Jede Riickversicherung wird somit vor allem unse-
re Einzelschadenshohen modifizieren, sowie, als Ausgleich fiir den Riickversicherer, die
Pramienrate.

Wir setzen dabei stets voraus, dass die Riickversicherung die Einzelschdden nicht vergro-
fsert, d.h. dass anstatt einem Schaden wu stets ein modifizierter Schaden ug mit 0 < ugp < u
entsteht. Als letzte allgemeine Voraussetzung nehmen wir an, dass die Pramienrate fiir
die Riickversicherung kontinuierlich bezahlbar ist und der Riickversicherer im Schadens-
fall stets ohne Verzogerung seinen Anteil zahlt.

Der zugrundeliegende Schadensprozess wird dabei, genau wie in unserem Ruinmodell,
ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Charakteristiken A und Fy sein. Als Opti-
mierungskriterium werden wir unsere endliche Ruinwahrscheinlichkeit betrachten und
versuchen diese bis zu einem festen Zeitpunkt x zu minimieren. Dabei ermoglichen wir
es dem Versicherer die Art bzw. Hohe der Riickversicherung zu Beginn jeder Zeitperiode
zu dndern. Somit hidngt unsere optimale Strategie am Anfang jeder Zeiteinheit vom zur
Verfiigung stehenden Kapital des Versicherers, sowie der Restzeit bis zum Zeitpunkt x
ab. Mathematisch bedeutet dies, dass wir ein diskretes, stochastisches Kontrollproblem
behandeln, obwohl unser zugrundeliegende Uberschussprozess ein stetiger Prozess ist.
Zuletzt werden wir in diesem Kapitel einige Naherungsverfahren zur Berechnung der
optimalen Strategie betrachten. Beginnen wir nun zunéchst mit einigen grundlegenden
Wiederholungen, bevor wir uns einigen Beispielen fiir Riickversicherungen widmen.

Wie bereits angemerkt betrachten wir als Schadensprozess erneut einen zusammenge-
setzten Poisson-Prozess X (¢) mit Charakteristiken A und Fy. Dabei besitze die Vertei-
lungsfunktion Fy; eine Dichte und es gelte wie immer F;(0) = 0. Ebenso stehen dem
Versicherer zunéchst eine freie Reserve u sowie eine konstante Pramienrate 8 zur Verfii-
gung. Letztere erfiille erneut die Bedingung

8> E(X,) = AE(D). (9.1)

Wir erinnern an dieser Stelle zudem an die Definitionen

N(t)
R(t) =u+pt—X(t) =u+pt—> U,

i=1

sowie

N()
S(t):=> Ui—fBt=u—R(1)
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des Risikoreserve - bzw. Schadensiiberschussprozesses.

Wir werden ab sofort unsere Zeiteinheiten als Jahre betrachten, womit die Anderung
der Riickversicherungsstrategie jéhrlich erfolgen kann. Soll dies monatlich oder inner-
halb eines anderen Zeitintervalls geschehen, so miissen in allen folgenden Berechnungen
lediglich 5, A und =z fiir die neue Zeitperiode nach Folgerung 7.2 modifiziert werden.

Wir widmen uns nun zwei gingigen Riickversicherungsstrategien und werden fiir diese ei-
nige Berechnungen anstellen. Man unterscheidet Riickversicherungsvertrage hauptséch-
lich in proportionale - und nichtproportionale Riickversicherungen. Bei der ersten Form
werden die Prédmie sowie Einzelschidden zu einem gewissen Satz vom Riickversicherer
iibernommen, wahrend bei der nichtproportionalen Riickversicherung lediglich Schaden
ab einer gewissen Hohe vom Riickversicherer iibernommen werden. Wir werden nun fiir
beide Fille je eine spezielle Vertragsform néher betrachten.

Mit 6§ werden wir deshalb im Folgenden eine Riickversicherungsstrategie bezeichnen. Wie
bereits angemerkt wirkt sich diese stets auf die Pramienrate sowie die Verteilung (und
somit auch auf die Dichte) der Einzelschidden aus. Wir nennen deshalb 3y die Primie des
Versicherers nach Riickversicherung und die Zufallsvariable Uy die Finzelschadenshdhe
des Versicherers nach Rickversicherung.

Fiir die Wahl der Primienrate nach Riickversicherung stehen erneut vielerlei Methoden
zur Verfiigung, wir werden deshalb im Folgenden lediglich die Netto-Gewinn-Bedingung

ﬁg > E(XQJ) = )\]E(Ug) (92)

voraussetzen.
Wir beginnen nun mit der einfachsten Form proportionaler Riickversicherungen und
erinnern erneut daran, dass wir lediglich positive Schiden zulassen.

Satz 9.1 (Quotenriickversicherung). Sei Fy; eine Verteilungsfunktion mit Dichte fy
und Fy;(0) =0 und q € (0,1]. Dann bezeichnen wir die Riickversicherungsstrategie 0 als
Quotenriickversicherung (QRV) mit Quote g, falls

Ug :=qU (9.3)
und somit

Fu, () = Fy (g) ., 2 €Rsg (9.4)

gilt.
Sei nun 0 eine QRV mit Quote q¢ € (0,1], so ist Fy, eine Verteilungsfunktion mit
Fu,(0) = 0 und sie besitzt iiberall die Dichte

1 x
fo,(@) = —fu (_> , T €Rsg (9.5)
q q
sowte die momenterzeugende Funktion
st
My, (s) = My(gs), s¢€ (—oo7 f) : (9.6)
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Falls si; > 0 gilt, existieren alle Momente von Fy g und es folgt insbesondere

E(Uy) = qB(U) (9.7
sowie
Var(Uyp) = ¢*Var(U). (9.8)
Es gilt dann weiterhin
E(Uy) < E(U) sowie Var(Uy) < Var(U). (9.9)

Beweis. Sei 6 eine QRV mit Quote ¢ € (0, 1]. Nach Voraussetzung gilt F;(0) = 0 womit
nach (9.4) direkt Fy,(0) = 0 folgt.
Da [y ebenfalls nach Voraussetzung eine Dichte fi; besitzt liefert (9.4) erneut fiir alle

e Ry .
fu(@) = FY () = Fy (5) -5 (5> |

womit die Existenz der Dichte sowie (9.5) gezeigt wurden.
Die Formel fiir die momenterzeugende Funktion sowie der Momente folgt unweigerlich
aus (9.3).
Wegen ¢ € (0,1] erkennen wir aus (9.7) bzw. (9.8), dass eine Quotenriickversicherung
sowohl den Erwartungswert, als auch die Varianz verringert, womit (9.9) gilt.

[

Anmerkung: 1.) Der Versicherer zahlt bei einer Quotenriickversicherung also ledig-
lich einen quotiellen Anteil ¢ aller Schiaden. Den restlichen Teil der Schiden {ibernimmt
die Riickversicherung. Die Vorteile einer solchen Strategie liegen vor allem im geringen
Verwaltungsaufwand sowie der Erh6hung der Solvabilititslage des Versicherers. Dies be-
deutet, dass er mit gleicher freien Reserve mehr Schiaden abdecken und somit auch mehr
Versicherungen verkaufen kann. Im Gegenzug handelt es sich im Allgemeinen allerdings
um eine recht teure Riickversicherung, da die Pramie ebenfalls quotiell geteilt wird.

2.) Den Fall des fronting’s (¢ = 0), bei dem der Erstversicherer das volle Risiko an die
Riickversicherung weiterleitet, werden wir an dieser Stelle nicht betrachten. Aus mathe-
matischer Sicht folgt in diesem Fall trivialerweise ¢ (u, x) = 0 fiir alle u, 2 € R fiir den
Erstversicherer.

3.) Wir erkennen somit, dass unsere fiir die Formel von Seal benétigten Bedingungen
nach einer Quotenriickversicherung erhalten bleiben. Zudem folgt aus (9.3) die Darstel-
lung

Fx,,(x) = Fx, (g) , =€ Ry (9.10)

fiir die Verteilungsfunktion des Gesamtschadens X,y = vaztl Us.

Betrachten wir nun die gingigste Form der nichtproportionalen Riickversicherungen.

91



Satz 9.2 (Schadenexzedentenriickversicherung). Sei Fy eine Verteilungsfunktion mit
Dichte fy und Fi;(0) =0 und H, P € Rog. Dann bezeichnen wir die Rickversicherungs-
strategie 6 als Schadenexzedentenriickversicherung (XL - aus engl. excess of loss*) mit
Prioritat P und Haftstrecke H, falls

U, wenn U < P
Up := min(U, P) + max(U — (P + H),0) =< P, wenn P <U <P+ H (9.11)
U—-—H, wennU>P+H

erfillt ist. Somit erhalten wir die Verteilungsfunktion von Uy mit

Fu () Fy(x), wenn x < P 0.12)
T) = :
v Fy(x+ H), wennzx > P.

Sei nun 0 eine XL mit Prioritdt P € Ry und Haftstrecke H € Ry, so ist Fy, eine
Verteilungsfunktion mit Fi;,(0) = 0 und ist f.4. differenzierbar mit

- fu(z), wenn © < P
F] = = 9.13
() = fn () { e (9.13)
Falls s, > 0 gilt, existieren alle Momente von Fiyg und es folgt insbesondere
P+H
EG@):HHU)—l/ Fo(z)da (9.14)
P
sowie
P+H P+H 2
Vm(UwzzvamU)+2Eaf%/ FU@ﬂdx—-</‘ FU@»dx)
o P
P+H o o
- 2/ rFy(z)de —2H Fy(z)dx. (9.15)
P P+H
Es gilt dann weiterhin
E(Up) < E(U) sowie Var(Uy) < Var(U). (9.16)

Beweis. Sei 6 eine XL mit Prioritit P € R.y und Haftstrecke H € R.y. Zeigen wir
zundchst die Verteilungsfunktion von Uy. Sei dazu x € R, dann gilt nach Definition
(9.11)

Fu,(2) = P(Uy < 2,U < P) + P(Uy <2, P <U < P+ H) + P(Us < 2,U > P+ H)
—PU<a,U<P)+P(P<ae,P<U<P+H) +PU-H<z,U>P+H)
= Fy(x)Lj,py(x) + Fu(P)Lipey(z) + (Fu(P + H) — Fy(P)) Lipeoy(2)

+ (Fy(z+ H) = Fy(P+ H)) Lipeo) (2)
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= Fy(2)lp,p)(z) + Fu(z + H)Lipo) (1),

Somit wurde (9.12) gezeigt.

Nach Voraussetzung gilt F;(0) = 0, womit nach (9.12) nun direkt Fy,(0) = 0 wegen
P > 0 folgt.

Da Fy; ebenfalls nach Voraussetzung eine Dichte fi; besitzt, liefert (9.12) die Gleichung
(9.13) durch direktes Nachrechnen.

Mithilfe der allgemeinen Formel

EX" = n/ " 'Fx(z)dr, neN (9.17)
0

fiir die Momente einer nichtnegativen Zufallsvariable X > 0 mit Schwanzfunktion Fx
liefert die Existenz der Momente von U, aufgrund der Abschétzung

FUQ(ZE) S FU(ZB), reR

nach (9.12) sowie der Monotonie von F,, die Existenz der Momente von Uy. Wir erhalten
somit insbesondere mittels (9.17)

]E(Ug):/OOOFUQ(:c)d:c:/OPFU(x)d:c—k/OOFU(:U—FH)dx

P

/OPFU(SE) dz + /OO Fy(z)de =E(U) — /PJFHFU(x) dz

P+H P

sowie

E(U}) = 2/0Oo vFy,(z)dr = 2/0 vFy(r)dr + Q/PO:H(x — H)Fy(z)dx

P+H o0 .
:E(UQ)—Q/ rFy(z)de —2 HFy(z)dx
P P+H
P+H 00

— Var(U) + (E(U))? — 2 / o) de—20 | Fu(x)de.
P P+H
Somit folgen (9.14) und (9.15) zusétzlich nach der Definition der Varianz.
Wir erkennen an (9.14) und der Nichtnegativitit des auftretenden Integrals sofort, dass
der Erwartungswert fiir beliebiges P € R und H € R+ kleiner wird. Es reicht also zu
zeigen, dass dies ebenfalls fiir die Varianz zutrifft. Sei dazu nun P € R beliebig aber
fest gewahlt, so definieren wir fiir alle H € R

2(P, H) = 2E(U) / T ) i < / W) dx)Q

P

P+H . oo
—2/ rFy(x)de — 2H Fy(x)de.
P P+H
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Wir erkennen sofort, dass Z(P,0) = 0 gilt. Partielle Ableitung nach H liefert

9 . o P+H
5 2 (P H) = 2E(U)Fy(P + H) = 2F(P + H) (/P Fy(z) dx)
—2(P+H)Fy(P+ H) — 2/00 Fy(z)de +2HF(P + H)

— 9F (P + H) {E(U)—/HHFU(x)dx—P} —2/00 Fo()dz

P P+H

_9F (P + H) UOPFU(;U)dH/OO FU(x)dx—P] _2/00 Foy(a) de.

P+H P+H

Wegen Fy(P+ H) > 0 und Fy(z) <1 fiir alle z € R erhalten wir somit

a%Z(P, H) < 2Fy(P+ H) |:P‘|‘/PO:HFU($) dx—P} - Z/J:HFU(QS) dz
= —2(1-Fy(P+H)) /:HFU(Q:) dr <0.

Da dies fiir alle H € R+ gilt, ist Z(P, H) monoton fallend mit Startwert 0 und somit
gilt

Z(P7H)§07 P€R>U7HER>07
womit (9.15) die Verringerung der Varianz und damit (9.16) liefert. Der Fall H = oo
lasst sich analog mit

Z(P) = 2E(U) /POOFU(@ dz — </POOFU(;C) dx) - 2/:0 +Fy(x) dz
wegen Z(0) = —Var(U) <0, limp_,o, Z(P) =0 und Z'(P) > 0 zeigen.
]

Anmerkung: 1.) Der Versicherer zahlt bei einer Schadenexzedentenriickversicherung
somit alle Schéden bis zur Prioritdtsgrenze vollstdndig. Ab dieser iibernimmt der Riick-
versicherer alle {iberschiissigen Schiden bis zu einer von ihm festgelegten Haftstrecke.
Ubersteigen die Schiden die Summe von Prioritit und Haftstrecke, so trigt erneut der
Erstversicherer die Uberschiisse, so dass der maximal zu zahlende Betrag des Riickver-
sicherers durch die Haftstrecke begrenzt ist. Solche Riickversicherungen eignen sich also
bestens zum Schutz vor einzelnen Grofschiden und sind meist billiger als entsprechen-
de Quotenriickversicherungen. Sie sind allerdings mit einem grofserem Arbeitsaufwand
verbunden, da alle einzelnen Schiden gepriift werden miissen.

2.) Wir werden im Folgenden ebenfalls H = oo zulassen, was zur Folge hat, dass der
Riickversicherer alle Schiden ab Prioritdt P iibernimmt und die Einzelschiden des Erst-
versicherers somit auf P beschrinkt sind. Wir fiihren deshalb noch die Kurzschreibwei-
se
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fiir die abgeschlossene Menge der positiven reellen Zahlen ein. Gelte nun zusétzlich zu
H = oo noch P = 0, so gelangen wir erneut zum Fall des fronting’s, welcher in der
Anmerkung zur Quotenriickversicherung bereits betrachtet wurde. Fiir die Fille H = 0
bzw. P — oo liegt offensichtlich keinerlei Riickversicherung vor und der Schadensprozess
bleibt unverédndert.

3.) Im Gegensatz zur Quotenriickversicherung ist es nicht moglich eine einfache ge-
schlossene Form fiir die Verteilungsfunktion des Gesamtschadens nach Riickversicherung
anzugeben, was in den meisten Féllen lediglich eine numerische Berechnung bzw. Appro-
ximation zuldsst. Zudem existiert aufgrund des Sprunges der Verteilungsfunktion nach
XL an der Stelle P unsere Einzelschadensdichte nach Riickversicherung lediglich fast
iberall. Dies hat zur Folge, dass nicht alle Bedingungen von Seals Formeln erfiillt sind
und wir auf den Fall fiir Verteilungen ohne Dichten ausweichen miissen.

Als letzte vorbereitende Mafnahme werden wir nun noch unsere beiden Riickversiche-
rungsstrategien am Beispiel von exponentialverteilten Einzelschdden begutachten. Wir
fassen dazu lediglich die Momente nach den jeweiligen Riickversicherungen zusammen,
da wir diese spéter fiir weitere Approximationen benétigen werden und beschrinken uns
zudem auf den Fall H = oo fiir unsere Schadenexzedentenriickversicherung.

Satz 9.3. Seien U ~ Exp(u) mit u € Ryg sowie 6, eine QRV mit Quote ¢ € (0,1]
sowie Oy eine XL mit Prioritdt P € Ry und Haftstrecke H = oo. Dann existieren alle
Momente von Uy, sowie Uy, und es gilt insbesondere

2
E(Uy,) = 9 sowie Var(Uy,) = q_2 (9.18)
T 7
und
1 —uP 4 1 —ouP) _ 2 up
E(Us,) = — [1 — e "] sowie Var(Up,) = — [1 —e "] — =Pe """ (9.19)
p u u

Beweis. Fiir die QRV ergeben sich die Momente direkt aus (2.57) bzw. (2.58) und (9.7)
bzw. (9.8).
Analog erhalten wir die Momente der XL ebenfalls aus (2.57) bzw. (2.58) mittels (9.14)

bzw. (9.15) und zusétzlich
* 1
/ e M dy = —e P

P H
> P 1
/ ZEG_W d(L’ — |:_ _|_ _2:| e_lLP.
P L

Wir haben somit zwei der grundlegendsten Riickversicherungsstrategien betrachtet und
gezeigt, dass lediglich die Quotenriickversicherung unsere Bedingungen zur Anwendung
von Satz 7.1 (Seal) erfiillt. Bereits im Falle von Schadenexzedentenriickversicherungen

sowie

]
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miissten wir auf Satz 7.4 ausweichen. Um dies vorerst zu umgehen, wollen wir im Folgen-
den beliebige Riickversicherungsstrategien 6 als zuldssig bezeichnen, falls sich der Ge-
samtschadensprozess Xy(t) nach Anwendung dieser immer noch als zusammengesetzter
Poisson-Prozess mit existenter Einzelschadensdichte fy;, darstellen lisst. Zudem erin-
nern wir daran, dass jede zuléssige Strategie ebenfalls unsere Netto-Gewinn-Bedingung
(9.2) erfiillt. Zuletzt sei erwdhnt, dass bei praktischen Anwendungen der nachfolgenden
Ergebnisse meist weitere Restriktionen fiir die Menge an zuléssigen Strategien sinnvoll
sind (z.B. Strategien, welche den selben erwarteten Gewinn > 0 erzielen).

Widmen wir uns nach diesen Vorbetrachtungen den Auswirkungen von zuléssigen Riick-
versicherungen auf die Ruinwahrscheinlichkeit des Erstversicherers. Wir betrachten so-
mit, falls nicht explizit anders erwdhnt, ab sofort ausschliefslich zuldssige Riickversiche-
rungsstrategien 6.

Wie bereits in der Einleitung zum Kapitel angemerkt, kann der Versicherer zu Beginn
jeden Jahres sowohl Art als auch Hohe seiner Versicherungsstrategie dndern. Mit 6; be-
zeichnen wir dazu nun, fiir j = 1,2, ..., die Riickversicherungsstrategie des j-ten Jahres,
also vom Zeitpunkt 7 — 1 bis j. Wir werden den Index j weglassen, falls das Jahr kei-
nerlei Rolle spielt. Zudem werden wir die Symbolik 6 := (64,0, ...,6,) ebenfalls fiir
eine allgemeine Strategie iiber mehrere Jahre, mit verdnderlichen Jahresstrategien 6;,
verwenden. Wir bezeichnen dabei eine allgemeine Strategie 6 als zulassig, falls all ihre
Einzeljahresstrategien 6; zuléssig sind.

Bezeichne Ry(n) fiir alle n € Ny den Risikoreserveprozess nach den Riickversicherungs-
strategien 01,0s, ..., 0,, sowie Ry, die entsprechenden Zufallsvariablen des Prozesses. So
gilt zum einen Ry = u sowie rekursiv fiir ¢ € [0,1)

R@,L+1,n+t = R@,n + 69n+1t - X@,L+1,t- (920)

Dabei bezeichne fy; die Pramienrate im Jahr j nach Riickversicherung, sowie X, ; die
Gesamtschadensh6he im Zeitraum [, j 4+ t) nach Riickversicherung. Nach unseren Vor-
aussetzungen ist letztere zusammengesetzt Poisson-verteilt mit modifizierten Charakte-
ristiken A und FUQJ_, wobei die Einzelschadensverteilung FUej eine Dichte erj besitzt.
Zudem werden wir fiir alle ¢ € R>( die Kurzschreibweise

1]
Bot = By, + Byt (9.21)
j=1

fiir das Einkommen unserer Pramienrate tiber einen Zeitraum ¢ verwenden.
Fiir ein gewisses 6 definieren wir dann zudem fiir ¢ € [0,1) und x € R die Verteilung

G@(I’, t) = ]P)(ngt § $) = FXG,t(x) (9.22)

von Xy ;. Die Existenz der Dichte fy, liefert somit die f.ii. Existenz der partiellen Ablei-
tung

go(z,t) == %Gg(x, t) (9.23)
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fiir alle 2 € Ry (Vergleich fx, in (3.14)).

Bezeichne nun ¢y(u, x) fiir u,z € R5( die Ruinwahrscheinlichkeit mit Startkapital u bis
zum Zeitpunkt z, nach Anwendung der Riickversicherungsstrategien 6y,6,, ..., 6, mit
n = [z]. Sei zudem ¢ (u, z) das Minimum von t(u, z) iiber alle zuliissigen 0.

Wir sind nun in der Lage ¢ (u,z) rekursiv zu bestimmen. Wir wihlen dafiir speziell
x = n € N und betrachten somit die Wahrscheinlichkeit fiir Ruin in kontinuierlicher
Zeit, innerhalb der ersten n Jahre und mit Hilfe eines Startkapitals u.

Fiir unsere rekursiven Berechnungen werden wir zwei neue Gréfen bendtigen, welche
wir zuerst definieren und anschliekend mit Hilfe unserer Funktion gy, fiir die fiir uns
relevanten Werte, darstellen werden.

Definition 9.4. Sei 0 eine zuléssige Strategie, so bezeichne fiir alle u, ¢,y € R5

Ng(u,t,y) =P <( ﬂ {Ros > 0}) N (R > y)> (9.24)

0<s<t

die Wahrscheinlichkeit, dass mit Hilfe eines Startkapitals u kein Ruin im Zeitraum [0, ¢]
eintritt und der Uberschuss zum Zeitpunkt ¢ grofer als y ist. Weiterhin definieren wir
die Grofke

d
59(U,t7y> = _@AQ(Uﬂtuy) (925)

Diese existiert f.ii., da Ag(u, t,y) bzgl. y eine monoton fallende Funktion ist.

Es gelten nun folgende grundlegende Eigenschaften dieser beiden Funktionen.

Satz 9.5. Seien fir alle u,t,y € Rso die Funktionen Ag und 0y wie in Definition 9.4
gegeben, so gilt fir alle u,t € Rsg

Ag(u,t,0) = (u,t) (9.26)
sowie
Ng(u,t,y) =0, y>wu+ Bt (9.27)
und
lim Ag(u,t,y) = e bzw. lim Ay(0,t,y) = e /5, 9.28
ytutBot o(u:t,y) t19/ B 0(0,1,9) (9.28)

Zudem ezxistiert 6g(u,t,y) nicht an der Stelle yo := u + Byt, allerdings erhalten wir fiir
allea,b e R mit 0 < a <b<u+ Bet

b
/ do(u,t,y)dy = Ag(u,t,a) — Ng(u,t,b) (9.29)

und zudem fir den Grenzfall a =0 und b = u + Byt

u+Bot o
/ So(u,t,y)dy = Y(u,t) — e . (9.30)
0
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FEs gilt weiterhin fir alle t € Rsg sowie y € [0, fyt)

5(0,1,y) = %gew —y,t). (9.31)

Zuletzt ist fiir alle u,t € Ry sowie y € [0, Bpt) die Gleichung

t—y/Bo
Ag(u,t,y) = Go(u + Bt — y,t) — ,69/ ANg(0,t — s,y)go(u+ Pys,s)ds  (9.32)
0
erfillt.

Beweis. Da Gy(x,t) fiir alle ¢ nach unseren Voraussetzungen stetig aufer an der Stelle
xo = 0 ist, folgt insbesondere die Stetigkeit von Hy(x,t) := Gy(u + ot — x,t) an allen
Stellen aufer x = u + fyt. Nach Definition des Risikoreserveprozesses, gilt

Hg(.?f,t) = ]P’(Xgﬂg <u-+ 59t — l’) = P(R97t > .1')
Nach diesen Voriiberlegungen erhalten wir insbesondere
P(Re,t > 0) - P(Rgi Z 0),

womit Gleichung (9.26) direkt aus der Notwendigkeit von Ry, > 0 fiir Uberleben folgt.
Die Gleichungen (9.27) und (9.28) folgen nach kurzen Uberlegungen, da u + Byt dem
maximal moglichen Kapital nach ¢ Zeiteinheiten entspricht und dies gleichbedeutend zu
N; = 0 mit Wahrscheinlichkeit e= ist.

Letztere beiden Gleichungen liefern zudem, dass Agy(u,t,y) einen Sprung an der Stelle
Yo = u + Pyt besitzt, was die Nichtexistenz der Ableitung impliziert. Gleichung (9.29)
folgt dann unweigerlich aus der Definition (9.25) von dy.

Mittels Grenzwertbetrachtung erhalten wir wegen (9.26), (9.28) und (9.29)

u+LByt u+LBot—e
/ do(u,t,y) dy = lim dg(u,t,y)dy
0 <0 Jo
= hi(r)l (Ag(u,t,0) — Ag(u, t,u+ Bt —€))
= p(u,t) — h{%} Ag(u,t,u+ Pot — €)

@(ua t) - eiAta

womit (9.30) gezeigt ist.

Fiir die letzten beiden Gleichungen werden wir lediglich eine Beweisskizze angeben.

Sei dazu zunéchst [ := [y,y + dy) das infinitesimale Intervall um y, so gilt nach Defini-
tion der bedingten Wahrscheinlichkeit, sowie dem Satz von Takacs

59(0,t,y):IP’( m {Rs; > 0}, R, 6])

0<s<t
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:P(ﬂ {Rszo}]RteI>]P’(RteI)

0<s<t

_Y -7 -
= ﬁet]P)(Rt - I) == ﬁetgﬁ(ﬁﬁt y7t)

Gleichung (9.32) folgt mittels analogen Uberlegungen zur zweiten Formel von Seal. Um
bis zum Zeitpunkt ¢ mit Startkapital v und einem Endkapital grofer y zu iiberleben,
muss R; > y gelten. Diese notwendige Bedingung wird im ersten Term beschrieben. Es
kann aber nun trotz R; > y zu Ruin im Zeitraum [0, ¢] gekommen sein. Dann existiert
allerdings ein letzter Zeitpunkt s fiir den R, = 0 erfiillt ist, ab dem kein weiterer Ruin
eintrat und R; > y gilt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir entspricht dem Integranden des
zweiten Terms. Zuletzt ldsst sich das Integrationsgebiet nach (9.27) wegen

Ny(0,t —s,y) =0, sZt—i

Bo’
weiter einschréinken, womit Gleichung (9.32) gilt. O

Anmerkung: 1.) Integrieren wir (9.31) iiber alle y, so folgt nach wenigen Umformungen
und partieller Integration, aufgrund der Definitionen der Grofen sowie (9.30) unsere erste
Formel von Seal (7.2).

2.) Es lédsst sich ebenfalls erkennen, dass fiir y = 0 Gleichung (9.32) in unsere zweite
Formel von Seal (7.3) iibergeht.

Nach Betrachtung dieser Eigenschaften, wollen wir nun die, fiir unsere Berechnungen
relevanten, Grofen mithilfe von gy darstellen. Folgender Satz beinhaltet somit die erste
notwendige Formel zur Berechnung unserer optimalen Riickversicherungsstrategie.

Satz 9.6. Sei fiir alle u,t,y € R>q die Funktion 69 wie in Definition 9.4 gegeben, so
erhalten wir fir alle uw € R>o und y € [0, 5y)

0o(u, 1,y) = go(u + By — y, 1) — go(u + By — y, 1 — y/Bg)e /%

1-y/Be
_y / L o (Bo(1— ) — 51— s)golu+ Bos, s)ds.  (9.33)
0

1—s

Beweis. Leiten wir Gleichung (9.32) aus Satz 9.5 fiir ¢ = 1 nach y ab, so erhalten wir
mittels Definition (9.25) sowie (9.28) und (9.31)

d
50(“7 17 y) = _d_yAG(ua ]-7 y)

1 .
=go(u+Bp—y, 1) + 59(——60) Tlhrﬁﬁ go(u + Bgs, 8) A (0,1 — 5, y)
sTl= 0

1-y/Be
+6¢9/ (_59(071 _Suy))QQ(u+ﬁ93aS) ds
0
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=go(u+Bp—y, 1) —go(u+ By —y,1 —y/Bg) lim Ay(0,1—s,y)

1-sly/Be

1-y/Be 1
—y/ 896(59(1 —5) =y, 1 —5)go(u+ Bgs,s)ds
; —

1
= go(u+Bp—u, 1) — golu+ By — y, 1 — y/Bg)e /50

1=y/Bs
o[ (= 9~ 1= S+ fas,5)ds
o

Dies entspricht Formel (9.33), womit der Satz bewiesen ist. O

Anmerkung: 1.) Wir haben die Voraussetzung y < [y schon in Voraussicht auf weitere
Berechnungen gestellt, da wir nur fiir diesen Fall dy(u, 1, y) bendtigen werden. Betrachten
wir zudem die Integrationsgrenzen des Integrals in (9.33), so verschwindet das Integral im
Grenzfall y = [y, womit die Voraussetzung zusétzlich sinnvoll ist. Auferdem bemerken
wir, dass fiir y = 0 der hintere Term komplett verschwindet und fiir y € (0, y) der
Integrand keine Unstetigkeitsstellen aufweist.

2.) Da wir speziell ¢ = 1 gew#hlt haben, hingen alle auftretenden Grofen in (9.33)
lediglich von unserer ersten Riickversicherungsstrategie #; ab, weswegen wir alle darin
auftretenden 6 durch 6, ersetzen konnten.

Mithilfe der Funktionenﬁg sowie Gy und gy sind wir nun in der Lage unsere optimale
Ruinwahrscheinlichkeit 1(u, n) rekursiv zu berechnen.

Satz 9.7. Seien im Folgenden v € Rsg und n € N fest aber beliebig gewdhlt. Zu-
dem bezeichnen y(u,n) bzw. 1g(u,n) die Uberlebens- bzw. Ruinwahrscheinlichkeit nach
Riickversicherungsstrategie 6.

FEs gilt fir alle zuldssigen Strategien 6 und t € (0, 1]

1 Bot
Tol0,1) = / Gyly, ) dy. (9.34)
Bot
Mittels obiger Gleichung gilt nun fiir alle zuldssigen Strategien 6 1m Falle u € Ry
1
Vo(u, 1) = Go(u + B, 1) — By / ¥(0,1 —y)ge(u + Boy, y) dy. (9.35)
0
Im Fall n > 1 erhalten wir nun rekursiv mit 0\ 01 := (0a,...,0,)

( ) w91 (uv 1) zﬂ9\6’1 (u + 6917 - )

Bo,
+/ 9o, (w, 1, y)g\e, (y,n — 1) dy

u+Bo,
+ / 991 u+ 591 Y, 1)¢9\91 (ya n— 1) dy (936)
B

01
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Somit gilt fiir unsere optimale Strategie

~

Y(u,n) = i%f Yo(u,n). (9.37)

Beweis. Nach Voraussetzung ist 6 eine zulédssige Strategie, womit Xy(¢) einem zusam-
mengesetzten Poisson-Prozess mit Charakteristiken A und [y, entspricht. Zudem galt
dann Fy, (0) = 0 und Fy, besak eine Dichte fy,. Somit kénnen wir die Formeln von Seal
anwenden und (9.34) bzw. (9.35) entsprechen (7.2) bzw. (7.3).

Widmen wir uns nun (9.36). Wir werden erneut lediglich eine Beweisskizze angeben.
Sei dazu nun n > 1 und eine passende Mehrjahresstrategie 0 = (01,05, ...,0,) gegeben.
Wir kénnen zunidchst nach unserem Ruinzeitpunkt bedingen und festlegen, ob dieser
innerhalb des ersten Jahres liegt oder nicht. Wir erhalten somit

Yo (u,n) = o(u, 1) + H(0)

fiir eine Funktion H. Intuitiv entspricht H(6) der Wahrscheinlichkeit von Ruin innerhalb
der Jahre 2,...,n iiber alle nach Jahr 1 mdglichen Startkapitale y € [0, u + Sy, ], wobei
kein Ruin im Jahr 1 eintrat und die Strategien 6 \ 6, verwendet wurden. Bedingen wir
nach den moglichen Startkapitalen y, so entstehen drei interessante Falle.

1.) y = u + By: In diesem Fall trat kein Schaden bis zum Zeitpunkt 1 ein. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir entspricht e=*.

2.) y € [0, Bp,): Da fiir diesen Fall Ruin bis zum Zeitpunkt 1 moglich wére, miissen wir
dies mittels der Dichte dg(u, 1,y) ausschliefen.

3.) y € [Ba,,u+ Po,): Hier ist kein Ruin bis zum Zeitpunkt 1 moglich, womit lediglich
X1 = u+ Py — y gefordert wird. Die entsprechende Dichte dafiir ist nach unseren Defi-
nitionen gg(u + fy — y, 1).

Integrieren wir nun iiber alle méglichen Werte von y und beachten, dass in jedem Fall
die Wahrscheinlichkeit von Ruin in den Jahren 2,... n mit Startkapitel y der Wahr-
scheinlichkeit tg\g, (y,n — 1) entspricht, so erhalten wir fiir H(6) die hinteren drei Terme
in (9.36). Beachten wir zuletzt noch, dass

¢9(u7 1) = dj@l (uv 1)

gilt, so folgt (9.36). )
Zuletzt gilt (9.37) direkt aufgrund der Definition von ¢ (u,n). O

Anmerkung: 1.) Numerische Probleme treten vor allem bei der Berechnung von Gy
bzw. gy auf. Beide lassen sich zwar mittels Panjer-Algorithmus errechnen, allerdings
wird dies fiir grofe Werte von A (also einer hohen Zahl erwarteter Schiden pro Jahr)
unpraktikabel.

2.)Da sich die ersten beiden Formeln lediglich auf einem Zeitraum ¢t € (0, 1] beziehen,
ist es erneut moglich alle darin vorkommenden 6 durch 6, zu ersetzen.
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Wir haben fiir alle bisherigen Berechnungen die Existenz einer Einzelschadensdichte
fu, vorausgesetzt, allerdings ebenfalls gezeigt, dass dies selbst fiir einige grundlegende
Riickversicherungsstrategien nicht giiltig ist. Fiir diesen Fall kdnnte man Gleichungen
wie (9.35) durch die allgemeinere Formel von Seal (siche Satz 7.4) ersetzen und zudem
LSprungterme in (9.36) hinzufiigen. Die numerische Einbindung dieser Fille wire so-
mit mit einem enormen Aufwand verbunden und daher ebenfalls unpraktikabel. Wir
haben also zusétzlich mit Anmerkung 1.) zwei gute Griinde fiir ein Approximationsver-
fahren aufgezeigt und wollen deshalb zum Abschluss dieser Arbeit ein solches Verfahren
angeben.

Wir werden im Folgenden fiir alle t € Ry unsere Gesamtschadensverteilung Gy(-, ),
sowie deren Dichte gy(+,t) durch die Verteilungsfunktion bzw. Dichte einer Gammaver-
teilung mit Parametern pt und b ersetzen. Da wir die Gammaverteilung bisher noch nicht
explizit behandelt haben, werden wir dies an dieser Stelle nachholen.

Satz 9.8. Sei X eine stetige Zufallsvariable sowie p,b € R<q. Wir bezeichnen X als
gammaverteilte Zufallsvariable mit Parametern p, ba (kurz X ~ ~(p,b)), falls

bP —1,—-bx
frlo) = F(p)xp e wennzx >0 (9.38)
0, wenn x < 0

die Dichte der Verteilungsfunktion von X ist. Hierbei bezeichnet I' die Gammafunktion.
Sei nun X ~ v(p,b) mit Parametern p,b € Ry, dann ist

T P p—1 —by d > ()
Fy(x) = {f ik " e - (9.39)
, wenn x < 0

die Verteilungsfunktion von X und es gilt fir alle s € (—o0,b)

My(s) = (bfs)p (9.40)

Somit existieren alle Momente der Verteilung und es gilt insbesondere

E(X) =7, (9.41)
o Var(X) = z% (9.42)

Beweis. Wir zeigen lediglich die momenterzeugende Funktion, da alle anderen Aussagen
direkt aus der Definition oder mit analogen Uberlegungen zum Beweis von Satz 2.21
folgen. Sei also s < b, so gilt nach Definition der Gammafunktion

0o 00 p—1
/ 2P le=9)r g0 — ! / t e tdt = Ip) .
0 b—sJ, \b—s (b—s)P
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Wir erhalten also fir alle s < b

]

Anmerkung: Wie bereits am Ende von Kapitel 2 angedeutet, verallgemeinert die Gam-
maverteilung die Erlang-Verteilung. Dies wird ersichtlich, da I'(p) = (p — 1)! fir p € N
gilt. Zudem haben wir somit einen alternativen Beweis fiir die momenterzeugende Funk-
tion einer Erlang-Verteilung gezeigt.

Wir sind nun in der Lage unsere Approximation der optimalen Strategie mittels Gam-
maverteilung anzugeben.

Wir wihlen dazu fiir jede Strategie 6 unsere Parameter by, py € R-( so, dass die ers-
ten beiden Momente der Gammaverteilung 7(pg, bg) mit den ersten beiden Momenten
unseres Gesamtschadens X; zum Zeitpunkt 1 {ibereinstimmt.

Satz 9.9. Seien 0 eine Rickversicherungsstrategie und Xq(t) ein zus. Poisson-Prozess
mit Charakteristiken X\ und Fy,. Zudem sei X ~ ~v(pg, bg) mit

= AEUy)* sowie by = EU
~ AVarly + (EU,)? * 7 AVarlUy + (EU,)?

Po (9.43)

Dann gilt
EX =[EXy, sowie VarX = VarXy ;.

Beweis. Es gilt nach den Voraussetzungen (9.43) mittels (3.11),(3.12),(9.41) sowie (9.42)
EX = éﬁ — AEUp = EXy,
o

und

= \(VarUy + (EUy)?) = AEUZ = VarXp;.

]

Wihlen wir unsere Parameter nun wie in Satz 9.9, dann bezeichnen wir ab sofort fiir alle
t € Rog mit Ggo(+,t) bzw. gge(-, t) die Verteilungsfunktion bzw. Dichte einer Gammaver-
teilung mit Parametern pgt und by. Diese beiden Funktionen stellen zuldssige Naherungen
fiir Go(-,t) bzw. go(-,t) dar.

Da unsere ndherungsweise Gesamtschadensverteilung Gy lediglich die Existenz der ers-
ten beiden Momente der Einzelschadensverteilung Uy voraussetzt, konnen wir diese eben-
falls fiir Strategien ohne existente Einzelschadensdichte nutzen. Seien dazu ab sofort alle
Strategien 6 zuléssig, fiir die EUy < oo sowie VarlUy < oo gilt.

Wir bemerken zuletzt noch an, dass diese Nidherung ebenfalls numerische Vorteile mit
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sich bringt, da zum einen auf den Panjer-Algorithmus verzichtet werden kann und sich
zum anderen einige Formeln vereinfachen lassen. Dies wollen wir zum Abschluss dieser
Arbeit noch demonstrieren und fassen deshalb unsere Ergebnisse aus den Sitzen 9.6 und
9.7 fiir unsere Naherung zusammen.

Satz 9.10. Seien im Folgenden u € R>og und n € N fest aber beliebig gewdhit. Dann
gelten naherungsweise fir alle zulissigen Strategien 0 = (04, ...,60,,) folgende Formeln.
Fiir alle y € [0, By, ) erhalten wir

do(u, 1, y) = gco, (w+ Boy, —y,1) — gge, (u+ Bo, —y, 1 — y/ﬂel)e_Ay/Bf’l

1=y/Be; 1
_ y/ ; SgGel (Bo, (1 = 5) —y,1 — 8)gge, (u+ B, s,5)ds.  (9.44)
o _

Weiterhin gilt fir alle t € (0,1]

Do,

Geo, (Bo,t, 1), 9.45
Gooby (Boyt,t) (9.45)

EO(O’ t) ~ GG91 (691t7 t) -

wobes G’Gol die Verteilungsfunktion einer Gammaverteilung mit Parametern pg,t+1 und
bg, bezeichnet.
Im Falle u € R erhalten wir dann mithilfe obiger Formel

1
wE'(uv 1) ~ GG91 (U + 6917 1) - ﬁ01 / w(ov 1 - y>gG91 (U + 691y7 y) dy (946)
0
Im Falln > 1 erhalten wir nun rekursiv mit 6\ 0y := (6a,...,6,)
Yo(u,n) =~ g, (u,1) + E_Awg\gl (u+ Bo,n—1)

Bo,
+/ Ao, (u, 1, y)gg, (y,n — 1) dy
0

u+PBe,
+ / 9aGe, (U + 591 - Y, 1)%\91 <y7 n— 1) dy (947)
B

01

Somit gilt fiir unsere optimale Strategie erneut

~

U(u,n) = holf y(u,n). (9.48)

Beweis. Nach unseren Vorbemerkungen sind Ggg(-,t) bzw. ggg(-,t) zuldssige Ndherun-
gen fiir Gy(+,t) und gy(-,t). Somit folgen die Gleichungen (9.44), (9.46), (9.47) und (9.48)
direkt aus (9.33), (9.35), (9.36) und (9.37). Lediglich die Approximation von Formel
(9.34) wurde zu numerischen Zwecken weiter vereinfacht, was wir an dieser Stelle noch
zeigen mochten.

Sei G, (-, t) die Verteilungsfunktion einer Gammaverteilung mit Parametern py,t + 1
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und by, . So gilt nach (9.34) sowie (9.38), mittels unserer Naherung und partieller Inte-
gration,

_ 1 Boyt
Vy(0,1) = / Gao, (y,1) dy
691t 0
1 Bo,t 1 /’Bglt
= G ! ——— t)d
Bort [WGao, (y,t)]o ot Jo Y9ce, (y,t) dy
1 [Pt prot
=G Bo,t, 1) — / _ypelte—bely dy
G91( o ) 691t 0 F(p91t)
Bo, t t+1
Do, t / b (Po, t+1)—1 b
=G t,t) — Poy e Y d
“on (691 ) 591 be1t 0 F(p91t + 1) Y Y
p A
= Gan, (Bnt, ) — =———Gan, (Bt 1),
B, bo,
da zusétzlich I'(pp,t + 1) = pe, tI'(pe, t) nach Definition der Gamma-Funktion giiltig ist.
Somit wurde (9.45) gezeigt. O

Wir haben somit eine mogliche Naherung zur Berechnung optimaler Riickversicherungs-
strategien aufgezeigt. Weitere solche Verfahren finden sich z.B. in [14]. Dort wird auf
analoge Weise eine verschobene Gammaverteilung betrachtet, deren ersten drei Momen-
te mit denen der Gesamtschadensverteilung {ibereinstimmen. Dies fiihrt zu einer genaue-
ren Approximation auf Kosten der Laufzeit. Alternativ ldsst sich der zusammengesetz-
te Poisson-Prozess X(t) durch einen verschobenen Gamma-Prozess anndhern, welches
ebenfalls in [14] nachlesbar ist.
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10. Zusammenfassung

Zum Abschluss dieser Arbeit mdchten wir unsere Ergebnisse kurz zusammenfassen.

Nachdem in Kapitel 2 wesentliche Eigenschaften der momenterzeugenden Funktion sowie
der Laplace-Transformation aufgestellt und gezeigt wurden, befasste sich Kapitel 3 mit
der Einfiihrung des zusammengesetzten Poisson-Prozesses. Wir konnten dabei u.a. nach-
weisen, dass sich die Momente einer Verteilung aus der momenterzeugenden Funktion
unter gewissen Voraussetzungen berechnen lassen, selbst wenn deren rechter Konver-
genzradius 0 ist.

Wir stellten im Folgenden fest, dass stochastische Prozesse mit cadlag-Pfaden und un-
abhéngigen, stationdren Zuwéchsen eine iiberaus niitzliche Gleichung erfiillen. Wie zu
Beginn von Kapitel 4 aufgezeigt, liefs sich diese von Takacs ausgiebig behandelte Formel
fiir den speziellen Fall eines Poisson-Prozesses induktiv beweisen. Fiir den allgemeinen
Beweis waren analytische Hilfsfunktionen und Vorbetrachtungen von Néten, welche wir
letztendlich auf die Pfade unseres Prozesses anwenden konnten. Dariiber folgte der Be-
weis dann zusdtzlich mithilfe des bedingten Erwartungswertes.

Nachdem wir innerhalb dieser drei Kapitel hauptséchlich stochastische Prozesse betrach-
tet haben, wurde es an der Zeit sie im Bereich der Ruintheorie anzuwenden.

In Kapitel 5 erlauterten wir nun unser Ruinmodell, welches dem in der Praxis gin-
gigen Cramér-Lundberg-Modell entsprach. Da wir mit diesem die stetigen Ruin- bzw.
Uberlebenswahrscheinlichkeiten sowohl in endlicher, als auch unendlicher Zeit definieren
konnten, begannen wir mit ersten Abschitzungen selbiger. Dabei erwies sich der An-
passungskoeffizient als niitzliches Werkzeug. Nach einigen elementaren Uberlegungen,
welche wir am Beispiel von exponentialverteilten Einzelschdden demonstrierten, wurde
uns schnell bewusst, dass vor allem Berechnungen der endlicher Ruinwahrscheinlichkeit
fiir Schwierigkeiten sorgen.

Wir begannen Kapitel 6 mit mehreren Erneuerungsgleichungen, welche sich zunéchst
anschaulich verdeutlichen und spéter dank bedingter Wahrscheinlichkeiten nachweisen
liefsen. Diese lieferten uns, unabhéngig von der Existenz einer Einzelschadensdichte, die
Stetigkeit der Ruinwahrscheinlichkeit beziiglich beider Variablen. Im Anschluss folgten
(partielle) Integro-Differentialgleichungen mit deren Hilfe wir in der Lage waren, die
Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit fiir unser Beispiel explizit zu berechnen. Sie
sollten sich zudem als Grundstein fiir den Beweis unseres Hauptresultates erweisen.
Dieses folgte nun in Kapitel 7. Die beiden Formeln von Seal ermoglichten es uns, die
Uberlebenswahrscheinlichkeit lediglich mithilfe der Gesamtschadensverteilung, sowie ih-
rer schwachen Dichte zu berechnen. Der Beweis der ersten Formel beruhte dabei auf
dem Satz von Takacs und kam ohne existente Einzelschadensdichte aus. Deren Existenz
war allerdings Voraussetzung fiir die zweite Formel von Seal. Der Beweis selbiger ergab
sich aus Laplace-Transformation unserer partieller Integro-Differentialgleichung. Dank
diesem Resultat, war es uns nun mdoglich die endliche Ruinwahrscheinlichkeit fiir unser
Beispiel mit exponentialverteilten Einzelschiden anzugeben. Am Ende des Kapitels be-
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fassten wir uns mit den Auswirkungen von Spriingen der Einzelschadensverteilung. Es
zeigte sich, dass sich Seals zweite Formel fiir diesen Fall fortsetzen liefs. Dabei entstanden
jedoch von 0 verschiedene Terme im Bereich (u,u + Sz]. Es stellte sich heraus, dass sich
die Uberlebenswahrscheinlichkeit, im Falle von Spriingen der Gesamtschadensverteilung
in diesem Bereich, im Vergleich zur zweiten Formel von Seal echt verkleinert. Wir folger-
ten zudem, dass in diesem Fall keine Approximation mit existenter Dichte zum exakten
Ergebnis fiihrt. Fiir Einzelschadensverteilungen mit Spriingen, sollte also der allgemeine
Satz von Seal angewandt werden.

Es war nun Ziel der letzten beiden Abschnitte, Anwendungsmoglichkeiten fiir die For-
meln von Seal aufzuzeigen. Einleitend begannen wir somit in Kapitel 8 mit der Roulette-
Aufgabe. Diese sollte uns die Notwendigkeit von Riickversicherungen aufzeigen. Es stell-
te sich dabei zundchst mathematisch heraus, dass grofere Einzelschiden mit geringer
Wahrscheinlichkeit, trotz gleichem Erwartungswert, fiir eine grofere Ruinwahrschein-
lichkeit sorgen, als es geringe Einzelschdden mit hoher Wahrscheinlichkeit tun. Dies
wurde zudem numerisch aufgezeigt, indem wir eine passende Ruintabelle mithilfe eines
Programms aufstellen und auswerten konnten.

Nachdem somit die Niitzlichkeit von Riickversicherungen verdeutlicht wurde, stellten
wir zu Beginn von Kapitel 9 die zwei grundlegendsten Arten selbiger, sowie unser Riick-
versicherungsmodell vor. Wir liefen eine periodische Anderung von Typ und Héhe der
Riickversicherung zu und betrachteten damit ein diskretes, stochastisches Kontrollpro-
blem, obwohl der zugrundeliegende Schadensprozess stetig war. Wir konnten nun, im
Falle von existenter Einzelschadensdichte nach Riickversicherung, einen Algorithmus zur
Bestimmung einer optimalen Strategie angeben. Hierbei wahlten wir die Minimierung
der Ruinwahrscheinlichkeit als unser Optimalititskriterium. Es stellte sich jedoch her-
aus, dass es vor allem bei nichtproportionalen Riickversicherungsstrategien (wie etwa der
Schadenexzedentenriickversicherung) zu Spriingen bei der modifizierten Einzelschadens-
verteilung kam. Nach unseren Vorbetrachtungen war somit die zweite Formel von Seal
nicht mehr anwendbar und sollte durch die allgemeine Formel von Seal ersetzt werden.
Um dies (und andere numerische Probleme) zu umgehen, stellten wir zum Abschluss des
Kapitels eine Ndherung mithilfe einer Gammaverteilung vor. Diese war von den ersten
beiden Momenten der Einzelschadensverteilung abhangig und stellte eine zulédssige Néa-
herung fiir die Gesamtschadensverteilung dar.

Es wire im Weiteren u.a. wiinschenswert, die Unterschiede der zweiten Formel von Seal
und der allgemeinen Formel von Seal numerisch zu untermalen. Eine Implementierung
erweist sich vor allem durch die Berechnung der Gesamtschadensverteilung als schwierig.
Dies geschieht im Allgemeinen iiber den Panjer-Algorithmus, weist allerdings numerische
Probleme, fiir eine hohe erwartete Schadensanzahl, auf.

Abschliefsend lisst sich feststellen, dass die Formeln von Seal eine gute Berechnungsmog-

lichkeit fiir Ruin in endlicher Zeit darstellen. Mittels diesen, ist es numerisch moglich
eine optimale Riickversicherungsstrategie ndherungsweise zu ermitteln.
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A. Anhang

Wir stellen nun das Programm vor, dass in Kapitel 8§ Verwendung fand. Es wurde in
Java geschrieben und von Lutz Dubowski in Zusammenarbeit mit dem Autor dieser Ar-
beit verfasst und getestet. Es wird nun lediglich die Hauptberechnungsklasse vorgestellt.
Zudem wurde das Programm so geschrieben, dass es bei Ausfiihrung eine Textdatei er-
stellt, welche die entscheidenden Berechnungsgrofsen beinhaltet. Weitere Informationen
zum Programm finden sich durch Bemerkungen im Quelltext wieder.

Quelltext A.1 (Roulette-Aufgabe).

import java.io.BufferedWriter;
import java.io.File;

import java.io.FileWriter;
import java.math.BigDecimal;
import java.math.Biglnteger;
import java.math.MathContext;
import java.util.ArrayList;
import java.util.List;

Vix:
x Diese Klasse berechnet die Ruinwahrscheinlichkeit
x eines Casinos fuer eine Roulette—Aufgabe und
x gibt diese als Textdokument aus.
x @author Lutz Dubowski & Patrick Reum
*
/

public class RuinCalculator {

private int M;
private int k;
private boolean output;
/%%
Setzt die Hauptparameter fuer die folgende Berechnung

@param M — Schadenshoehe

@param k — freie Reserve

@param output — Ausgabeoption
(true = detailierte Ausgabe)

O CHE SR S S

o/

public RuinCalculator (int M, double k) {
this (M, k, false);

}

public RuinCalculator (int m, double k, boolean output) {
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}

this M = M;
this.k = (int) Math. floor (k);
this.output = output;

public void calculate () throws Exception {

File file = new File("Ruin.log");
BufferedWriter bw = new BufferedWriter (new FileWriter (
file));
int m=M— 1;
/% x
x Indexr der Gleichvert.
v/
double summand = 0;
/%
x Summand pro Iteration
*/
double ruinNull = (36d * M — 36) / (37 « M — 36);
/kx
* Ruinw. mit Reserve 0
*/
double ruin = Math.pow(ruinNull, k+1);
/o x
x Ruinw. mit Reserve k
o/
if (output) {
bw.write ("Ruinwahrscheinlichkeit mit Reserve 0:" +
ruinNull) ;
bw.newLine () ;
}
List <Biglnteger> coefficientValues = null;
for (int n = 1; n <= k; nt++) {
if (output) {
bw. write (" I[teration n = " + n
+ " H);
bw.newLine () ;

}

int x = k — n;
double retValue = 0.0;

coefficientValues = calculateCoefficient (n, m,
coefficientValues);

BigDecimal sumValue = BigDecimal.valueOf(0);

for (int i = 0; 1 <= x & i < coefficientValues.
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size (); i++4) {
sumValue = sumValue.add (new BigDecimal(
coefficientValues.get(i)));

if (output) {
bw.write ("Zwischensumme : " + sumValue);
bw.newLine () ;

}

BigDecimal value = BigDecimal.valueOf(Math.pow(m, n

)) s

retValue = sumValue. divide (value, MathContext.
DECIMALI128) . doubleValue () ;
if (output) {
bw.write ("Zwischenquotient: " + retValue);
bw.newLine () ;
}
summand = (1 — ruinNull) % Math.pow(ruinNull, n) =x
(1 — retValue);
ruin += summand;
if (output) {
bw.write ("Zwischenwert Ruinw. mit Reserve k:
"+ ruin);
bw.newLine () ;

}

if (!output) {
bw.write ("Ruinwahrscheinlichkeit mit Reserve k:
+ ruin);
bw.newLine () ;

"

}

bw. close () ;

}
/%%

x Berechnung der Koeffizienten der Gleichverteilung

*/

private List<Biglnteger> calculateCoefficient (int n, int m,
List <BigInteger> oldValues) {
List <BigInteger> values = new ArrayList<Biglnteger >();

if (n!= 1) {
int max = (m — 1) * n;
for (int i = 0; i <= max; i++) {
Biglnteger value = Biglnteger.valueOf(0);
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114

115

116

127

} else {
for

}

for (int j = 0; j <m; j++) {
int index = i — j;
if (index < 0 || index >— oldValues.size ())

{
value.add (Biglnteger.valueOf(0));

} else {
value = value.add(oldValues. get(index))

values.add(value);

(int i = 0; i <m; i++) {
values.add(Biglnteger.valueOf(1));

return values;
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