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Kapitel 1
Einleitung

Sei Q) ein beschrianktes Gebiet im R”, n > 2, und sei p > 2. Wir betrachten die
degeneriert elliptische quasilineare partielle Differentialgleichung

- D; (|Duff?D;ju) =0 inQ. (1.1)

Diese Gleichung wird haufig als p-Laplacegleichung bezeichnet, da sie der Struktur
der Laplacegleichung sehr dhnlich ist. Tatsdchlich ist sie im Spezialfall p = 2 mit
der Laplacegleichung identisch. Wir werden auf die p-Laplacegleichung in Kapitel 2
niher eingehen.

Offensichtlich ist eine Losung u € W>P(Q) der starken Gleichung (1.1) auch
eine Losung der schwachen Gleichung

/Q |DulP?D;juD;vdx =0 firallev e WS’P(Q). (1.2)

Andersherum folgt aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, dass eine
Losung u € W>P(Q) der schwachen Gleichung auch eine Losung der starken Glei-
chung ist. Da es aber nicht immer méglich ist eine Losung in W>#(Q) zu finden,
begniigt man sich hiufig mit einer Lésung u € W"?(Q) der schwachen Gleichung.
Eine solche Losung heif3t schwache Losung von (1.1). Wie wir in Abschnitt 2.2 zeigen
werden, besitzt die p-Laplacegleichung fiir mindestens eine Klasse von Randwert-
problemen eine eindeutige schwache Losung. Auf den Zusammenhang zwischen
klassischer und schwacher Losung werden wir in Abschnitt 1.4 kurz eingehen.

Es stellt sich die Frage, welche Regularititseigenschaften eine solche schwache L6-
sung u € W-?(Q) der p-Laplacegleichung hat. Untersucht wurde diese Frage unter
anderem von Ural’ceva' und Uhlenbeck [Uhl77], welche unabhingig voneinander
lokale C*-Regularitit fiir eine groflere Klasse quasilinearer partieller Differential-
gleichungen nachwiesen.

Das in dieser Arbeit behandelte Resultat stammt von Evans [Eva82]. Es ist ein
relativ neuer Beweis der lokalen Holderstetigkeit des Gradienten von Lésungen der
p-Laplacegleichung. Evans benutzt dazu eine geschickte Modifikation der Techniken

! Laut [Eva82, S. 357] gelang Ural’ceva in einem 1968 auf Russisch veréffentlichtem Paper mit dem Titel
»Degenerate quasilinear elliptic systems® als erste der Beweis der C"*-Regularitit.
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1.1

von Moser [Mos60] und De Giorgi. Wir beweisen die Hauptaussage des Papers
[Eva82, Theorem 1] in Kapitel 3, sie lautet:

Satz 1.1. Sei u € W-P(Q) eine schwache Losung der p-Laplacegleichung (1.1). Dann
gibt es eine Konstante o = a(p, n) > 0 und, fiir jede Teilmenge Q' € Q, eine Konstante
C=C(Q, p,n, |uf1,p,0), so dass gilt

sup|Du| < C (L3)
Q/

und
[Du]“’ﬂl <C. (14)

Die folgenden Abschnitte bieten einen unvollstandigen Einblick in verschiedene,
tiir den Beweis des Satzes wichtige Themengebiete. Wir beschranken uns dabei auf ein
paar wenige, ausgewahlte Séitze (zudem meistens ohne Beweis), da eine ausfiihrlichere
Betrachtung den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, und verweisen statt dessen
auf die zahlreichen einschlagigen Lehrbiicher.

Notation

Sei x € R" dann ist x = (xj, ..., x,) und es bezeichne

n i
rx\:(zxi)
i=1

die euklidische Norm von x. Sei weiter u : R” — R eine (schwach) differenzierbare
Funktion, dann bezeichne

Du =gradu = (uy,,...,Ux,)

den Gradienten von u und D;u = Dy,u = % = u,, die (schwachen) partiellen

Ableitungen von u in Richtung x;. Wir bezeichnen eine Kugel mit Radius R > 0 und
Mittelpunkt x° € Q mit

B(x",R) := {x e R" : |x — x°| < R}.

Ist der Mittelpunkt beliebig oder durch den Kontext eindeutig, so schreiben wir auch
einfach B(R) anstatt B(x°, R).

Weiterhin sei der Mittelwert einer integierbaren Funktion f : M — R iiber einer
messbaren Menge M c R", mit dem Lebesgue-Maf3 |M| < oo, definiert durch

][Mfdx:ﬁfodx.

Auflerdem verwenden wir, um die Notation zu vereinfachen, eine modifizierte
Form der Einsteinschen Summenkonvention; iiber mehrfach auftretende Indicies
wird summiert, dabei unterscheiden wir nicht zwischen hoch- und tiefgestellten Indi-
cies. Ferner steht der Buchstabe C in der ganzen Arbeit fiir verschiedene Konstanten,
welche nur von bekannten Gréf3en abhangen.



Lebesgue-, Sobolev- und Holder-Raume 1.2

1.2 Lebesgue-, Sobolev- und Holder-Raume
Sei Q) ein Gebiet in R” und seien fiir 1 < p < oo die Lebesgue-Rdume L?(Q) und

Sobolov-Riume W2 (Q), Wg’p (Q) definiert wie tiblich (cf. [AF03]). Die Lebesgue-
Norm auf L?(Q) sei definiert durch

lullpn = ( [l ax)

und die Sobolev-Norm auf W?(Q) durch

lulupo= ( [l + IDup a)

=

=

Auflerdem ist

Uy pa= ( /. 1pup dx)" (15)

eine Halbnorm auf W"?(Q). Diese Halbnorm ist auf W(} Q) eine Norm, dquivalent
zur Sobolev-Norm.

Satz 1.2 (Holder-Ungleichung). Seiu € LP(Q), v € L1(Q) mit p,q > 1 und % +é =1L

Dann gilt
1 1
/ uv dx < (/ |ul? dx)p (/ lv|? dx)q.
Q Q Q
Beweis siehe [AF03].

Definition 1.3. Wir sagen 0Q ¢ C', wenn fiir jeden Punkt x° € 9Q ein R > 0
existiert und eine Funktion F € C!(R"™!), so dass - eventuell nach Umordnung der
Koordinatenachsen - gilt

QnB(x°R) = {x e B(x%R) :x, > F(x1,...,%,1)}.

Satz 1.4 (Sobolev-Ungleichung fiir W"P). Sei u € W'?(Q) mit1 < p < n und sei
0Q € C', dann gibt es eine positive Konstante C = C(p, n, Q), so dass gilt

1 1

P

(/ |u|P*dx)F§C(/ |uyP+|Du|de)"
Q Q
n-p’

Beweis siehe [Eva98, Theorem 5.6.2].

mit p* =

Satz 1.5 (Sobolev-Ungleichung fiir Wg’p). Seiu e Wé’p(Q) mit1< p < n, dann gilt
fiirl < q < p* die Abschdtzung

(/Q|u]qu); < c(fQ|Du\P dx)

mit C = C(p,q,n, Q).
Beweis siehe [Eva98, Theorem 5.6.3].

=
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Lemma 1.6. Sei u ¢ W"2(B(R)) (R > 0, B(R) c R") und sei M eine messbare
Teilmenge von B(R) mit |M| > §|B(R)| fiir ein § > 0. Dann existiert eine Konstante
C = C(n,9), so dass gilt

][ w? dx < C (R2 ][ |Dw|* dx + ][ w? dx).
B(R) B(R) M

Beweis siehe [Mo0s60, Lemma 2].

Definition 1.7. Eine auf Q definierte Funktion u heifit Holder-stetig in x° € Q mit
Exponent o, wenn gilt

(U] 0 = —’u(x)_(xo)‘<oo
“ e =

und sie heif3t gleichmdfSig Holder-stetig in Q) mit Exponent o wenn gilt

S 162 R 16)]
w0 x,yeQ) |x_y|oc
X+y

< o0

Fiir a = 1 entspricht die Holder-Stetigkeit der Lipschitz-Stetigkeit.

Sei 0 < & < 1und C**(Q) der Raum der in Q gleichmaflig Holder-stetigen
Funktionen mit Exponent «, dann ist

il = sup KD ZH0)
’ x,y€eQ |x_y|oc
X£y

eine Halbnorm auf C%*(Q). Wir bezeichnen diesen Raum auch kurz C*(Q). Die
Holder-Raume CH*(Q)) definieren wir als Unterraume von C¥(Q), bestehend aus
Funktionen, deren k-ten Ableitungen in C*(Q) sind.

Bemerkung 1.8. Im Laufe dieser Arbeit verwenden wir hauptsédchlich, aber nicht
ausschliefllich, die hier vorgestellten Raume und verweisen fiir die weiteren Rdume
auf [AF03]2.

1.3 Glattung und Approximation durch glatte Funktionen

Eine wichtige Technik in der Theorie tiber Funktionen in Sobolev-Raumen ist die
Glattung und die Approximation durch glatte Funktionen. Auch wir bendtigen sie
zum Beweis von Satz 1.1 in Kapitel 3.

Wir definieren zunichst den Glittungsoperator. Sei dazu ¢ € C°(R") eine
nicht-negative Funktion mit den Eigenschaften

> Anstatt Cg° verwenden wir jedoch CZ° fiir den Raum der unedlich differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Tréger.

10



Glattung und Approximation durch glatte Funktionen 1.4

(i) supp¢ c B(1,0) und

(ii) fpn @(x) dx =1.
Ein typisches Beispiel fiir eine solche Funktion ist

o(x) = cexp(—ﬁ) fur |x| <1
0 fur x| > 1,

wobei ¢ > 0 so gewdhlt wird, dass Bedingung (ii) erfiillt ist. Dann gehort, fiir 6 > 0,
die (ebenfalls nicht-negative) Funktion ¢s(x) = § "¢ (%) ebenfalls zu C2°(R") und
es gilt

(i) supp ¢s c B(8,0) und

(ii) fpn @s(x) dx =1.
Die Funktion ¢ heif$t Glittungsfunktion.

Definition 1.9 (Glattungsoperator). Sei u eine lokal integrierbare Funktion. Dann
ist der Glittungsoperator Sy definiert durch

(Ss)(x) = (95 +w)(x) = [ u(y)gs(x =) dx. 16)
Wir nennen Ssu Glittung von u.

Satz 1.10 (Eigenschaften des Glattungsoperators). Sei Q) ein Gebiet in R" und u eine
Funktion mit Definitionsbereich R", die aufSerhalb von Q) identisch verschwindet.

(a) IstuelLl (R"), dannist Ssu e C>(R™).

loc

(b) Istue L], (Q) und suppu € Q, dann ist Ssu € C*(Q) fiir alle § > 0
mit & < dist(supp u, 0Q).

(c) Istu e LP(Q) mit1< p < oo, dann ist Sgu € LP(Q) und es gilt
ISsullpo < lulpa und  Jim [Ssu-ulpa =0
(d) Istue C(Q) und K € Q, dann limg_ g+ Ssu(x) = u(x) gleichmdpig auf K.
(e) Istu e C(Q), dannlims_,o+ Ssu(x) = u(x) gleichmdpig auf Q.
Beweis siehe [AF03, Theorem 2.29].

Satz 1.11 (Glattung in W™P(Q)). Seil< p < oo undu € W™P(Q). Wenn Q' € Q
ein Untergebiet ist, dann gilt Ssu — u in W™P(Q') fiir § - 0*.

Beweis siehe [AF03, Theorem 3.16].

11
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Quasilineare elliptische Gleichungen 2. Ordnung

Sei ) c R”, n > 2, ein Gebiet und sei Q ein quasilinearer Differentialoperator der
Form

Qu = aij(x,u,Du)D,-jqub(x,u,Du), 1.7)

dabei seien a’/(x,z, p), i, j=1,...,nund b(x, z, p) auf ganz Q x R x R" definiert
und es gelte a’/ = a/’.

Definition 1.12. Sei U c QO x R x R". Dann heif3t der Operator Q elliptisch in U,
wenn es ein A(x, z, p) und ein A(x, z, p) gibt, so dass fiir alle £ ¢ R” — {0} und fur
alle (x,z,p) € U gilt

0< )L(x,z,p)|£|2 < aij(x,z,p)fifj < A(x,z,p)|£|2. (1.8)

Ist aulerdem A(x, z, p)/A(x,z, p) in U beschrankt, so nennen wir Q gleichmdifSig
elliptisch in U. Gilt anstatt A(x,z, p) > 0 nur A(x,z, p) > 0, so nennen wir Q degene-
riert elliptisch in U.

Definition 1.13. Der Operator Q ist in Divergenzform, wenn es differenzierbare
Funktionen A'(x, z, p),..., A"(x,z, p) gibt, so dass gilt

Qu = D;A'(x,u, Du) + B(x, u, Du) (L9)

also in (1.7)

(Dg, A (x,2,p) + Dy, Al (x,2,p)). (1.10)

N | =

a¥(x,z,p) =

Im Folgenden werden wir uns im Allgemeinen nur mit Differentialoperatoren
in Divergenzform beschiftigen. Sei daher nun

Qu = DiAi(x, u, Du) + B(x, u, Du),
mit A’(x,u, Du), i =1,2,...,nund B(x, u, Du) lokal integrierbar. Differentialope-
ratoren in Divergenzform haben den Vorteil, dass sie fiir eine wesentlich groflere

Klasse von Funktionen definiert werden konnen als in der klassischen Theorie:

Definition 1.14. Eine Funktion u € W*?(Q), p > 1 heif3t schwache oder verallgemei-
nerte Losung von Qu = 0 bzw. erfiillt Qu = 0 im schwachen oder verallgemeinerten
Sinn, wenn gilt

/Q A'(x,u, Du)Din + B(x,u, Du)y dx =0 fiiralle e Wy*(Q).  (111)

Entsprechend heifit obige Gleichung schwache Gleichung.



Drei Ungleichungen

Ist auflerdem D; A’ (x, u, Du) lokal integrierbar, so folgt aus dem Fundamental-
lemma der Variationsrechnung durch partielle Integration der obigen Gleichung,
dass eine schwache Losung u € C*(Q) auch eine klassische Lésung ist. Andersherum
erfiillt eine klassische Losung u € C*(Q) dann die schwache Gleichung.

Haufig ist es auflerdem sinnvoll Unter- und Oberlésungen von partiellen Diffe-
rentialgleichungen zu betrachten. Dabei heifSt u Unterlosung von Q, wenn gilt Qu > 0
und Oberlosung, wenn gilt Qu < 0.

Definition 1.15. Eine Funktion u € W"?(Q), p > 1 heifit schwache Unterlésung von
Q, bzw. erfiillt Qu > 0 im schwachen oder verallgemeinerten Sinn, wenn gilt

/QA"(x,u,Du)Dm+B(x,u,Du)n dx <0 firallene Wy?(Q),720. (L12)

Und sie heif3t schwache Oberlosung von Q, bzw. erfiillt Qu < 0 im schwachen oder
verallgemeinerten Sinn, wenn gilt

fQ A'(x,u, Du)Din + B(x,u,Du)n dx >0 firalley e Wg’p(Q), n>0. (L13)

Selbstverstindlich gilt auch fiir Unter- und Oberlésungen die Aquivalenz von
schwacher und klassischer Losung im Fall lokaler Integrierbarkeit der Funktion
D;A'(x,u, Du) und u € C*(Q).

Lemma 1.16. Sei f : R — R eine nicht-negative, konvexe, monoton wachsende Funk-
tion und sei u € W»P(Q) eine schwache Unterlosung des elliptischen Operators Q.
Dann ist f o u eine schwache Unterlosung von Q.

Fir einen Beweis siehe [GMO05, Lemma 8.9] und [Mos60, Lemma 1].

1.5 Drei Ungleichungen

Lemma 1.17. Sei (yi)ken, eine nicht-negative Folge und es gelte
Ve < by firk=0,1,2,...
mit Konstanten €, ¢ > 0 und b > 1. Dann gilt

rofar @l kg
&2 € 0 .

Yesc o ¢
Gilt aufSerdem
Yo<O=c:b 2,
dann ist
Yk <Ob e
und es folgt

Yk —> 0 fiir k — oo.

Beweis siehe [LU68, Lemma 4.7].
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Lemma 1.18 (Young’sche Ungleichung). Sei a, b, p,q € R™ mit % + é =1, dann gilt

P q
ab< 4 b—
P 4q
AufSerdem gilt fiir e > 0
p q
ab< el + s_q/pb— <eal + 9P,
q

Beweis siehe [Eva98, Appendix B.2].

Lemma 1.19. Seien wy,...,wy und @y, . .., N monoton wachsende Funktionen auf
dem Intervall (0,Ry) und fiir jedes 0 < R < Ry existiere eine Funktion @y, k €
{1,2,..., N}, die folgenden Ungleichungen gentigt

(i) d)k(R) > 8ow,-(R)fi2r i=1,2,....M und

(ii) @x(7R) < k@ (R),
mit 8y > 0 und 0 < k,7 < 1. Dann gibt es Konstanten C = C(N, M, 8y, k, T) und
B=PB(N,M,8,x,7)>0,sodass firallei=1,..., M und alle 0 < R < Ry gilt

B
wi(R) <C (RE) jglaXN (I)j(Ro). (1.14)

Diese Aussage bleibt war, wenn es im Intervall (0, Ry) eine Liicke (TR, R;] gibt
mit 0 < Ry < Ry in der die Ungleichungen (i) und (ii) nicht erfiillt sind. Die Konstanten
C, B hingen nicht von R, ab.

Beweis. Sei zundchst keine Liicke im Intervall (0, Ry) vorhanden. Dann konnen wir
fiir jedes R < R ein m wihlen, so dass gilt

"Ry < R<1"'Ry
und es folgt
R
log 2

m>—=2 (1.15)
log t

Also gibtes ein k € {1,2,..., N}, so dass nach (i) fiurallei = 1,2,..., M gilt
1
wi(R) < wi(Tm_lRo) < 5—6:)k(Tm_lR0). (1.16)
0

Diese Gleichung kdnnen wir nach (ii) iterieren, folglich gilt

id)k(f’“’lRo) < iK’”*ld)k(Ro)- (117)
80 60



Drei Ungleichungen 1.5

Auflerdem folgt aus (1.15)

R
Sk (Ro) < 5oL Ry,
80 801(
Zusammen gilt also
1 log (A)logx/logr -
wi(R) < —x ko @k (Ry)
60K

1 (R )logx/logr

=—(— ok (Ro).
50K Ro wk( 0)

Gibt es nun im Intervall (0, Ry) eine Liicke (7R, R ], in der weder (i) noch (ii)
gilt, gehen wir zunichst wie oben vor und wihlen uns fiir jedes R < Ry ein m, so
dass gilt

™Ry < R < 7" 'R,.

Ist dabei 7" 'R, in der Liicke, d.h. 7Ry < 7" 'Ry < Ry, dann folgt durch Divistion
mit 7, dass 7" 2Ry nicht mehr in der Liicke liegt, denn es gilt R; < 7" 2R,. Somit
erhalten wir

"Ry < R< 1R,

Da ferner 7" R fiir steigende | wéchst, und somit 7m-1 Ry fur [ =2,3,...,m nicht

in der Liicke liegen, erhalten wir, analog zu obiger Rechnung — wir ersetzen in (1.16)
! durch 72,

1 R logk/logr_
( ) @i (Ro)

w;(R) < — | =—
l( ) 60 K2 R()
fireink e {1,2,...,N}und firallei=1,2,..., M.

Ist dagegen 'Ry < TR}, so kdnnen wir nicht ohne weiters wie in (1.17) iterieren,
da (ii) nicht fiir alle 7"~ 'R, gilt. Sei nun [/ die grofite Zahl die "Ry < 7R, erfiillt,
dann ist . )

— (1" Ry) < —«' @ (7" Ry)

& 8o
und es gilt 7R; < " 1=IRy < R,. Wie oben gilt aber auch hier R; < 7" 27IR, und es
folgt, dank Monotonie und durch Iteration,

1 1 1
— ' (t"Ry) < — ' @p (12 Ry) < — k" 2@k (Ro).
do do 0o

Wir haben also auch hier

w,-(R) <

1 R logx/log‘r_
( ) @ (Ro).

80K2 R_O

SchlieBlich erledigt sich der Fall 'R, > R; von selbst, da hier genau so vorge-
gangen werden kann wie am Anfang des Beweises. [ ]

15






Kapitel 2
Die p-Laplacegleichung

Sei O € R", n > 2 ein Gebiet und p > 2. Fiir den Beweis von Satz 1.1 benétigen wir
ein paar grundlegende Eigenschaften der p-Laplacegleichung

-D; (|Dul?D;ju) =0 inQ (2.1)
und die einer mit dem Parameter ¢ > 0 regularisierten Version dieser Gleichung auf
einer Kugel B(R) c Q

~D; ((|DulP + &) D;u) =0 in B(R). (2.2)

Wir beschranken uns bei der Darstellung der Eigenschaften auf die Elliptizitat
und die Existenz und Eindeutigkeit der Losung und verweisen auf Serrin [Ser64],
Marecellini [Mar91], Lindqvist [Lin06] und Chipot [Chi09] fiir tiefergehende Betrach-
tungen dieser beiden Gleichungen.

2.1 Elliptizitat

Lemma 2.1. Der p-Laplaceoperator &, u = D; (|DulP~2D;u) ist degeneriert elliptisch
inU=QxRxR"mit A(q) = |q|P~% und A(q) = (p-1)|g|P~>

Beweis. Esgilt A'(x,z,q) = A'(q) = |q|P2qi, i =1,..., n. Berechne zunichst a'/:
Dy, A(q) = Dy, (lal"*)q; + 8 |ql"?

P2
=Dy, (gt +--+4q;) * q;+8ijlqlP~?
:1’_‘2(q§+...+qi)"7’4

> Dy, (47 +-+4,) qj +0ij g~
= (p-2)lal""qiq; + 8ijlql"~
= quAi(CZ)
Damit gilt also a”/(q) = (p —2) |q|"~*qiq; + 8i;|q|P . Betrachte nun
a’(q)&&j = (p-2)|alP*qiq;&:&j + 8ij1qlP &,
= (p-2)1alP~"(qi&)* +lal" 2|,

17
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wobei hier die Summe auferhalb (g;£;)? gebildet wird. Einerseits ist der erste Term
der letzten Zeile dieser Gleichung positiv und andererseits gilt nach der Holder-
Ungleichung (g;£;)* < |q|*|&*. Daraus folgt

gl (&P < aV(q)&:; < (p - 1)lglP 28,
denn es folgt aus der Holder-Ungleichung
a"(q):&; = (p-2) gl (q:€0)* + 1al ¢
< (p—2)lqlP~*|qP| & + lqP 72| &?
= (p-1D)lql"?I8P" m

Lemma 2.2. Der Differentialoperator £, . u = D; ((\Du|p‘2 + s) D,-u) aus (2.2) ist
fiir alle & > 0 gleichmdpig elliptisch in U = Q x R x R" mit A(q) = |q|"™ + e und
A(g) = (p-DlqlP? +e

Beweis. Gehe vor wie im vorherigen Beweis. Es ist daher AL(g) = (|q|? + ¢) q; fiir
i=1,...,n. Also folgt

al &8 = (p-2)1al ™ (g:&)” + (|l + )|E

Und mit dem selben Argument wie im vorherigen Beweis folgt hieraus

(g1 +&)I& < a ()& < ((p - 1)IglP > + &) |&,

Es bleibt noch die Gleichméfligkeit zu zeigen. Betrachte dazu

A(g) _(p-Dlgl"?+e gl +
A(q) lqlP=2 + ¢ lqlP~ 2+8

Das nichste Lemma ist aus [Mar91] und behandelt eine aus der Elliptizitit fol-
gende Eigenschaft der regularisierten Gleichung.

<(p-Di5 S <p-1 u

Lemma 2.3. Fiir alle &, 1, q € R" und fiir alle ¢ > 0 gilt

|Dq, (q) 51’7}‘ < C(Dq]Als(CI) fzf}) (|Q|p 2y ‘9) ||
Beweis. Da die Matrix (quAi)i, j positiv definit ist, wird durch

(&n) = Dq, e(Q) 51’1]

ein Skalarprodukt definiert. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Elliptizi-
tat folgt somit

(&< (882 (n.n)?
(quAi(Q) 5151) (quAs(Q)” ;)
(p—1)(Dy,A Q) &&)7 (12 +e) In m

N

IN



Existenz und Eindeutigkeit der Losung 2.2

2.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit bendtigen wir eine Folgerung aus
dem Hauptsatz iiber monotone Operatoren (cf. [Chi09, Abschnitt 17.3]):

Satz 2.4. Sei X ein reflexiver Banachraum und A ein stetiger Operator von X in den
dualen Raum X' und sei f € X'. Sei A aufSerdem strikt monoton und koerzitiv, d.h. es
gelte

(Au—Av,u—v)>0 firalleu,veX,u+v

und
(Av,v) [|v] — +oo  fiir |[v| - +oo,

wobei |-| die Norm des Banachraumes X und (-,-) das Dualititsprodukt von X' und
X sei, d.h. (Au,v) = (Au)(v). Dann hat die Gleichung

Au=f
eine eindeutige Losung in X.

Lemma 2.5. Fiir jede Randwertbedingung h € W“P(Q) existiert eine eindeutige
schwache Losung u € WP(Q) des Dirichletproblems

(2.3)

-D; (|DuP*Dju) =0 inQ
u="h aufoQ,

wobei hiermit gemeint ist u — h € Wol’p(Q) und

/Q |DulP2D;uDivdx =0 fiirallev e W(}’p(Q).

Beweis. Seien il,v € WOI’P (Q) und sei A ein Operator von WOI’P () in den Raum
der linearen Abbildungen Wol’p (Q) - R mit

(Ad,v) = / \Dii + Dh|P"2(Dyii + Dih) Dyv dx.
Q

Wenn A eine stetige Abbildung von Wol’p (Q) in den Dualraum (Wé’p (Q))" ist und

A aufSerdem koerzitiv und monoton ist, dann kénnen wir Satz 2.4 mit X = Wé P(Q)
anwenden, d.h. dann besitzt das Dirichletproblem

-D; (|Dii + Dh|P™*(D;it + D;h)) =0 in Q
2=0 aufoQ

eine eindeutige Losung i € Wé’p (Q). Definiere nun u := i + h. Durch Einsetzen in
obiges Problem erhalten wir (2.3).

Wir weisen nun nach, dass A ein koerzitver, monotoner und stetiger Operator
von WOI’P (Q) in den Dualraum (Wg’p (Q)) ist.
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Kapitel 2 | DIE P-LAPLACEGLEICHUNG
Schritt 1. Zeige zundchst die Koerzitivitat. Sei dazu v € WO1 ?(Q) und betrachte

(Av,v) = f |Dv + Dh|P™* (D;v + D;h)Dv dx
Q
- f \Dv + Dh|P dx - fQ \Dv + Dh|P~2 (D + D;h)Dih dx
>|v+hf 2.0 ‘/;2 |Dv + Dh|P™!|Dh| dx (nach Cauchy-Schwarz)

> v+ h|1p o= p_—l f |Dv + Dh|f - 1—1) /Q |Dh|P (nach Young)

p|V+h|1pQ |h|1pQ

Wir lassen nun [v]; p,o — +oo laufen. Dann kénnen wir 3|v|; p.q > |kl p,q an-
nehmen. Folglich gilt nach der Dreicksungleichung

<AV,V> |V+h|1pQ |h|1pQ

|V|1,p,0 = vhpo v]p.0

p
(|v|1,p,Q - |h|1,p,Q) |h|1p Q

VILp0 Vhpo
Flipa 1 Mg
( Moo (Whpo - |h|l,P,Q)P N
|V| Lp.Q |V|LP’Q
1 p1 1
>3 (Whpo = lHhpa)™ - 5.
Und somit
Av,
(Av,v) —> +oo filir |[v]ypq = +oo.
|V|1,p,Q

Schritt 2. Betrachte fiir die Monotonie zunichst?

(&P~2& = [nlP~*n:) (& = i)
= [P +|nlP = (1EP72 + |nP=*) &

= 817+ 1P = S8 + 1P 2) (& + 1 - € - nP)
= 2187 = gl )18 - 1) + 587 + P )lE - P
> (&2 Il -

* Wir benutzen, dass fiir &, 5 € R" gilt: 28, = & + y7 — (& — ) = [EF + |y = |E -4
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Existenz und Eindeutigkeit der Losung
Hiermit erhalten wir fiir v, w € Wol’p(Q), v+wund = Dv+ Dh,y=Dw+ Dh

(Av — Aw,v —w) = /Q (\f\pﬁzf;‘ - |77|p7277i) (& —ni)dx
>3 [0 el ) - dx

1
- f (IDv + Dh[P™2 +|Dw + Dh|?2) |Dv - Dw|* dx.
Q

Dav,we Wol’p(Q) folgt aus v # w auch Dv # Dw.* Dann findet sich eine Menge M
mit Dv # Dw auf M und |M| > 0 und es gilt

1
(Av— Aw,v —w) > 3 / (|Dv + Dh|P~* + |Dw + Dh[P~*) |Dv - Dw[* dx > 0
M

Schritt 3. Wir zeigen nun, dass der Bildraum von A tatsachlich ( W(} P(Q))" ist. Dazu

reicht es aus die Beschrinktheit von Au fiir alle u « Wé’p (Q) zu zeigen, da die
Linearitét sofort aus der Linearitat der Differentialoperatoren D; und der Linearitat
des Intergrals folgt.

Seien also u, v € Wg’p (€)). Wir benutzen nacheinander die Holder-Ungleichung
fir Summen und die Holder-Ungleichung fiir Integrale:
[ (Au, v) | = / \Du + Dh|P~2(Du + Dih)Dyv dx
o

< / |Du + Dh|P™' |Dv| dx
Q

p-1

< (/Q \Du + Dh|? dx)7 (/Q IDv]? dx)

= [u+hl o - Mhpa < oo

=

Folglich ist auch A beschrankt und es gilt

| Au] < Ju+ bl o < oo, (2.4)

wobei ||-|| die Norm des Dualraums (Wg’p(Q))’ sei.

Schritt 4. Als letztes zeigen wir die Stetigkeit von A. Seien dazu u,v Wol’p (Q)
und sei (uy) c Wol’p(Q) mit u; - uin WS’P(Q) fir k — +oo. Insbesondere gilt
also |Dug| — |Dul in LP(Q) fiir k — +oo und damit gilt |Duy + Dh| - |Du + Dh|

* Dennesgilt [,(v—w)Dip dx = — [, Di(v —w)¢ dx fiir alle ¢ € C°(Q).

2.2
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natiirlich ebenfalls. Analog zu obiger Rechnung erhalten wir®
| (Au - Aug, v)| = fQ \Du + Dh|P"2(D;u + D;h)Div dx
- /Q \Duy + Dh|P"%(Djuy + D;ih)Dyv dx

< f (IDu + Dh{P™" = |Duy, + Dh?™) |Dv]| dx
Q

p-1
PN
< (/Q(|Du+Dh|P‘1— |Duy + Dh[P") dx) !

1
(/ |Dv|P dx)p
Q
=

<C (f Du + Dh|? - |Duy + Dh|? dx) " hpo.
Q

Es gilt also, da u; — u fiir k - +o0

p-1

P

||Au—AukH§C(/ \Du + Dh|P - |Duyg + Dh? dx) —0 firk > +oo. m
Q

Lemma 2.6. Fiir jede Randwertbedingung h € WP(Q) existiert eine eindeutige
schwache Losung u € W-P(Q)) des Dirichletproblems

-D; ((|IDuP* + &) Diu) =0 inQ
u=h aufoQ.

Da der Beweis bis auf ein paar Kleinigkeiten identisch mit dem vorhergehenden ist,
verzichten wir an dieser Stelle auf seine Ausfithrung.

S Fira,b>0undq>0gilt: (a+b)1 <277 (a? + b?)
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Kapitel 3
Der Beweis von L. Evans

Wir wollen uns nun Evans Beweis von Satz 1.1 widmen. Sei Q) ein Gebietin R*, n > 2
und p > 2 fest. Zunichst betrachten wir die Gleichung

- D; ((|Duf[P> + &) Dju®) =0 in B(Ro) (3.1)

mit & > 0 auf einer Kugel B(Ry) c Q mit Radius Ry und Mittelpunkt x°. Der Beweis
folgt aus einer Reihe von Propositionen und Lemmas, die wir in den nichsten drei
Abschnitten behandeln.

In Abschnitt 3.1 werden wir eine Holder-Abschitzung des Gradienten Du® in
einem Degenerationspunkt, bzw. wenn gilt Du® = 0, mithilfe einer Modifikation
der Methode von Moser [Mos60] beweisen. Diese Abschdtzung werden wir in Ab-
schnitt 3.2 auf jeden Punkt der Kugel B(R/2) erweitern.

Schliefilich zeigen wir in Abschnitt 3.3, dass das Dirichlet-Problem

-D; ((|Du*lP* + &) D;u®) =0 in B(Ro) s
u®=Ssu auf 0B(Ry) (32)

eine glatte Losung u® hat, deren Gradient unabhingig von ¢ und § beschréankt ist
und die fiir ¢, § > 0" gegen ein v konvergiert, das die p-Laplacegleichung (1.1) in
B(Ry) 16st. S4 ist hierbei wieder der Glattungsoperator.

Die Eindeutigkeit der Losung von (3.2), die wir im vorhergehenden Kapitel
gezeigt haben, liefert uns dann u = v auf B(R¢) und die Aussage des Satzes folgt
aus der Uberdeckung jeder in ) kompakt enthaltenen Teilmenge mit endlich vielen
solcher Kugeln.
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3.1 Eine a-priori Abschatzung des Gradienten in einer Umge-

24

bung eines Degenerationspunktes

Sei & > 0 beliebig und sei mit u® € C*(B(Ry)) zunichst eine Glatte Losung von (3.1)
gegeben®. Wir nehmen fiir diesen Abschnitt auflerdem an

Duf(x") =0 (3.3)
und
sup |Duf| < K. (3.4)
B(Ro)

Definiere nun fiir 0 < R < Ry

M(R) = sup |Duf|.
B(R)

Unsere erste Proposition behandelt die Holder-Stetigkeit des Gradienten Du® na-
he Du® = 0. Wir werden zeigen, dass es eine von ¢ unabhiangige Holder-Abschétzung
tir Du® gibt. Die Unabhidngigkeit von ¢ ist insbesondere deswegen so bemerkenswert,
als fiir ¢ = 0 im Punkt Du = 0 ein Degenerationspunkt vorliegt.

Proposition 3.1. Sei u® € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1) und es gelten die Annah-
men (3.3) und (3.4). Dann gibt es Konstanten C, = C(p, n) und 8 = (p,n) >0, so
dass gilt

M(R) < ClK(R%)'B.

Ci und f3 hdngen dabei nicht von € ab.

Den Beweis dieser Proposition erhalten wir aus einer Reihe von Lemmas sowie
ein paar einleitenden Bemerkungen. Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir
den e-Index zunichst weg und schreiben statt u® einfach nur u. Wir definieren

M (R) = sup +uy,.
B(R)

Dann muss es einen Index i geben, so dass entweder gilt
M (R) > ——M(R)
1 - \/E
oder

1
n

M; (R) > —M(R).

Denn fiiralle 0 = +, - und i = 1,..., n gélte andernfalls

VAM{ (R) < M(R),

S Wie wir in Abschnitt 3.3 zeigen werden, existiert fiir jedes 0 < ¢ < 1 eine Losung u° € C**(B(Ro)).
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ein Widerspruch, denn sofort wiirde folgen

M(R)2 = sup (1/13261 o4 uin) <n max sup ui =11 max M?(R)z < M(R)z,
B(R) i=l,..., n B(R) iiT-h_

Sei daher nun, eventuell nach Umordnung der Koordinatenachsen,

1
M (R) > —=M(R) > 0. 35
[(R)2 M) 65)

Wir wollen uns nun dem ersten Lemma zuwenden. Es behandelt die Eigen-
schaften einer sehr niitzlichen linearen Differentialgleichung, welche aus (3.1) durch
Differentiation hervorgeht.

Lemma 3.2. Sei u € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1), dann ist die (lineare) Differen-
tialgleichung

- D; (Aiijv) =0 inB(Ry) (3.6)
mit N
Alej = a,-j |Du|p_2 + S(Sij
und
(p-2) 52 L5 fir|Dul +0
aij = |Dul? K
8ij fiir |[Du| =0

elliptisch mit
A=|Duff?+¢ und A=(p-1)|Dulf™+¢

und es gilt B
|AY| < (p—1)|Dulf? +e. (3.7)

Weiterhin sind v := M,f(R) F Uy, und w = uy,, fiir k =1,...,n, schwache Losungen
dieser Gleichung.

Beweis. Zeige zuniachst die Elliptizitit. Betrachte dafiir den Differentialoperator
QV =D; (AISJD]‘V) = AZ]DUV + D,A;JD]V
Setze nun g := Du und betrachte fiir e R", £+ 0
AVEE = (aijlqlf~ + £dyj) &i€;
= |q|p_25ijfifj +(p-2) |q|p_411iq]fifj +£0;;&:&;
=alP21E? + (p - 2) lalP " qiq; &85 + el ¢
=lalP 18P + (p - 2) lalP~* (9:6:)* + €lél’,

wobei hier die Summe aufierhalb von (q;£;)? gebildet wird. Da einerseits (g;£;)* > 0
ist und andererseits, nach der Holder-Ungleichung, (g;&;)? < |q|*|¢J%, erhalten wir
die Elliptizitit von Q aus obiger Formel:

(gl + &) & < AVEE < ((p-1) P~ + &) [&.

3.1
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Weiterhin ist fiir g = (q1,...,9,) mitg; >0,i=1,...,n,

GG ST+ 4 <G+ + 5 =gl

also .
4l

Dies impliziert die Abschétzung

U, Uy,
| Duf?

]aij|§\5ij\+(p—2) <p-1L

Woraus folgt
A< (p—1) [Dul ™ +e.

Es bleibt noch zu zeigen, dass v = M;" (R) ¥ uy, und w = u,, schwache Losungen
von (3.6) sind. Sei k € {1,..., n} beliebig und betrachte die schwache Gleichung

-/;3(12 : (|Du|p—2 +¢)DiuDindx =0 firallene CZ(B(R)).
0
Fir ¢ € CZ°(B(Ro)) setzen wir in dieser Gleichung 7 := Dy ¢ ein. Es folgt
0= DulP™2 +¢)D;uD;D,o dx
B(Ro) (| | ) kP
= Dulf™* + &) Dju DyD;¢ d
/B(RO) (|Du| ¢) Diu DyDj¢ dx

- _ p-2 . .
/;S(RO)Dk((|Du| +e) D,u) Dip dx

Sei nun M := {x € B(Ryg) : |Du(x)| # 0}. Dau € C*(B(Ry)) ist M insbesondere
offen und auf M€ ist [Du(x)| = 0. Damit gilt fiir alle ¢ € C°(B(Ro))

j Di|DulP™ D;uD;¢ dx = / Dy|DulP™ D;u D;¢ dx
B(Ro) M
=(p-2) /M |Du|P_4uxjux,.Djuxk D;¢p dx

= (p-2) [ Dul’"

2 WU
|Dul?

Djuy, Dig dx

Denn die Ableitung von |Du[P~2 errechnet sich wie folgt

p=2
Di|DulP? =Dy (u +-+uj ) ?

-2 P4
P v ) T D (a4 i)
-2 4
= p2 (2 +-+ul ) 7 2(uyDyix, + -+ ux, Dytiy,)

= (p-2) [DulP*uy,Djuy,.
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Zusammen gilt also fiir alle ¢ € C2°(B(Ry))
0= Dy ((|DulP* + ¢) D;ju) Do d
B(R) k((\ ul e) u) o dx
= Dy|DulP™% D;u D; dx+/ Dul|P™ + ¢) DyD;u D;¢ dx
Sy, eI pdx+ [ (IDuP +e) DD Dig
U Uy,

= —_ p—2
(p-2) [ w5

= ii|DulP™ + €8;;) Djuy, Dip d
/B(Ro)(a1| ulf~*+e ]) jthx, Dig dx

Djuy, D;¢ dx+/ (|Du|f’_2+ s) 0iiDjuy, Dip dx
B(Ro)

- /B(RO) AYDiu, Djg dx.
Hieraus folgt die Behauptung, da Djv = ¥Dju,, und D;jw = Djuy,. [ ]

Das nichste Lemma sichert uns, dass wenn u,, auf B(R) im Mittel sehr nah an
seinem Supremum M (R) ist, uy, strikt positiv auf B(R/2) ist. Fiir dieses Lemma
lassen wir die Voraussetzung (3.3) zeitweilig fallen.

Lemma 3.3. Sei u € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1) und es gelte die Annahme (3.4).
Dann gibt es eine Konstante gy = go(p, n) > 0, so dass aus

O R = )" dx < o (R) 69
B(R)
folgt
.
inf uy, > My (R)
B(R/2) 2

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.

Schritt 1. Setze zur Abkiirzung M; := M; (R) und sei, wie in Lemma 3.2, v := M — uy,
eine schwache Losung der Gleichung (3.6), d.h.

B(Ro)

Wihle nun als Testfunktion in dieser Gleichung die Funktion 7 := (*(v — k)*,
wobei { € C°(B(R)), { > 0 eine spater genauer zu definierende Abschneidefunk-
tion sei, welche auflerhalb von B(R) identisch verschwinde. Sei auflerdem k eine
Konstante mit
M,

0<k< TR (3.9)

Wir erhalten
AIDwD; (P(v-k)*) dx=0
«L(Ro)g V](C(V )) x

3.1
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und nach Anwendung der Produktregel”
f AYDw (2(D;¢(v - k)" + Dj(v - k)*) dx =0.
B(Ro)
Mit Dj(v - k)* =0, wennv < k,und D;(v - k)" = Djv, wenn v > k, folgt

A{ Dy Dy (% dx| =2 f AY D D¢ (v-k)* dx|.
| /I;(R)ﬂ{wk} € v JV( x| | B(R)ﬂ{v>k} € v ]( (V ) ( X|
Mit der Abschitzung (3.7) und der Elliptizitét von (3.6) folgt

/ (|DufP= +¢) |Dv|* {* dx
B(R)n{v>k}

<(p-1 DulP~? D;v| |D; -k)*¢d
<(p-1) B(R)m{v>k}(| ulP? +¢) [IDiv| |Di| (v—k)*( dx

wobei die rechte Seite tiber i, j = 1,. .., n summiert wird.
Wende auf die rechte Seite nun die Young’sche Ungleichung ab < 1a® + 16 mit
a=Y;|Dw|{und b=} ;[D;{|(v - k)" an. Wir erhalten

Dul|P~? Dv*? d
Lo (7€) D

1

2 ~/;3(R)n{v>k}
Cf — k)" (|DulP™* + £) |DC? dx.
i B(R)n{v>k}(v ) (l g +8)’ ¢ dx

(|DulP~? +¢) [Dv|*¢* dx

Nach dem ,,Riiberbringen des ersten Terms der rechten Seite erhalten wir

p-2 272 o+ -2 )
Sy D7 + ) DA dx<C [ (=B (Dl + ) DG

< C(M(R)P 2 +¢) fB CE K)*'IDCP dax.

Wenn wir nun den Integrationsbereich des linksseitigen Integrals verkleinern,
kann das Integral nicht wachsen. Daher ist die linke Seite grofler oder gleich

f (IDufP + &) |Dv L dx.
B(R)n{k<v<k+iM}

Auf der Menge {x € B(R) : v = M; — uy, < k + M} gilt nach (3.9) und (3.5)
Uy, > EMl k> lMl > LM(R).
4 4 n

4\/n

7 Die Produktregel kann angewendet werden, da - nach Fortsetzung durch 0 - gilt { € C°(Q)
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Hieraus folgt auf der Menge {x € B(Ry) : k <v < k + ;M }

2

-2
|Du|P™? = (u,zCl + Uy, et uin)pT

p-2

2 T
>((LM(R)) +ul +---+u2)
= 4\/E X2 Xn

[z

= CM(R)P™?

Durch Einsetzen dieser Abschétzung in die Obige erhalten wir

(M(R)" 2 +e) [

|Dv[*¢* dx
B(R)N{k<v<k+iM;}

< C(M(R)P 2 +¢) jB CE K)*¥IDCP dx

und somit, durch kiirzen der beiden (M(R)?2 + ¢) Terme,

D 202 dx < C k) IDY* d 3.10
S PHOIC dx<C [ (v k)7 DY dx (.10)
mit
0 furt <k
Or(t)=4t-k firk<t<k+1iM (3.11)

iMl furt > k + iMl-
Denn es gilt
D;v fl.:ll'kSVSk-l‘%M]

0 sonst.

Di¢i(v) ={

Weiterhin ist ¢5(v){ € Wy*(B(R)), denn es ist { € C2°(B(R)) und ¢}, stiick-
weise stetig differenzierbar. Wir konnen also die Sobolev-Ungleichung auf ¢ (v){
anwenden®. Wir erhalten

(/B(R) 6 (v)([2 dx)

Aus oben genannten Griinden kénnen wir auflerdem die Produktregel anwenden
und erhalten fiir den rechtsseitigen Integranten

IDi(¢k (V) = (Di(¢x (v)())? = (Digy(v){ + $i(v) Di()?
<2(Dig(v)()? + 2(¢x (v) Di{)*.

® Im Fall n = 2 konnen wir die kompakte Einbettung W"*(B(Ro)) — L%(B(Ry)) fiir alle g > 2
benutzen. Die entsprechende Modifikation dieses Beweises lassen wir zum Zwecke der Ubersichtlichkeit
allerdings aus.

n-=2

n

$C [, o P@OMOP dx.

3.1
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Es folgt also

n-=2

(/;(R) |¢k(V){|% dx) " < C_/;;(R) |D(/>k(v)|2(2 dx + C_/;(R) ¢k(V)2|D(|2 dx.

Aus der Definition von ¢y folgt sofort ¢, (v) < (v —k)*. Hiermit und mit (3.10) folgt
aus der vorherigen Gleichung

n-2

Pdx) " <C — k)" D¢ d
([ lec0# dx) " <c [ v-0)"DGP dx
< C sup ]D(\Z/ (v—k)Jr2 dx. (3.12)
B(R) B(R)

Schritt 2. Definiere fiir m = 0,1,2, ...

2 2m 2
r R 1
LA T

und wihle Abschneidefunktionen {,, € C°(B(Ry)), 0 < {,y <1, so dass

[, = 1 auf B(Ry41)
"7 10 auBerhalb von B(R,,)
und o
DGl <

Verwende nun die Ungleichung (3.12) aus Schritt 1 mit R = R,,, k = k;, und
{ = {,» und verkleinere das Integral auf der linken Seite auf die Kugel B(R+1), so
dass { = 1ist. Zusammen mit der Abschitzung fiir [D{]| erhalten wir

n-=2

2n o c4m 2
W5 d <2 — k)" dx. 313
( Lo 0 ()7 N [ (=) e G0

Definiere fur m = 0,1,2,...
2
= dx.
Tm ff;(Rm)¢km(V) *

Da ¢, (v) = (v— km)* nurauf {x € B(Ry) : v(x) > 1M + k,} gilt, folgt auf dieser
Menge die Ungleichungskette’

(3.5) (3.11)
(v—km)" <CM(R)?* < CM? < Coy, (v)2

Somit folgt
T < / (v = kn)* dx < Clm. (3.14)
B(Rm)

® Esgilt: (v— k)" < (M —1y)* < 2M? < 2M(R)?
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Schritt 3. Betrachte nun die Menge
{x € B(Rp+1) : ¢k,,,,(v) >0} = {x € B(Rpps1) : v > ka1 }-

Da ky, < kyy ist, im zu integrierenden Bereich v > ky,4; gilt und R,, > Ry,4; ist,
erhalten wir

(v- km)Jr2
DR > ksl = [ (k)
{x € B(Rjy41) : v il (xeBRusr): vokmst} (V — )"
1 2
< —km)" d
" (kme1 — km )? /{xeB(Rmﬂ):wkm}(v )" dx
1 2
=—" -k, d
(km+1 - km)2 /;(Rmﬂ)(v ) *
4m+2 5
<— / (v—km)" dx
M JB(Rwm)
c4m
< —Jm
M;

Wenn wir nun die Hoélder-Ungleichung auf J,,.; anwenden und die beiden Mul-
tiplikanten nach (3.13) und nach obiger Ungleichung abschitzen erhalten wir, da die
Funktionenfolge (¢, ) monoton fallend ist

Jm+1 = -/f‘;(RmH) (pkmﬂ(v)z dx
n-=2

: (/za(Rm+1> P ()7 dx)T {x € BRpar) : i, (v) > O}

n-2 2
2n [ C4™ n
< (/;}(Rmﬂ)‘/)km(v)”z dx) -(W]m)

~ 2
c4m c4m " Czcén 1+2/n
< . D e—— .
) ( R? ]m) ( M; ]m) rR2M™ I

Wenn also gilt
Jo < / v dx = / (M - uy,)* dx < egM? [B(R)|.
B(R) B(R)

so folgt nach Lemma 1.17"°

Jmw — 0 fiir m — +oo0.

10 Setze dazu in Lemma 1.17 [ := m, ¢ := %, Vi = Jms € 1= CzszM#/” und b := C}'. Dann ist, mit
IB(R)| = waR",

2 2
9= Vepe £0M12|B(R)| und ¢ = w;IC;"/ZC;M" .
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Aus (3.14) folgt zusammen mit der Definition von R,, und k,

inf v< %
B(R/2) 2

Es folgt die Behauptung des Lemmas durch Einsetzen von v. |

Lemma 3.4. Sei u € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1) und es gelten die Annahmen
(3.3), (3.4) und (3.5), d.h.

|Du(x°)| =0, sup |[Du|<K und M (R)> LM(R).
B(Ro) vn
Dann gibt es Konstanten A = A(n, p) und y = u(n, p) mit 0 < A, u <1, so dass gilt
{x € B(R) : uy, (x) < AM;"(R)}| 2 u[B(R)|. (3.15)

Beweis. Wir filhren den Beweis indirekt und nehmen an, dass (3.15) fiir ein A und ein
p, die noch ausgewidhlt werden miissen, nicht zutréfe. Sei nun wieder M; = M; (R)
und definiere
{uy, <AM;} :={x € B(R) : uy,(x) < AM},
{AM; < uy, < My} :={x € B(R) : AM; < uy,(x) < Mi}.

Es gilt

1
IB(R)| /{uuz, <Ab}

1

+ —_—

IB(R)| J{AMi<us, <mi}

Jg(R)(Ml—uxl)Jrz dx = (Ml—uxl)Jr2 dx

(M - uxl)Jrz dx.
Das erste rechtsseitige Integral lasst sich dank unserer Annahme wie folgt abschitzen:

1 (Ml—u )+2 dx < |{uX1 S)‘1\/Il}|
X1 =

M? < uM?.
B(R)| J (w20t} B(R) LT Hh

Und fir das Zweite erhalten wir
b (My = )" dix < {AM < uy < My}
X >
IB(R)| J{AM<ux, <My} ! |B(R)|

<C(1-21)*M2.

(1-A)°Mm;

Zusammen folgt demnach
Jg(R)(Ml — ) dx < C((1- V)2 + p) M2 < egM2. (3.16)

mit ¢ > 0 klein genug und A < 1 grof8 genug und mit ¢y aus vorherigem Lemma.
Dann folgt aus dem selben Lemma

M
inf u,, > RN 0,
B(§) 2

ein Widerspruch zu (3.3). [
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Wie man leicht sieht, reicht die Ungiiltigkeit von (3.16) fiir den Beweis des Lem-
mas aus. Wir notieren das fiir den spéteren Gebrauch.

Korollar 3.5. Sei u € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1) mit beschrinktem Gradienten
und es gelte

2
Fra M (R) = 10) dix > o (R

mit &y aus Lemma 3.3. Dann gibt es Konstanten A = A(n, p) und p = u(n, p), mit
0 <A, u <1, sodass gilt

[{x € B(R) : ux, (x) < AM" (R)}| 2 p|B(R)].

Laut Lemma 3.4 bleibt die Funktion u,, im Fall [Du(x°)| = 0 also auf einer
»ausreichend groflen” Teilmenge von B(R) um einen festen Faktor A < 1 kleiner als
ihr Supremum M;(R). Da u,, im Zentrum der Kugel B(R) verschwindet, konnen
wir eine Abschitzung fiir u,, auf B(R/2) herleiten.

Lemma 3.6. Sei u € C*>(B(Ry)) eine Losung von (3.1) und es gelten wieder die An-
nahmen (3.3), (3.4) und (3.5), d.h.

Du(x*)[=0, sup [Dul<K und M (R)> ——M(R).
B(Ro) \/ﬁ

Dann gibt eine positive Konstante y = y(p,n) <1, so dass gilt
+(R +
M, (5) < yM; (R). (3.17)

Den Beweis dieses Lemmas fithren wir mit einer abgewandelten Form einer
Methode von Moser [Mos60].

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.

Schritt 1. Schreibe wie in den vorherigen Beweisen M, fiir M; (R) und definiere fiir
0 > 0und dem A aus Lemma 3.4

Ml—x+5 - .
$(x) = s(x) := (_ln(m)) fur x < M;.

Wir zeigen zunéchst ein paar Eigenschaften von ¢, die in den folgenden Schritten
bendtigt werden:

¢ ist monoton wachsend und konvex,
(¢")* = ¢ fiir x # AM; + 8 und (3.18)
¢ =0firx <AM; + 6.

Da der Logarithmus monoton wachsend ist, ist fiir ein @ > 0 und x < a auch
~In(a - x) monoton wachsend und damit auch (- In(a - x))", also auch ¢, da ¢

3.1
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aus (—In(a - x))" durch entspechende Wahl von a und Streckung bzw. Stauchung
hervorgeht. Aulerdem ist In(x) konkav, woraus folgt, dass — In(x) konvex ist. Dann
ist aber auch —In(a — x) konvex und zusammen mit der Konvexitét von (x)* und
obigem Argument folgt die Konvexitit fiir ¢.

Weiterhin gilt

(/)(x):OQ—ln(%)SO@Ml—x+82M1(1—)L)st)tM1+8.

Hiermit folgt sofort (¢')? = ¢" = 0 auf x < AM; + 8. Und fiir x > AM; + § folgt durch
Nachrechnen:

I 1 "
(¢'(x))? = Oh—x70) ¢" (x). (3.19)
Schritt 2. Setze nun
w=¢(uy). (3.20)

Durch das vorherige Lemma und die Eigenschaften von ¢ erhalten wir
[{x € B(R) : w = 0} 2  |B(R)].
Damit gibt es ein 0 = 6(n) mit 3 < 6 < 1, so dass gilt
[{x € B(OR) : w =0} > g IB(R)|.
Denn andernfalls miisste fiir alle 3 < 0 < 1 gelten
[{x € BOR) :w=0}] < £ [B(R)]
ein Widerspruch, denn daraus wiirde folgen
#IB(R)| < |{x € B(R) : w = 0}]
<|{x€B(OR):w=0}+|B(R) - B(6R)|
< IB(R)|+ (1-0")IB(R)|
<p[B(R)],

fir hinreichend grofles 0 <1,da (1- 6") — 0 fir 6 — L

Es ist ferner w € W"2(B(R)), denn w ist auf B(R) beschrinkt und ¢y ist stiick-
weise stetig differenzierbar. Wende nun Lemma 1.6 auf w an, mit R := R und
N :={x € B(OR) : w = 0}, dann erhalten wir fiir eine Konstante C = C(y, 6, n)

_7[ w”dx < CR? ][ |Dw|* dx. (3.21)
B(6R) B(6R)

Schritt 3. Da ¢ monoton wachsend und konvex ist und v = u,, die partielle Diffe-
rentialgleichung (3.6) 16st, ist w eine nicht-negative Unterlosung dieser Gleichung
(siche Lemma 1.16):

f( )AijD,-ijr] dx <0 furalleye CZ(B(Ry)),n>0 (3.22)
B(Ro
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Auflerdem haben wir auf der Menge {x € B(Ry) : w(x) > 0}, also wenn gilt u,, >
AM; + 6 > AM,, die folgende Ungleichungskette

(35
M(R)P2 CMP > < C|DulP7? < CM(R)P2, (3.23)

wobei die Konstanten nur von # und p abhéngen. Also kdnnen wir die Iterations-
methode von Moser auf (3.22) anwenden, wobei wir die obige Ungleichungskette
benutzen um die |Du|P 2 Terme, die sich hinter den A verstecken, unter den Inte-
gralen zu kiirzen.!* Wir erhalten die Abschitzung

sup w?<C w? dx (3.24)
B(R/2) B(6R)
mit C = C(p,n, ).

Schritt 4. Wahle eine Abschneidefunktion { € C2°(B(R)) mit 0 < { <1lund { =1auf
B(6OR), sowie
C

e (1 6)R’
Setze nun 1 = ¢/ (uy,)(* > 0 in (3.22) ein. Wir erhalten

(3.25)

AVD;wD;(¢' 2)dx <0
Sy, ATDDIP (1)) dx

Die Ableitung der Abschneidefunktion berechnet sich aufgrund von ¢” = (¢')?
und Djw = ¢’ (uy, ) Djuy, wie folgt

Dj(‘Pl(uxl)(z) = ¢,,(ux1)Djux1(2 N 2‘/’/(”::1)(13]'(
= ¢'(ux) (DjwC +2(D;().
Es gilt also
fB(RO) AIDiw ¢/ (uy,) (Dw(* + 2{Dj{) dx < 0.

Auflerdem ist ¢' > % (siehe (3.19)), somit folgt
f AYDywDiw (P dx +2 / AU Dyw (D dx <0.
B(Ro) B(Ro)
Die Elliptizitat liefert uns
/ (1D + &) |Dw[ dx < -2 j AYDyw{D,{ dx.
B(Ry) B(Ry)

Da die linke Seite offensichtlich grofier 0 ist, ist auch die rechte Seite grofier 0 und
wir erhalten nach der Dreiecksungleichung fiir Integrale und Abschitzung (3.7)

/ (1Dl + &) [DwP P dx < C / (IDul?™ + £) |Diw| ¢ |D;¢] dx,
B(Ro) B(Ro)

! Einem ausfiihrlichen Beweis dieser Folgerung aus der Iterationsmethode von Moser widmen wir uns,
aufgrund des Umfangs, in Abschnitt 3.4.
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wobei die rechte Seite iiber i und j summiert wird.
Die Young’sche Ungleichung ab < ja*+3b” mita = 3; [D;w|{und b = 3 |D;{]
liefert die Abschétzung

/ (|Du|P*2 + 8) |le2<’2 dx < g / (|Du|p72 i 8) ’DW‘ZCZ dx
B(Ro) 2 JB(Ro)

C
= DulP™? D(? dx.
+2 B(RO)(] ul +s)| {|"dx

Nun bringen wir noch den ersten Term der rechten Seite auf die andere Seite
und verkleinern das Integral auf B(6R) und erhalten

/ (1D + ¢) [DwPdx < C f (1DuP™2 + £) D¢ dx.
B(6R) B(Ro)

Benutze nun (3.23) um die (|Du|? + ¢) Terme zu kiirzen und wir erhalten dank (3.25)
die Abschatzung

C
][B o) |Dw|* dx < = (3.26)

mit C = C(p,n, 0).
Schritt 5. Durch Zusammenfassung der Abschatzungen (3.24), (3.21) und (3.26) er-

halten wir
sup w* < C w?dx < CR? ][ |Dw[*dx < C
B(R/2) B(6R) B(6R)
bzw.
sup w < Cy, Cy=C(p,n,0,u). (3.27)
B(R/2)

Ferner folgt aus den Definitionen von w und ¢; fiir alle x € B(R/2), die u,, (x) >
AM; + ¢ erfiillen, gilt

My —uy(x)+68)
(M) e
M; - uxl(x) +6 _ e_w(x)
M(1-2)

M —uy (x) +8=(1-1)e @
e (x) = (1= (1= 1) ™)) My + 8

Also gilt firr alle x € B(R/2),

Uy, (x) < (1 —(1- A)efwm) M +6
<(1-(1-Ne )M+
= )/Ml +6

36



Eine a-priori Abschatzung des Gradienten in einer Umgebung eines... 3.2

mity =1- (1-A)e " <1, nach (3.27). Fiir § - 0" erhalten wir somit
+(R +

Tatsachlich haben wir im Beweis die Annahmen (3.3) und (3.5) nur benutzt
um Lemma 3.4 ausfiihren zu konnen. Dies notieren wir abermals fiir den spateren
Gebrauch.

Korollar 3.7. Seiu € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1) mit beschrinktem Gradienten
und es existieren A = A(n, p) und y = p(n, p), mit 0 < A, y <1, so dass gilt

[{x € B(R) : ux, (x) < AM" (R)}| 2 p|B(R)].

Dann gibt es eine positive Konstante y < 1, so dass (3.17) gilt, d.h.

R
M (E) < yM; (R).
Beweis von Proposition 3.1. Wir wenden Lemma 1.19 an und setzen

wi(R) = M(R),
@;(R)=M;(R) firi=1...,n,
wi(R)=M;_,(R) fiuri=n+1,...,2n,
M=1, N=2 T 1 I !
=5 =zn, = > = K=1.
2 T Y

mit y aus vorherigem Lemma. Wir erhalten'?

.....

0

mit Konstanten 8 = (p, n) und C; = Ci(p, n). ]

Bemerkung 3.8. Proposition 3.1 besagt, dass Du in jedem Punkt x° € Q, in dem
Du(x°) = 0 gilt, auf einer Kugel B(x°, Ry) c Q Holder-stetig zum Exponenten J3 ist.
Es gilt namlich fiir jeden Punkt x € B(x%, Ry) mit R := |x* - x|

!
Du(x°) - Du(x)| = |Du(x)| < ClK(R%) _ CO— xff.

' Zur Erinnerung: Es gilt M(Ro) = supy ) |Dul < K.
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3.2 Eine a-priori Holder-Abschatzung fiir den Gradienten

38

Wir wollen nun das Ergebnis des letzten Abschnitts auf alle inneren Punkte der Kugel
B(R/2) erweitern.

Proposition 3.9. Sei u® € C*(B(Ry)) eine Losung von (3.1) und es gelte wieder die
Annahme (3.4), d.h.

sup Duf < K.

B(Ro)

Dann existieren Konstanten C; = C2(Rg, p,n, K) und a = a(p, n) > 0, so dass gilt
[Dug]a,B(Ro/z) < Gs. (3.28)

Beweis. Wir lassen den e-Index wieder weg. Nach Proposition 3.1 ist Du auf der
Kugel B(x°, Ry/2) in jedem Punkt x! € B(x° Ry/2) mit Du(x') = 0 Holder-stetig
zum Exponenten . Nehme nun an

|Du(x")| > 0. (3.29)
Definiere fir k =1,2,...,nund 0 < R < Ry/2
M(R) := sup |Dul,
B(x',R)

M (R) = sup =uy,,
B(xL,R)

0SC Uy, := SUp Uy, — inf u,, = M7 (R) + M, (R
bR gy R ¢(R) + Mic(R)

Fir jedes 0 < R < Rg/2 gibtesein k € {1,2,...,n} und ein ¢ € {+, -} fur die
M7 (R) die Ungleichung

MI(R) > ——M(R) > 0 (330)
n

7

erfiillt (cf. (3.5)). Sei nun y die Konstante aus Lemma 3.6 und definiere R, als das
Supremum der Menge der Zahlen 0 < R < Ry/2 fiir welche

MY (g) < yM(R) (3.31)
nicht gilt fir ein k € {1,2,...,n} und o € {+, -}, so dass (3.30) gilt. Dann ist Ry > 0,
denn andernfalls konnten wir wie in Abschnitt 3.1 schlieflen
R\#
M(R)<C (R—) fiiralle 0 < R < Ry /2, (3.32)
0

ein Widerspruch zu (3.29). Denn fiir R - 0" wiirde folgen:

|Du(x")| = RlirgM(R) <0.
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Es existiert also ein R, mit R;/2 < R, < Ry, so dass 0.B.d.A. gilt
M7 (Ry) > ——M(Ry) >0,
Vn
aber (3.31) fiir R = Ry, k = 1und o = + nicht gilt. Dann gilt aber mit & aus Lemma 3.3

(M} (Ry) — ux,)" dx < eoM; (Ry)?. (3.33)
B(xL,R2)

Denn sonst wiirde aus den Korollaren 3.5 und 3.7 folgen, dass (3.31) gilt mit R = R,
k =1und o = +, ein Widerspruch. Also folgt aus Lemma 3.3

1 1
Uy, > = Sup Uy, > ——=M(R;) > 0. (3.34)

2Ry | 2V/n

Ferner 16st v = uy,, k =1,2,...,n die Gleichung (3.6) in B(x', R,/2)

inf
B(x1,R2/2)

-D;(A/D) =0 inB(x',R:/2). (3.35)
Da wegen (3.34) gilt

1

M(R,)?P™2 > |DulP™? >

p-2
M(Rz)) in B (x',Ry/2)

haben wir fur alle £ e R", £ £ 0

MEP < A (Du)&;&; < AP

p-2
A= (ﬁM(RZ)) ve und A= (p-D)M(R)+e.
Also konnen wir den Satz von De Giorgi (cf. [GMO5, Theorem 8.11]) anwenden.
Folglich existiert eine Konstante § = §(p, n) <1, so dass fiir alle 0 < R < R/2 und
allek=1,2,...,ngilt
0SC Uy, <6 0SC Uy, (3.36)
B(x',R/4) B(xL,R)

und, fiir eine Konstante C = C(Ry, p, n),

R

U
osc u SC(—) 0SC Uy, 3.37
k R,/ BGLRy2) K (3:37)

B(x!,R)

ImFall Ry = Ry/2gilt Ry/4 < R, < Ry/2. Folglich gilt nach (3.37) fiiralle 0 < R < R /8

R ¥ R\ R R ¥
0SC Uy, SC(—) 0SC Uy, SC(—) M(—z) SCK(—) (3.38)
B(x1,R) Ro/ B(x,Ry/2) Ry 2 Ry

3.2
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mit 4 > 0 und C = C(Ry, p, n) unabhingig von R;.
Im Fall Ry < Ry/2 kénnen wir Lemma 1.19 anwenden mit

w;i(R) =@;(R) = B((;sl:cR) uy, furi=12,...,n,

@;(R) = M{_,(R) firi=n+1,...,2n,
@i(R) = M;_,, (R) firi=2n+1,...,3n,

M=n, N=3n, 1= 8o x = max{4,y}.

1
4 0 aym
Denn offensichtlich gibt es fiir jedes 0 < R < R;/4 < Ry/2 und fiir jedes R; < R < Ry/2
ein @y, dass die Ungleichungen

(i) @x(R) > dpw;(R) firi=1,...,M und

(ii) @x(7R) < k@ (R),

erfillt. Fir den Bereich R;/4 < R < R; machen wir keine Aussage und nutzen aus,
dass das Lemma, trotz dieser Liicke, anwendbar bleibt.
Fiir 0 < R < R;/4 nehmen wir dazu

k := argmax @;(R) = argmax 0sc uy,,
i=l,..n i=l,..n B(«xL,R)

hiermit folgen (i) und (ii) sofort aus der Definition von k und aus (3.36).
Fir R; < R < Ry/2 nehmen wirein k € {n+1,...,3n}, so dass fiir entsprechende
o, j gilt
1
@x(R) = M{(R) > —=M(R) und
n
- (R -
ax(R) = MI(1R) < M (5) < yM?(R) < ki (R).
Ein solches k (d.h. o0, j) findet sich, da R > R, ist. Damit ist (ii) gezeigt. Weiterhin
gilt (i), dafiri=12,...,ngilt

0i(R) = osc uyx, = M (R) + M (R) < 2M(R) < 2/AM?(R) = — ok (R).
B(x,R) ! ! J do

Also erhalten wir aus Lemma 1.19 fir 0< R< Ry/2und i =1,2,...,n
R\* R
0SC Uy, < C(—) max wy (—0)
B(x',R) Ro/ k=1,...3n 2
R\* R
el (%)
Ry 2
[0
< ck ()
Rg
fiir ein C > 0 und ein & > 0 unabhingig von R; und R;.
Fiir alle x; € B(x°, Ro/2) mit |Du(x;)| # 0 gilt also entweder obige Abschit-

zung oder (3.38). Zusammen mit Proposition 3.1 folgt somit die Behauptung durch
Uberdeckung von B(x°, Ry/2) mit endlich vielen solcher Kugeln. |
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3.3 Der Beweis von Satz 1.1

Da wir von Losungen der p-Laplacegleichung (1.1) a-priori nur wissen, dass sie in
WhP(Q) liegen, betrachten wir nun eine Folge von approximierenden Problemen,
wie wir sie in den letzten beiden Abschnitten eingefiithrt haben.

Sei daher nun u eine Losung von (1.1) und g = Ssu mit § > 0, wobei S5 wieder
den Glattungsoperator bezeichne. Sei auflerdem B(Ry) c Q wieder eine Kugel mit
Mittelpunkt xo € Q und Radius R > 0. Halte nun 0 < & <1 fest und betrachte das
Dirichlet-Problem

_D. e|p-2 Y0 i
{ Dl((|Du| +£)D,u) 0 inB(Rp) (3.39)

u® =g aufdB(Ry)

und seine schwache Formulierung: Finde eine Funktion u® € W (B(Ry)) mit
ut-ge Wé’p(B(RO)), so dass gilt

'/;B(R ) (|Du£|p_2 +¢)Diu’Dindx =0 firallene Wol’p(B(RO)), (3.40)
0
Lemma 3.10. Sei u® € W-P(B(Ry)) eine schwache Losung von (3.39). Dann gibt es

eine Konstante C = C(Ry, §), so dass gilt

esssup [Duf| < C, (3.41)
B(Ro)

und das Problem (3.39) hat eine eindeutige Losung u € C>*(B(Ry)) fiir ein y =
p(Ro, 8, €) mit 0 < p < 1.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte und lassen zur Vereinfa-
chung der Schreibweise den e-Index wieder einmal weg.

Schritt 1. Wir zeigen zunéchst, dass Du auf dem Rand von B(R) beschrankt ist;

esssup |Du| < Cg (3.42)
9B(Ro)

mit Cs = C¢(Ry, §). Wahle dazu einen Punkt x* € dB(Ry); wir nehmen 0.B.d.A.
x*=1(0,0,...,0,—Ry) an, sonst erhalten wir diese Annahme durch Rotation von
x* auf (0,0,...,0,—Ry). Definiere die Barrierefunktion

n-1 n-1
w(x) = g(x*) + Y g (x")xi+ sup [D’g| D" x7 + pu(xy + Ro) = A(xn + Ro)?
i=1 2B(Ro) i=1

mit y, A > 0, die wir spéter genauer bestimmen werden. Nehme nun an

W, | > 1. (3.43)

41



Kapitel 3 | DER BEWEIS VON L. EVANS

Dann gilt in B(Ry) fiir hinreichend grofles A <1

-D; ((IDw|P™* + €) Diw) = = (IDw|P™* + €) D;Dyw — (p = 2)| DwP wye, Wi Wi,

=—(|Dw[P* +¢) (Z(n ~1) sup |D*g| - 2)&)

0B(Ro)

n-1
~(p-2)[Dwp~ (2w, sup |D?g|-2w2 A
i=1 0B(Ry)

> 0.
Damit ist A nun fest und wir wéhlen y > 0 so grof3, dass (3.43) gilt und aufSerdem

w>g aufdB(Ry).

Da u eine Losung von (3.39) ist gilt ¢ = u auf dB(Ry ). Somit folgt aus dem Vergleichs-
prinzip (cf. [GTO01, Theorem 10.7])

w>u in B(Ry).

Auflerdem gilt nach Konstruktion w(x*) = g(x*) = u(x™), fiir einen Reprasentan-
ten von u, und somit

u(x) —u(x*)  w(x)—-w(x*)

lx —x*|  ~ lx — x|

Sei nun 7 der Normalenvektor im Punkt x* und schreibe fiir x = x* — hn, dann

erhalten wir
u(x* —hn) —u(x*) < w(x* —hn) —w(x™)

h B h

und durch den Grenziibergang'* h — 0*

ou, ,._ ow,
_ > = —y.
) 2 S () =

Auf die gleiche Art und Weise erhalten wir eine Abschitzung nach oben'*. Da
x* fiir einen beliebigen Punkt auf dB(Ry) stand und die tangentialen Ableitungen
von u und g identisch sind, haben wir (3.42) bewiesen.

'* Vgl. auch die Definition von - f(x*) = limj_,o+ w

'* Definiere dazu w wie folgt

n-1 n-1
w(x)=g(x") = > ge, (x)xi - s ID’g] > (xi)* = t(xn + Ro) + A + Ro)?
i=1 B(Ry i=1

dann ist analog, nach entsprechender Wahl von A und g,

—D,-((‘DW‘P72+8)D,'W)SO inB(Ry) und w<g aufdB(Ry).
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Schritt 2. Um nun eine Abschitzung im Innern von B(R) zu bekommen halten
wir ein k € {1,2, ..., n} fest und betrachten die schwache Form der Ableitung von
Gleichung (3.39), d.h. (3.6) mit v = u,,:

/’ AYDjuy, Dijndx=0 firallene CZ(B(Ry))
B(Ro)

Wir nehmen hierzu an, dass die zweite verallgemeinerte Ableitung von u existiert

und in L, _(B(R)) liegt. Den Beweis dazu liefern wir im néchsten Schritt nach.
Setze nun # := (uy, — Cs)™ > 0. Wir erhalten durch ausrechnen und durch die

Elliptizitit (hier a;; |[DulP~2&;&; > |DulP~|¢|?, cf. Beweis von Lemma 3.2)

0= B(R )AijDiuxk Dj(:l:uxk - C6)+ dx
0

= _/;_L;(R ) aij |Du|P_2uxkxi D]'(i“xk — C6)+ + Elly, x, Di(iuxk _ C6)+ dx
0

)
aij |DulP Uiy Uy + Eleyx; Uiy xy AX

-/;B(Ro)n{iuxk >Ce}

2 2
/ aij|DulP Ui Uy + €| Dk | dx
B(Ro)N{zux, >Cs}

>

DulP™?|Duy, |* + e|Duy, |* dx.

. (e sy [Pl D 4 elDy

Angenommen |B(Ry) N {+u,, > C¢}| > 0, dann ist nach obiger Rechnung Du,, =0
fast tiberall auf B(Ry) N {+uy, > Ce}, woraus folgt D(£u,, — C¢)"* = 0 fast tiberall
auf B(Ry ), ein Widerspruch, denn da (+u,, — Cs)* € Wé’p (B(Ry)) ist wiirde folgen
(2uy, —Cs)" = 0.Esistalso |B(Ry) N {+uy, > Cs}| = 0,damit folgt firk =1,2,...,n

+u,, < Ce fastiiberall in B(Ry).

Damit ist (3.41) bewiesen.
Schritt 3. Wir zeigen nun, dass u € Wli’CZ(B(RO)) ist fir jedes feste ¢ > 0. Dazu
bedienen wir uns einem Trick von Marcellini [Mar91].

Seien ey, ey, . . ., e, die Einheitsvektoren von R” und sei s eine natiirliche Zahl
1<s<n. Dannistfiir h e R — {0} der Differenzenquotient definiert durch

u(x + hes) — u(x)
h
vorausgesetzt u(x + he,) ist definiert. Sei nun € C°(B(Ry)) beliebig, dann ist

fiir hinreichend kleines h > 0 auch V"5 € C*°(B(Ry)) und es gilt nach diskreter
partieller Integration

Viu(x) =

oz—f AL(Du)D;v "y d

B(Ro) (Du)D;V "n dx

=— ALDu)V; "Dy dx
/B(RO) (Du)V;"Din

= / V! AL(Du)D;y dx, (3.44)
B(Ro)
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mit AL(q) := (|g|P~2 + €) g; wie in Kapitel 2. Es gilt
v Al (Du) = hf L AL (Du+ thv"Du) dt
h h
- /O Dy, AL (Du + thv! Du) V! Dju dt
_ Al oh
- Ah,s Vs Dfu’

dabei setzen wir X
,..ij _ . h
A} _/0 Dy A, (Du+thv¢Du) dt.

Weiterhin folgt aus (3.41) und der Elliptizitat von Dq].Ai (cf. Lemma 2.1)

‘(Du+ thv?Du)dt‘
1 _
<(p-1) f |Du + thV?Du‘p Ydtve.
0
Und fiir alle £ e R", & = 0 gilt
. 1 .
AUgE = /0 Dy, A’ (Du + thv"Du) &:€; dt
1 _
> (/ |Du + thV?Du|P Pdt+ s) &
0

> e|&f.

Wihle nun als Testfunktion in Gleichung (3.44) die Funktion # := V/u {* mit
der Abschneidefunktion { € C2°(B(R)) fiir ein beliebiges R < Ry/3 mit { = 1 auf
B(R/2) und |D{| < %. Wir erhalten

0= "AL(Du)D;(V'u?) d

S, THAUDWD (Vi) dx

:f VI AL(Du) (Div"u % +20v"u D) dx
B(Ro)

Also gilt nach der Dreiecksungleichung

f /Dq] 8V ule ux (2 dtdx <2 f f|Dq}Al V ux D(v l/l(‘ dtdx
B(RO) B(Ro)

Wir wollen nun die rechte Seite abschatzen. Dazu wenden wir nacheinander Lem-
ma 2.3 und die Young’sche Ungleichung an

1
i —h h
2/;3(1%).4 |Dq1‘Asvsuxj Difvsu(‘ dtdx
1
§2C7/ / D A’V ”x,v ) <yz)z
B(Ro) J0

. ((‘Du + thV?Du‘p_z + g) |Df7|2|Vﬁlu|2)§ dt dax



Der Beweis von Satz 1.1 3.3

1
i P "
< C7)) /‘B(RO)'/(‘) quAl‘c" VS Uy; vguxjc dtdx
c 1 i
e 2 [ [ (|pu+ thviDu"" + &) IDyPvlup drdx.
Y JB(Ro) JO

Zusammen gilt nach entsprechender Wahl von y

1 .
Jy o Dot b s Ot
0
1
hpy, (P2 s
SC/;(RO)./() (|Du+thV5Du‘ +s) DV uf? dt dx.

Wobei wir hier die linke Seite tiber die Elliptizitat nach unten abschétzen konnen. Es
gilt also

1 -
'/B(RO)|V?D14|2 (2 < C'/B(RO)/O (‘Du+thvﬁ1Du|P 2+€) |Dﬂ|2|V?u|2dtdx,

Um die rechte Seite abzuschdtzen wenden wir die Young’sche Ungleichung an. Damit
folgt

1 _
/ /(‘Du+thV?Du‘p 2+£) Dy |V uf? dt dx
B(Ry) Jo
-2 1 _ £
Sp—/ f(‘Du+thV?Du‘p2+s)P dtdx
p B(Ro) JO
2
z DnlPIvhulP d
£ 5 IPAIF T dx

p
Auf3erdem gilt

1 _ £
/ / (‘Du+thV?Du‘p 2+£)p_2 dtdx
B(Ry) Jo
1 Y R
SC/ /‘Du+thVSDu‘ +er2dtdx
B(Ry) Y0

SC/ \Du(x+hes)]p+]Du(x)|p+sﬁ dtdx
B(Ro)
<C

Insgesamt gilt somit nach Verkleinerung des Integrationsgebiets auf B(R/2)"*

/ |V'Dul* < C (pr / IV ulP dx + 1)
B(R/2) B(Ro)

<C (pr / |Dulf dx + 1)
B(Ro)

<C.

'* Denn fiir hinreichend kleine h > 0 gilt HV?”HZ,B(RO) < C||Du/3,p(ry) (cf. [GMO5, Proposition 4.7 (i)])
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Nach [GMO5, Proposition 4.7 (ii)] gilt somit | D*ul| p(r j2) < C unabhingig vom
Mittelpunkt von B(R/2). Wir erhalten somit u € W>*(B(R,)) durch Uberdeckung.

Schritt 4. Es bleibt zu zeigen, dass u € C>#(B(Ry)) ist. Gehe dazu in (3.44) zum
Grenzwert h — 0" iiber. Wir erhalten die Gleichung

D, A.(Du)D;Dsu D;n dx = 0. 3.45
foy oA DD 549

Auflerdem ist nach Schritt 2 und Elliptizitat Dq].Ai(Du) € L*(B(Ry)). Nach dem
Satz von De Giorgi [GMO05, Theorem 8.11] ist damit D;u € C*(B(Ry)), also u ¢
C"¥(B(Ryp)). Damit sind aber in Gleichung (3.45) die Koeffizienten Dq].Ai(Du) €
C*(B(Ry)). Es gilt daher nach [GMO05, Theorem 5.17] Dsu € C"#(B(Ry)) und somit
ist u € C*#(B(Ry)), womit die Behauptung bewiesen wire. |

Lemma 3.11. Sei u® € C*(B(Ry)) eine schwache Losung von (3.39). Dann gibt es eine
Konstante C = C(Ry), so dass gilt

/ |Duf|P dx < C (] |Dulf dx + 1). (3.46)
B(Ro) Q
Und eine Konstante C; = C;(Ry), so dass gilt

sup |Duf| < Cg. (3.47)
B(Ro/2)

Diese Konstanten hingen weder von € noch von & ab.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.
Schritt 1. Zeige zunichst (3.46). Setze dazu # := u® — g in (3.40):

Duf|P™2 + &) D;ufD;(uf - ¢) dx = 0.
Sy, (P17 ) DDy~ g)

Dann gilt nach der Young’schen Ungleichung

f (|Duf|P= + &) |Du®|* dx = /
B(Ro)

B(Ro
1

g-/ (1D} + €) [ Dut?
2 JB(Ry)

1
+ - DuflP=2 +¢) |Dgl’.
5 B(RO)(| ul ) IDg|

) (|Du£|p_2 + 8) D;u‘D,g

Und damit
DuflP™% +¢ Du”dxs/ DuflP2 + &) |Dgl?.
Sy, (P17 ) Du < [ (1D +¢) D
Ebenfalls aus der Young’schen Ungleichung folgt

-2 2
IDuc|P Dgl? < pT“W, - SIDgl.



Der Beweis von Satz 1.1

Weiterhin gilt nach Satz1.10 da u € L1(Q) fir1< g < p
Jia, D8 dx = 18Dl 5 gy < [Dul
und somit gilt
Du”’+£Due2dx§/ Dgl? + ¢|Dgl* dx
Sy, PP+ elDuP < [ Dgl” +elDg
< Dgl? dx + ¢| Dul?
Jiw,, P8l dx + el Dullq
<C ( / Dgl? dx + 1)
B(Ro) Dg|

SC(/ |Dul? dx+1).
Q
Hiermit ist (3.46) bewiesen.

Schritt 2. Zeige nun (3.47). Die bekannte Ableitung von (3.40) impliziert

- D; (b7 [Du|P*Djuy, ) =0 auf W (3.48)
mit
W =W, ={x € B(Ry) : |Du’(x)| >1}
und 5
.. & ij
ij=q.. ]
b =a;j+ Dl

Auf W gilt somit nach Lemma 3.2 fir £ e R”

&P <bYEE < (p-1+¢) €. (3.49)
Setze nun
w =w, = |DulP.
Es gilt
Djw=p |Duf|P? ul Dju;,

Xk Xk *

Und somit folgt aus (3.48)

D, (6Dyw) = —p Dy (91D, Dy
= —pD; (b"|Duf|P>Djus ) ul, — p b”|Duf|P>Dju, Diuf,
= —p bY|Du|P*Dju§, Djus .

Auf W gilt somit nach (3.49)

-D; (b"Djw) < —p|Du|P~*|Dug, |* <0,
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auflerdem merken wir uns
D; (b"|DufP~* u§, Djus ) = bY|DufP>Djuf, Dius, . (3.50)
Schritt 3. Definiere nun
vi=(w-1)".
Dann gilt 3
-D; (b”Djv) <0 auf B(R)

und b’/ erfillt (3.49) auf der Menge W, wenn gilt v # 0. Daher kénnen wir [GTO01,
Theorem 8.17] anwenden und erhalten

sup v < C(][ . qux) ! (3.51)
B(Ro/2) B(3Ro)

fur jedes g > 1 und fiir eine Konstante C = C(q). Sei nun
n

q=1=

n—1
Aus der Sobolev-Ungleichung folgt

1
(][ V! dx) <C |Dv|+v dx
B(3Ro) B(3Ro)

mit C = C(n). Betrachte nun die rechte Seite dieser Gleichung. Es gilt

][ IDv| + v dx = ][ ID(w — 1)+ (w - 1)* dx
B(3Ro) B(3Ro)

< ][ |Dw|+w dx
B(3Ro)

- ][ ID|DucP| + | DutlP dx
B(3Ro)
<C |Duf P | D*uf| + |Duf|P dx
B(iRo)
<C |Duf|P |D*uf|* + |Duf|F dx.
B(3Ro)
Dies folgt aus den Ungleichungen von Holder und Young. Denn zum einen gilt
n

" % " 272
IDIDuP] - [z (Dz-|Duf|P)2] - [Z (prDufr” 5 ) ]
k=1

i=1 i=1

1
2
Uy XkXi xk)
k=1

- plpuclr? Z(Z
(S0, )(wakf)]

r

=1
k=1

[ n
< p|Duf|P? >
L i=1

n n
oD [ S ]:pwuﬂplwzuer

| i=1 k=1
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und zum anderen

][ |Duf|P7Y | D*uf| + |Duf|P dx = ][
B(3Ro) B(3Ro)

1 3
< f iup (S + IDut) da
B(2Ry) 2 2

|Duf|P~? (|Du£| |D*u| + |Du£|2) dx

3
<= |Duf|P~2 | D*uf* + |Dut|P dx.
2 JB(3Ro)
Zusammen gilt also
sup v<C Duf|P72|D*uf + |DuflP dx. (3.52)
p

B(Ro/2) B(3Ro)

Schritt 4. Sei { € C°(B(Ry)) eine Abschneidefunktion mit { = 1 auf B(3R,) und
|D{| < RLO. Setze nun {? als Testfunktion in die (schwache) Gleichung (3.50) ein

ij ep-21y ,,€ e 72 _ ij e|p-2 ¢ € 2
-/;B(Ro)bl |Duf|P™"Dju;, Dju;, (" dx = /;B(Ro) b |DuflP™"us, Djus, Di” dx.

Aus der Elliptizitit (3.49) folgt
~212, €272 _
/];(Ro) |Du£|P |D u€| Cdx<-2 /;(RO) |Du€|p ”fcij”;k(Di( dx.

Die rechte Seite ist also nicht-negativ und aus der Dreiecksungleichung und der
Young’schen Ungleichung folgt fiir alle y > 0

[ pu DR ax <y [ Dt DR dx
B(Ro) B(R())
1

. f IDuP|Di dx.  (3.53)
Y YB(Ro)

Es folgt also

C
][ IDufP2 |D?uf 2% dx < — ][ DUt dx
B(Ro) R§ JB(Ro)
Schritt 5. Obige Abschitzung liefert uns zusammen mit (3.52), (3.46) und den Defi-
nitionen von v und w

sup |Duf|f -1< %][ |DulP dx
B(Ro/2) Rj JB(Ro)

C
< (/ |Dul? dx+1).
R \Ja

Mit anderen Worten
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50

Beweis von Satz 1.1. Aufgrund vom Lemma 3.10 und Lemma 3.11 sind die Vorausset-
zungen von Proposition 3.9 auf B(Ry/2) erfiillt und es gilt

[Duf]a(rosay < C (3.54)

fiir ein & > 0 und die Konstanten « und C sind von € und § unabhangig. Auflerdem
gilt nach der Poincaré’schen Ungleichung (cf. [GMO5, Proposition 3.10]) und nach
Lemma 3.11

|u® - ”%(Ro) ”P)B(RO) < C”DuSHP»B(RO) < C(”D””P)Q + 1) ’

mit up gy = fB( Ro) 4° dx und C = C(Ry). Aus der Dreiecksungleichung folgt

4 | scry) < ClDul g + [sya |-
Es folgt somit die Beschréinktheit von #* in der Sobolev-Norm

lu1,p,8(r) < M,

mit M = M(Ry), unabhingig von € und §. Das heif3t aber auch, dass eine Teilfolge
von (uf) existiert, die fiir &, 8 — 0% in W"(B(Ry)) schwach gegen eine Funktion v
konvergiert (cf. [Dob06, Satz 3.32]).

Sei nun O @ B(Ry), dann gibt es ein 0 < R < Ry, so dass gilt Q"' ¢ B(R) und
B(R) kann mit endlich vielen Kugeln B(p, x;), p = Ro — R, so uiberdeckt werden,
dass gilt B(2p, x;) c B(Ry). Damit folgt aus den vorangegangenen Lemmas

sup |Duf| + [Duf]sar < C(Q"). (3.55)
Y
Es ist also Duf € C*(Q") und somit ist u® € C>¥(Q"). Aus der Kompaktheit der
Einbettung C**(Q") — C'(Q") (cf. [AF03, Theorem 1.34]), folgt, dass es eine
Teilfolge von (u®) gibt, die fiir &, 6 — 0™ in C'(Q"’) gegen v konvergiert.
Zusammen genommen gibt es eine Teilfolge von u?, die wir von nun an ge-
nauso bezeichnen, die fiir ¢, § — 0" auf folgende Weisen gegen eine Funktion v
konvergiert:

u* —~v  schwachin W"?(B(Ry)),
u®—>v  gleichmiig aufjedem Q" € B(Ry),
Du® - Dv gleichmifig auf jedem Q" € B(Ry).

Wir wollen nun zeigen, dass die Funktion v die Gleichung (1.1) in B(Ry) lost. Es
gilt nach dem Satz von Lebesgue fiir alles Testfunktionen 7 € C2°(B(Ry))

0= lim (|Duf|P~* + &) Diu’Din dx
00+ JB(Ry)

= / lim (|Du’|P~+ &) D;u*D;n dx
B(Ro) £,6—0*

- / |Dv|P72D;vD;n dx.
B(Ro)



Beweis der modifizierten Iterationsmethode von Moser aus Lemma 3.6

Ferner ist u|3p(r,) = v|aB(ry)> d-h. die Spur von u ist identisch mit der Spur von v.
Entsprechend folgt aus der Eindeutigkeit der Losung u = v. Aus den Abschitzungen
(3.47) und (3.54) folgt somit

sup |Du|<C und [Du]yp(ry4) < C.
B(Ro/2)

Schlie8lich konnen wir jedes Untergebiet Q' € Q mit endlich vielen Kugeln
Bj c Q iiberdecken, fiir welche die obigen Abschitzungen gelten. Damit ist die
Behauptung gezeigt. [ ]

3.4 Beweis der modifizierten Iterationsmethode von Moser
aus Lemma 3.6
Im Beweis zu Lemma 3.6 verwiesen wir auf Seite 34 auf eine Modifikation der
Iterationsmethode von Moser [Mos60; Mos61] um fiir eine (schwache) nicht-negative
Unterlsung der Hilfs-PDE (3.6) eine Abschdtzung zu erhalten. Wir verschoben den
Beweis an diese Stellen und wollen ihn nun nachholen.'¢

Seiw = ¢ (uf ) mit u® € C*(B(Ro)) Lésung von (3.1) und ¢ aus dem Beweis zu
Lemma 3.6. Wir wissen

/( )AijDiijn dx <0 furalle e C2°(B(Ry)),n > 0. (3.56)
B(Ry

Aus w = 0 folgt auflerdem Dw = 0 fast iberall und fiir w > 0 gilt
M(R)P™% < C|DulP™ < CM(R)?™2. (3.57)

Wir wollen nun beweisen, dass es fiir 0 < R < Ry und 2 < 0 < 1 eine Konstante
C = C(n, 0, R) gibt, so dass gilt

sup WSC(][ wzdx)z.
B(R/2) B(6R)

Beweis. Sei 0 < R < Ry beliebig. Wir werden zeigen, dass fiir jedes 0 < p < R gilt

suprC(][ wzdx)i,
B(R)

B(p)

mit C = C(n, p, R). Hieraus folgt sofort die gesuchte Abschitzung.

Schritt 1. Wihle fur jedes 0 < p < R eine Abschneidefunktion { € C2°(B(R)) mit
{=lauf B(p) und |D{| < ﬁ. Wibhle ein £ > 1 und setze in der Gleichung (3.56) die

'¢ Wir halten uns dabei an den Beweis von Giaquinta und Martinazzi [GMO05, Proposition 8.19], der eine
leicht verstidndlichere Priasentation des Beweises von [Mos61, Theorem 2] ist.
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Testfunktion 7 := w®(? > 0:
0> / AijD-wD-(wECZ) dx
= B(RO) & 1 ]

- ,g/ AY DiwDiw w2 dx + zf AY Dwwt(D,( dx
B(R) B(R)

Die Elliptizitat und die Abschitzung von AY aus Lemma 3.2 liefert uns zusammen
mit der Dreicksungleichung fiir Integrale

/ (|DulP~? + ) IDw]Pw* ™' dx
B(R)

&-1 &+1
<= Dulf? + &) |D;wlw T w2 {|D;(| dx,
7 Sy (D477 ) IDiv 1Dy

wobei, die rechte Seite iiber 7, j = 1,..., n summiert wird.
Wir verwenden nun die Ungleichungen (3.57) um in der obigen Formel die
(|DulP~2 + £) Terme zu kiirzen. Wir erhalten

/( ) |Dwl|* wi 2 dx < % f( : \Diw\w%w%ﬂDﬂ dx
B(R B(R

und verwenden darauf nun die Young’sche Ungleichung ab < §a* + §7'b* mit
a= |Diw|w%(und b= %w%|Dj(|. Es folgt

/ IDw w1 dx < < / w1 D¢ dx.
B(R) & JB(®)

2 2
= (%) w*! [ Dw|* folgt

E+1
Da weiterhin gilt |DW%

/B(R)

Als nachstes benutzen wir

pfer?)
()

2
wobei C; > 2 (l +C (%) ) unabhiéngig von & gewihlt werden kann, da & > 1.

12
Dw™

*a &+1 ? 1 2
¢ dxsC( e /B<R)W IDCP? dx.

2 2
&+
<2 ‘DWTI &+ 2wt DR

und erhalten

2

dx < G / w* D¢ dx,
B(R)



Beweis der modifizierten Iterationsmethode von Moser aus Lemma 3.6
Auflerdem gilt nach der Sobolev-Ungleichung
2 2
E+1 2 2* &+1 2 2*
(/ (WT) dx) < (/ ((WT) dx)
B(p) B(R)
E+1 2
< / D (CWT)
B(R)

dx
< G 5 / wt dx.
(R-p)* JB(r)

und o := £+ 1, dann gilt

2%

Setze nun A := 5

A C
/\0’ 9 o N
wldx| < ——— w’ dx firalle o > 2. (3.58)
(A@> ) (R—mzﬁm>

Schritt 2. Wir definieren fiir i = 0,1,2,3, ...

R-p

2i

(R-p)*

, (Ri=Rin)* = 4

0; =2\, R;:= p+

Dank Lemma 1.16 ist auch w’ eine Unterlosung und wir konnen die Gleichung (3.58)
iterieren. Es gilt

%
(/ Wi+ dx))" — (/ W/\ai dx)
B(Ri+1) B(Ri+1)
1
4i+1 A %
(55) o)
(R_P) B(R;)

1
i 4k+1C9 /{7 )
< d
H((R—W) /Bm‘” *

k=0

11
A A

Wir zerlegen nun das Produkt in einzelne Teile und betrachten diese separat. Es gilt

i

L

In (g(‘LkHCg);k) :kz_%%(lncw(kﬂ)lm), (3.59)
i 1 1 z;(:O Ak

— | =l , 3.60

g((R—p)z) ((R—W) (3:60)

>0 1 © m-2\k =n
Yu=x() <5

k=o\ 1

>",_.
~

Ferner liefert uns das Wurzelkriterium die Konvergenz der Reihe
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es gilt namlich

_9\k _ _
\ k(n 2) I ZW—>n 2 fir k - +oo.
n n n

Damit ist auch (3.59) konvergent fiir i — +oo und es gibt ein Cyp = Cyo(n, R), so
dass fiiralle i = 0,1,2, ... gilt
i 1 i 1
In (H (4k+1C9)Ak ) = Z ﬁ (ln C9 + (k + 1) ln4) < C10.

k=0

Zusammen gilt also mit C = e“

>".—
~

1
i ak1cy \3F i ]
]I SCll P — 5 C(R-0p)" firi—
k_o((R—P)z) k_o((R—P)z) (R-p) ir i - +oo

und es folgt sofort

b b ﬂ 5
% d s( ""d) <C(R- "( Zd).
(f;(p)w x) fB(R»W * R=p) /B<R>W *

Fiir i — +0co konvergiert die linke Seite gegen supy,) w und es folgt fiir eine Kon-
stante C = C(n, p, R)

suprC(/ wzdx)z. |
B(p) B(R)

Bemerkung 3.12. Auf die gleiche Art und Weise ldsst sich die Abschdtzung

suprC(/ wpdx);
B(p) B(R)

fiir alle p > 2 gewinnen (hierfiir muss man nur o; := pA’ setzen). Ferner bekommt
man diese Abschitzung fiir den Bereich 0 < p < 2 durch eine Erweiterung des oben
angegeben Beweises.



4.1

Kapitel 4
Auswertung

Wie in der Einleitung bemerkt, benutzt der Beweis von Evans die Techniken von
Moser und De Giorgi geschickt aus um Satz 1.1 zu beweisen. Von besonderer Bedeu-
tung ist hier Lemma 3.3, welches eine Abschdtzung der partiellen Ableitungen nach
unten in der Néhe ihres Supremums liefert, wenn der Wert der partiellen Ableitung
im Mittel sehr nahe an seinem Supremum liegt.

Es ist sogar moglich den Beweis auf eine grofiere Klasse von nonlinearen Problem
zu erweitern. Auf eine genaue Ausfithrung dieser Erweiterung wurde mit Blick auf
den Umfang dieser Arbeit und zugunsten einer sauberen Darstellung des Beweises
von Evans jedoch verzichtet. In Abschnitt 4.1 behandeln wir dennoch eine Skizze
einer moglichen Verallgemeinerung.

In Abschnitt 4.2 beschiftigen wir uns dann kurz mit der Einordnung des Beweises
von Evans in den aktuellen Stand der Forschung. Und in Abschnitt 4.3 beschreiben
wir, welche Ungenauigkeiten bei der Analyse der Arbeit von Evans gefunden wurden
und wie sie gelost werden konnten.

Erweiterbarkeit auf allgemeinere Nonlinearitdten

Im Paper von Evans wird die Erweiterbarkeit auf Nonlinearititen der Form ¢(|Du|)
anstatt | Du|P~? angedeutet, aber nicht ausgefiihrt. Der Beweis von Satz 1.1 lsst sich
jedoch mit relativ wenig Aufwand erweitern auf eine Klasse von degeneriert ellipti-
schen Gleichungen der Form

-D;A (Du) =0 aufQ,

mit konvexen A’(q) € C*(Q), die folgende Wachstumseigenschaften erfiillen

loc
|A'(q)| < ClqlP™?
Dy, A'(q)| < ClglP™?
Dy, A (q)&:&; > A(q) |l (¢
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In den Abschnitten 3.1 und 3.2 benutzen wir zum Beweis fast ausschliefSlich die von
der regularisierten Gleichung

~D;A'(Du)—e2u=0 aufB(Ro)
abgeleitete Gleichung (3.6), welche dann iibergeht zu
-D; ((Dy,A’(Du) +€) Djv) =0 auf B(Ry).

Da diese Gleichung aber ihre Eigenschaften behilt, folgen die Beweise in den oben
genannten Abschnitten sofort. In Abschnitt 3.3 kénnen wir in Lemma 3.10 auflerdem
ein Resultat von Marcellini [Mar91] benutzen, um die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung in C>*(B(Ry)) zu zeigen.

Stand der Forschung

Die Resultate von Ural’ceva, Uhlenbeck und Evans zeigen C"*-Regularitit fiir Lo-
sungen der p-Laplacegleichung mit p > 2 bzw. von verwandten Problemen. Nahezu
gleichzeitig mit Evans bewiesen DiBenedetto [DiB83] und Lewis [Lew83] unab-
hiingig von einander C»*-Regularitit fiir 1 < p < 2. Seitdem sind diese Resultate in
unzihligen Papers immer weiter verallgemeinert worden, zuletzt mithilfe der Sobolev-
Orlicz-Rédume auf Nonlinearititen der Form ¢(|Du|), zum Beispiel [DSV09].

Kritik

Der Beweis von Evans [Eva82] enthilt ein paar Ungenauigkeiten, welche in dieser
Arbeit adressiert wurden. Zudem wurde versucht den Beweis in groferer Ausfiihr-
lichkeit zu prasentieren. So wurde grofier Wert auf die explizite und genaue Nennung
samtlicher Voraussetzungen und Referenzen gelegt.

Die Propositionen 2.1 und 3.1 (hier Propositionen 3.1 und 3.9) werden im Origi-
nal ausschliefilich fiir glatte Losungen der p-Laplacegleichung bewiesen, der Beweis
tiir Losungen der regularisierten Version, der am Ende tatsachlich benétigt wird,
wird dem Leser iiberlassen. Wie gezeigt bendtigen die Beweise nur eine kleine Modi-
fikation um in beiden Fillen zu funktionieren.

Ein schwerer wiegendes Problem steckt im Beweis von Proposition 3.1 (hier
Proposition 3.9). Dort wird auf S. 368 ein Lemma (Lemma 2.4 dhnlich Lemma 1.19
in dieser Arbeit) angewendet, dessen Voraussetzungen nicht erfillt sind. Fiir dieses
Lemma miissen zwei Bedingungen auf einem Intervall (0, Ro) erfiillt sein. In dem
originalen Beweis gibt es allerdings eine Liicke in diesem Intervall. Erfreulicherweise
lielen sich Lemma 2.4 und Proposition 3.1 so erweitern, dass diese Liicke zugelassen
ist — siehe Lemma 1.19 und Proposition 3.9 in dieser Arbeit.

Ferner wurde der Beweis zu Lemma 4.1 (Lemma 3.10) um mehrere Seiten erwei-
tert um eine Teilaussage des Lemmas tatsidchlich zu zeigen. Das Original lieferte blof3
eine Andeutung der Moglichkeit eines Beweises (S. 370).



Kurzzusammenfassung

Lawrence C. Evans veroffentlichte in [Eva82] einen neuen Regularititsbeweis fiir
Losungen der p-Laplacegleichung

~D; (|DufP?Diu) =0 aufQ,
es sei hierbei Q) ein beschrinktes Gebiet in R"”, n > 2 und p > 2.

Satz. Seiu € WhP(Q) eine schwache Losung der p-Laplacegleichung Dann gilt fiir
jede Teilmenge Q' € Q

n}za}x|Du] <C und [Du],q <C

mit Konstanten a = a(p,n), 0 < a <lund C = C(Q, p,n, |ully,p.0).

Der Beweis dieses Satzes wird aus einer Kombination der Techniken von De Gior-
gi und Moser [Mos60] gewonnen. Hierzu wird die degeneriert elliptische p-Laplace-
gleichung durch ein gleichmafig elliptisches Problem approximiert. Die Schwierig-
keit dieser Methode besteht in dem Nachweis einer ,,brauchbaren Konvergenz der
Losungen des approximierenden Problems zu der Lésung der p-Laplacegleichung.
In diesem Fall benétigen wir die gleichmiaflige Konvergenz des Gradienten auf jeder
kompakt enthaltenen Teilmenge. Dazu ist eine a-priori Holder-Abschitzung des
Gradienten der Losungen des approximierenden Problems unabhdngig von der Nahe
der Approximation notwendig.
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