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1 Einleitung 1

1 Einleitung

1.1 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit beruht auf der Verdffentlichung ,Classification algorithms using adap-
tive partitioning” von Binev et al. [Bin+14a]. Dabei sollen die Ideen und Beweise
nachvollzogen werden. Ziel ist es dabei auch, am Ende eine Implementierung des
in Kapitel 6 von [Bin+14a, S. 2156] vorgestellten Algorithmus zur Erstellung von
dyadischen Entscheidungsbdumen zu erhalten. Im gleichen Atemzug wird ein wei-
terer Algorithmus basierend auf dyadischen Entscheidungsbdumen implementiert,
vgl. [Bla+07, S. 8]. Zum Schluss werden die daraus resultierenden Klassifikatoren
mit typischen Klassifikationsalgorithmen unter Zuhilfenahme von R fiir ausgewéhlte

Problemstellungen verglichen.

1.2 Einfiihrung in maschinelles Lernen

Nach [Lanl5, S. 3| ist maschinelles Lernen der Forschungsbereich, der sich mit der
Entwicklung von Computeralgorithmen beschéftigt, die Daten in intelligente Anwei-
sungen oder begriindete Schlussfolgerungen umwandeln. Dieser Bereich wird dabei
stark von den verfiigharen Daten, der Rechenleistung und den verwendeten statis-
tischen Verfahren beeinflusst.

Maschinelles Lernen spielt in vielen Arealen der Wissenschaft, Finanzwelt und

Industrie eine Hauptrolle, siehe dazu [HTF09, S. 1 ff.]. Zugehorige Beispiele sind:

e Das Vorhersagen, ob ein Patient, der bereits einen Herzinfarkt hatte, einen
zweiten erleiden wird. Dabei basiert die Prognose auf der Erndhrungsweise,

sowie bevolkerungsstatistischen und klinischen Messungen.

e Die Vorhersage, welchen Preis eine Aktie in 6 Monaten haben wird, mit Kennt-

nis der wirtschaftlichen Daten einer Firma.

e Die Erkennung einer handgeschriebenen Postleitzahl von einem digitalisierten
Bild.

e Eine Schitzung des Glukosewertes im Blut eines Diabetes Patienten anhand

der durch das Blut absorbierten infraroten Strahlung.

e Die Beurteilung, ob eine Email als Spam eingeordnet werden soll oder nicht.
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Ein Begriff, der haufig mit maschinellem Lernen in Verbindung gebracht wird,
ist Data-Mining. Dabei wird versucht aus grofsen Datenbanken neue Erkenntnisse zu
extrahieren. In grofen Teilen iiberschneiden sich die beiden Bereiche. Jedoch liegt
die Aufmerksamkeit bei maschinellem Lernen vor allem darauf, dem Computer bei-
zubringen, wie man Daten benutzt, um eine Aufgabe zu 16sen. Hingegen versucht
man bei Data-Mining, dem Computer Mustererkennung zu lehren. Diese wird wie-
derum von Menschen benutzt, um verschiedene Problemlosungen zu erhalten, vgl.
[Lanlb, S. 3].

Laut [Lanl5, S. 9 ff.] kann man den Prozess des Lernens in vier zusammenhén-

gende Komponenten einteilen:

e Bei der Datenspeicherung werden Beobachtungen, Speicher und Erinnerun-
gen benutzt, um eine sachliche Basis fiir weitergehende Schlussfolgerungen zu

erhalten.

e Abstraktion beinhaltet die Ubersetzung der gespeicherten Daten in umfassen-

dere Darstellungen und Konzepte.

e Der Vorgang der Verallgemeinerung verwendet abstrahierte Daten zur Schaf-
fung von Wissen und beeinflusst die Handlungsanweisungen in neuen Zusam-

menhéangen.

e Die Auswertung liefert einen Riickmeldungsmechanismus, um die Niitzlichkeit
des gelernten Wissens zu messen und informiert {iber potentielle Verbesserun-

gen.

Zur Datenspeicherung gehort auch, die Daten entsprechend der Verwendung auf-
zubereiten. Dazu muss man wissen, wie diese strukturiert sein sollten. Bei der Un-
tersuchung eines Sachverhaltes werden Eigenschaften von Interesse gemessen. Diese
Eigenschaften nennt man Merkmale und eine spezielle Ausprigung aller gemessenen
Merkmale heifit Beobachtung. Typischerweise werden die Beobachtungen und deren
Merkmale in Matrixform gespeichert, wobei die Beobachtungen die Zeilen und die
Merkmale die Spalten bilden. Ein Merkmal wird numerisch genannt, wenn es in
Zahlen gemessen wird. Kann es nur einen Wert aus einer Menge von Kategorien
annehmen, so nennt man es kategorial oder auch nominal. Liegen die Kategori-
en in einer geordnete Liste vor, so nennt man das Merkmal ordinal. Die Art und
Anzahl der Merkmale des Datensatzes schrinkt dabei die Auswahl der geeigneten
Maschinen-Lern-Algorithmen ein.

Im Schritt der Abstraktion werden die Beobachtungen und deren Merkmals-

auspragungen verwendet, um Wissen zu erwerben. Dazu wird intern eine explizite
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Darstellung der in den Daten enthaltenen Muster erstellt. Diese Représentation
nennt man auch Modell. Beispiele fiir Modelle sind mathematische Gleichungen, re-
lationale Diagramme, Baume, Graphen, sowie Wenn-Dann-Regeln, aber auch Grup-
pierungen von Daten. Die Auswahl des Modells wird dabei je nach Anwendungsfall
vom Benutzer getroffen, geschieht also nicht maschinengesteuert. Steht fest, welches
Modell benutzt werden soll, so muss es noch an den Datensatz angepasst werden.
Diesen Vorgang nennt man 7Training. Hat man ein Modell trainiert, so liegen die
Daten umgewandelt in abstrahierter Form vor und geben die urspriinglichen In-
formationen zusammenfassend wieder. Ein gelerntes Modell liefert allerdings keine
neuen Daten, sondern gibt erworbenes Wissen wieder.

Das Verallgemeinern beschreibt in diesem Zusammenhang den Prozess der Um-
wandlung des abstrakten Wissens in eine nutzbare Form. Man versucht, die erkann-
ten Muster auf eine kleine, relevante Anzahl zu reduzieren. Im Endeffekt ergibt sich
daraus ein Algorithmus. Dieser wendet eine Heuristik an, um fundierte Vermutungen
anzustellen, wie man die besten Schlussfolgerungen findet.

Da dies nur Vermutungen sind, entstehen wie auch beim Menschen fehlerhafte
Schlussfolgerungen. Sind die Riickschliisse methodisch fehlerbehaftet oder falsch in
einer vorhersagbaren Art und Weise, so nennt man den Algorithmus verzerrt. Er
hat eine Verzerrung.

Verzerrung ist ein notwendiges Ubel, welches zum Prozess der Abstraktion und
Verallgemeinerung dazugehort und somit jeder Lernaufgabe innewohnt. Jeder Ler-
ner ist auf besondere Art verzerrt und hat somit seine Schwéchen. Deswegen muss
man noch auswerten oder messen wie grofs der Erfolg des Lernenden ungeachtet
seiner Verzerrungen ist. Stellt man fest, dass der Vorgang des Lernens nicht erfolg-
reich genug war, so kann erneutes Training erforderlich sein. Die Auswertung erfolgt
normalerweise, nachdem ein Modell auf einem Anfangsdatensatz trainiert wurde.
Danach wird das Modell auf einen Testdatensatz angewendet, um zu entscheiden,
wie gut die Verallgemeinerung auf neuen, ungesehen Daten ausfallt.

Nur in extrem seltenen Féllen wird das Modell eine perfekte Verallgemeinerung
der Daten liefern. Das liegt an einem Phénomen, das als Rauschen bezeichnet wird.
Es entsteht durch unerklarbare Schwankungen in den Daten. Verrauschte Daten
ergeben sich durch scheinbar zuféllige Ereignisse bei der Erhebung und Verarbeitung
der Daten:

e Messfehler von Sensoren
e Umwandlung von Daten, bei denen Informationen verloren gehen
e Umfragen, die nur Antworten in engem Rahmen zulassen

e unberticksichtigte komplexe Vorgéange, die unsystematisch erscheinen
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Abbildung 1: Beispiel zu Uberanpassung. Die blauen Punkte stellen Datenpunkte
dar, die durch Rauschen aus dem tatséchlichen Muster in Orange entstanden sind.
Die gestrichelte blaue Linie ist dabei ein komplexes Muster, welches aus den Daten-
punkten rekonstruiert wurde und zu Uberanpassung fiihrt.

Der Versuch das Rauschen der Daten abzubilden ist ein Problem, welches Uber-
anpassung genannt wird. Da das Rauschen per Definition unerklarbar ist, wird der
Versuch es zu interpretieren in fehlerbehafteten Schlussfolgerungen enden, die sich
schlecht auf neue Fille verallgemeinern lassen. Solche Anstrengungen haben typi-
scher Weise komplexere Modelle zur Konsequenz und diese werden das wahre Muster
iibersehen, welches der Lerner versucht zu erkennen. Ein Modell, das wahrend des
Trainings gut abzuschneiden scheint, aber bei der Auswertung schlechte Ergebnisse
liefert, nennt man an den Trainingsdatensatz iiberangepasst, denn es verallgemeinert
unzureichend auf dem Testdatensatz, siehe dazu auch Abbildung 1.

Das Problem der Verzerrung und des Rauschen sollte man im Hinterkopf behal-
ten, weil das Losen dieser Schwierigkeit eine wichtige Quelle zur Unterscheidung und
somit zur Wahl der geeigneten Modelle darstellt.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, warum man {iberhaupt verschie-
dene Verfahren benutzt und ob es nicht eine beste Methode gibt, welche fiir jedes
Problem angewendet werden sollte. Die Antwort auf diese Uberlegung ist, dass es
zu jedem Modell immer andere Modelle gibt die auf bestimmten Problemen besser
abschneiden. Fiir diesen Sachverhalt wird in [Lanl5, S. 15| auf das ,No Free Lunch
Theorem* verwiesen und auch in der Einleitung von [DGLIG6, S. 5] erfolgt ein Hin-
weis auf diese Problematik. Es gibt also kein universell bestes Verfahren, sondern
es ist immer von der jeweiligen Aufgabe abhéngig. Deswegen sind Vergleiche von
Modellen anhand von Beispielen nur bedingt verallgemeinerungsfihig und man ver-
sucht Methoden zu finden, die fiir viele in der Praxis vorkommende Problemklassen
moglichst gute Ergebnisse liefern.

In [Jam—16, S. 373] werden zwei Gruppen von Lernmethoden, das iberwachte

und untberwachte Lernen, untersucht.
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Beim {iberwachten Lernen hat man Zugriff auf eine Menge von d Merkmalen
Xq,..., Xy, auch Pradiktoren genannt und ein Zielmerkmal Y, die auf n Beobach-
tungen gemessen werden. Ziel ist es dabei Y in Abhéngigkeit der X7, ..., X, vorher-
zusagen. Der Wert des Zielmerkmals verschafft dabei eine Moglichkeit zu tiberpriifen,
wie erfolgreich das Lernen war. Daher kommt auch der Name {iberwachtes Lernen.
Nimmt das Zielmerkmal numerische Werte an, so wird die Vorhersageaufgabe Re-
gression genannt. Bei nominalem Zielmerkmal bezeichnet man diese Aufgabe als
Klassifikation. Fiir Beispiele solcher Methoden sei auf Abschnitt 7.1 verwiesen.

Beim uniiberwachten Lernen gibt es kein Zielmerkmal. Die Aufgabe dieses Lern-
typs besteht darin, interessante Sachverhalte {iber die Messungen X1, ..., Xy her-
auszufinden. Dazu versucht man, die Daten in aufschlussreicher Art darzustellen.
Ein Beispiel dafiir ist die Suche nach einer Unterteilung in Gruppen, das sogenannte
Clustering.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird fiir uns jedoch nur das {iberwachte Lernen,

genauer die binare Klassifikation, eine Rolle spielen.
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2 Grundlagen fiir binare Klassifikation

Die Diplomarbeit beschrankt sich auf das Thema der bindren Klassifikation, ein
Teilgebiet des tliberwachten Lernens. Dabei werden sich die Bezeichnungen und Ideen
stark an der Vorgabe von |Bin | 14a] orientieren.

Im Fall der bindren Klassifikation fasst man die d Merkmale X, ..., X  aus der
Einleitung zu einer Variablen X € X C RY zusammen und setzt Y = {-1,1}
mit dem Zielmerkmal Y € Y. Weiter sei Z definiert als Z = X x Y und p =
px (X)-p(Y|X) sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf Z. Dazu seien Beobachtungsdaten
z = (x,5) = (z)",2 = (x;,y;) mit @ = 1,...,n unabhéngig bzgl. p verteilt.
Dariiber hinaus bezeichne p(z) die Wahrscheinlichkeit fiir Y = 1 gegeben X = z,
E den Erwartungswert und Var die Varianz. Die Definition der Grundbegriffe kann

man unter anderem in |[<le13] nachlesen.

Definition 2.1. Die Regressionsfunktion wird definiert durch
n(z) = EY|X =z).

Da Y nur die Werte —1 und 1 annehmen kann, ergibt sich nach Anwendung der

entsprechenden Definitionen:

n(z) = EBY|X =)
—1.P(Y=1X=2)—1-P(Y = —1|X = 2)
= pla) - (1 - p(a)
= 2p(z) — 1.

Weitere Begriffe werden neben [Bin - 14a] auch aus [DGLI6| entnommen.

Definition 2.2. Eine Abbildung g: X — Y mit X € R? und Y = {1, 1} heift

bindrer Klassifikator oder auch bindrer Klassifizierer.
Ein solcher Klassifizierer g gibt den Wert y = 1 zuriick, falls z in einer gewissen
Menge €2 C X liegt und ansonsten y = —1. Deswegen lasst er sich als

g:]lQ—ILQc

schreiben und ist durch diese Darstellung eindeutig bestimmt. Dabei bezeichne 1
die Indikatorfunktion, die fiir w € €2 den Wert 1 und fiir w ¢ €2 den Wert 0 annimmt.
Ferner ist Q¢ = X\ das Komplement von 2 bzgl. X. Um die Abhéngigkeit des
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Klassifikators von der Menge €2 zu verdeutlichen, schreibt man statt g auch g und
spater werden wir stellvertretend fiir den Klassifikator nur die Menge €2 verwenden.
Sei von hieran eine solche Menge () immer px messbar.

Ein Klassifizierer g begeht einen Fehler, falls g(x) # y gilt und seine Fehlerwahr-
scheinlichkeit ist gegeben durch

Plg(X) #Y].

Definition 2.3. Der Bayes’sche Klassifizierer bzgl. der Verteilung p wird definiert

durch
1 wenn n(z) > 0,

9" (x) = ga-(2) =
—1 sonst.
Hierbei ist Q* := {z € X: n(z) > 0}.
Definition 2.4. Als Risiko des Klassifizierers gq bezeichnen wir die Wahrschein-
lichkeit der falschen Klassifikation

R(Q) = R(gq) = / Plga(X) # Y] dpx.

Fiir eine messbare Menge S C X fiihren wir als weitere Notation

ps = px(S) = / dpx  und 75 :i= /77 dpx (2.1)
S S
ein. Aus
reS=gs(x)=1 und x ¢ S = gg(zr) =—1
folgt dann
R(S) = [ Plas(x) # Y] dpx + [ Plas(X) £ Y] dox
S Se
—/(1—10) dpx+/pdpx
5 5 (2.2)
Z/pdpx—/pdpx+/(1—p) dpx
X S S
Z/pdpx—/ndpx-
X S
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Aus dieser Gleichung ergibt sich, dass der Bayes’sche Klassifizierer minimales Risiko
R(€*) besitzt und alle anderen Klassifikatoren mit minimalem Risiko unterscheiden
sich nur auf Mengen vom Mafse Null oder auf denen 1 verschwindet.

In Anwendungen wollen wir minimales Risiko. Der Bayes’sche Klassifikator ist
in dieser Hinsicht optimal. Jedoch ist die Verteilung und somit der Bayes’sche Klas-

sifikator unbekannt.

Definition 2.5. Der Term
R(Q) — R(Q")

wird als zusdtzliches Risiko bezeichnet.

Fiir einen zu konstruierenden Klassifizierer gq, versucht man diesen Term so klein
wie moglich werden zu lassen. Um das empirisch zu erreichen, wird eine Familie &
von Mengen vorgegeben, aus der 2 ausgewéhlt wird. Klassifikationsmethoden, die
auf solch einer Strategie aufbauen, nennt man auch Mengenschdtzer. Wir benutzen
die Schreibweise

Qs := argmin R(Y5)
SeS

fiir die Menge aus der Familie S, die das zusétzliche Risiko minimiert. Auch diese
Menge (s ist uns unbekannt, jedoch dient sie als Ziel, um herauszufinden, wie gut
ein Klassifizierer unter Benutzung dieser Familie S bestenfalls sein kann. Das erste
Integral nach dem letzten Gleichheitszeichen in (2.2) ist unabhéngig von S. Also
wird R(S) minimiert, wenn das zweite Integral nach dem letzten Gleichheitszeichen

von (2.2) maximiert wird. Damit erhdlt man
Qs = argmin R(S) = argmaxng. (2.3)

Ses Ses

Mit der Definition von €2 ldsst sich das zusétzliche Risiko von S in zwei nichtnega-

tive Teile auftrennen:
R(S) — R(Q") = (R(S) - R(QS)> + (R(Qg) - R(Q*)).
Definition 2.6. Der Ausdruck
R(S) = R(Ss)

wird als Schdtzfehler bezeichnet.

Definition 2.7. Der Ndiherungsfehler wird definiert durch:

a(Q,8) = R(Qs) — R(Q).
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Ein Klassifizierungsalgorithmus benutzt die Ziehung der Beobachtungsdaten z,
um empirisch eine Menge Qe Sz finden, aus der ein Klassifikator konstruiert
wird. Damit ist der Schiitzfehler R(€2) — R(Qs) eine Zufallsvariable, die von den
Beobachtungsdaten, dem numerischen Verfahren zur Berechnung von Q) und der
Komplexitiat bzw. der Grofse von & abhéangt. Im Gegensatz dazu erweist sich der
Néherungsfehler nicht als Zufallsvariable, denn der Bayes’sche Klassifizierer hangt
nicht von den Beobachtungsdaten ab und die Familie S ist unabhéngig von der
konkreten Ziehung der Beobachtungsdaten. Allerdings ldsst man eine Abhéngigkeit
der Familie S von der Anzahl n der Beobachtungen zu. Man bildet {iblicherweise eine
verschachtelte Folge (S,,)m>1 von Familien von Mengen mit S,, C S,,41 fur jedes m.
Dabei ist m eine Funktion in Abhéngigkeit von n. Die Wahl von m wird hierbei mit
dem Ziel die beiden Fehler auszubalancieren getroffen. Mit wachsendem m verringert
sich der Ndherungsfehler und normalerweise erhoht sich der Schéatzfehler.

Mit (2.3) ergibt sich fiir einen Schétzer 7g eine natiirliche Art einen Klassifizierer
aus S auszuwéhlen:

Q := Qg := argmaxfjg. (2.4)
Ses

Man beachte, dass das Maximum nicht notwendigerweise eindeutig sein muss. Ei-

ne der gebrauchlichsten Vorgehensweisen, um 7g zu bauen, ist die Einfiihrung der

empirischen Gegenstiicke zu (2.1),

I R 1y
ps 1= - ;]ls(xi) und Ns := - ;yﬂls(%)- (2.5)

Das empirische Risiko wird wie folgt definiert:

R(S) = % {ictn,n):oste) # 0} (2.6)

Dabei bezeichnet |M| fiir eine Menge M die Anzahl der Elemente dieser Menge.
Wihlt man 7s = fs bei der Suche nach Q, so ist das Maximieren von Ns aquivalent
zum Minimieren des empirischen Risikos R(S) iiber die Familie S. Deswegen ergibt
sich in diesem Fall fiir Q = Q:

Qs = argmin R(S).
ses
Andere Wahlen von 7 liefern entsprechend andere Klassifikatoren.
Im Folgenden werden immer Ergebnisse gesucht, die mit hoher Wahrscheinlich-

keit gelten, anstatt in Erwartung. Denn aus Abschiatzungen der Wahrscheinlichkeit
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in der Form

p [R(Q) ~R(Q) > con—a] <O

lassen sich auch nachfolgende Schranken fiir den Erwartungswert ableiten:
E [R(Q) - R(Q*)] < Con™ + Cyn".

Das ergibt sich aus dem folgenden Satz mit X = R(Q)—R(Q*), da R(Q)—R(Q*) < 1
gilt.
Satz 2.8. Gelte P[X > ¢] < und X <1 fire,§ >0, dann ist E[X] < § +e€.

Beweis. Es gilt:
E[X] = /XdP

= /]I{XZE}X + Lix<ey X dP

< /]l{XZa} dP+/]l{X<5}€dP
=PX >¢|+PX <¢le
<0 +e. O]

Die vier hier vorgenommenen Definitionen stammen aus [DGLI6, S. 196] bzw.
[Gyo 102, S. 143 f.]. Dabei wird der Begriff der Vapnik-Chervonenkis Dimension im

Verlaufe der Arbeit eine entscheidende Rolle spielen.
Definition 2.9.

e Sei A CP(RY). Fiir 2y, ...,z € R definiere
Na(z1,y .o yz) = {AN{z,...,z}: Ae A}|.
e Der [-te Splitterkoeffizient von A ist

s(A,l) ;== max dNA(zl,...,zl).

e Ist A # (), so wird mit V4 die Vapnik-Chervonenkis Dimension von A bezeich-

net und definiert durch

Vi :=VC(A) :=sup{l € N: s(A,1) =2'}. (2.7)

Nun folgt eine einfache Folgerung aus der Definition, vgl. [DGLI6, S. 219].
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Lemma 2.10. Fir eine Mengensystem A bestehend aus endlich vielen Mengen gilt

s(A, 1) < |A|
und
Vi <log, | Al
Beweis. Trivialerweise gilt per Definition von N4 fiir z;,. ..,z € R? dann

Na(z1,...,21) < |A]
und somit per Definition von s(A,[) die Ungleichung
s(A, 1) <A

Ferner erhilt man
2VA = 8<A7 VA) S |A|

und da der Logarithmus monoton wachsend ist, sowie In2 > 0 gilt, folgt daraus:

Va < log, |Al. 0
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3 Abschatzung des zusatzlichen Risikos

fur Mengenschatzer

Die in diesem Abschnitten folgenden Sétze, Lemmata, Definitionen, Folgerungen
und Ideen stammen groftenteils aus [Bin - 14a, S. 2145 ff.]. Die zugehorigen Beweise

wurden um weggelassene Argumente ergénzt bzw. ausformuliert.

3.1 Obere Schranke fiir den Schatzfehler

Es wird sich in Satz 3.4 zeigen, dass der nachfolgende Satz ein wichtiges Resultat
zur Abschatzung des Schatzfehlers liefert. Wegen seiner Wichtigkeit, wird der Beweis
aus |Bin-+14b], hier detaillierter gefiihrt.

Im Folgenden bezeichne AAB := (A\B)U(B\A) die symmetrische Differenz fiir
Mengen A und B .

Satz 3.1. Fir hinreichend grofies B > 0 gilt das Folgende. Ist S eine Familie von

px-messbaren Mengen S C X mit endlicher VC' Dimension Vs und

Inn

en(S) := \/Psaqs - En + Ens En 1= En, = B -max{r+1,Vs}- = (3.1)

mat v > 0 frei wahlbar. Dann existiert eine absolute Konstante Cy, sodass fiir jedes
n > 2 mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 —Con™" auf den Daten x € X" fiir jedes
S € S die folgende Abschdtzung gilt:

|775 —TNas — (ﬁS - ﬁQs)| < €N<S) (32)

Beweis. Um die Aussage des Satzes zu beweisen, werden wir fiir eine Familie S von
Mengen S C X mit endlicher VC Dimension Vs die folgende Wahrscheinlichkeit

abschéatzen:
P[3S €S: |nas —ns — (as — 1s)| > en(S)].

Dabei ist

en(S) == \/Psaqs - En + Ens En =K —, K := B -max{r + 1, Vs}.

Mit einer hinreichend grofen Konstanten B > 0 soll diese Wahrscheinlichkeit klein

werden.
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Fir S € S definieren wir dazu fs(z,y) := y(log(z) — L1g(z)) mit 2 € X und
y € Y und zeigen fiir uns spéater niitzliche Eigenschaften. Sei (X,Y") bzgl. p verteilt,
so gilt fiir den Erwartungswert der Zufallsvariablen fg(X,Y):

E[f5(X,Y)] = E[Y (Log (X) — 15(X))] = / Y (Lo (X) — 15(X)) dp

= [®Y = 11X =) = PIY = ~11X = ) (L, (&) ~ Ls(a)) dpx(a)
X
2/?7(1195 —1ls)dpx=/77dpx—/ndpx
X Qs S
=MNas —1s- (33)
Aufserdem ist per Definition in (2.5)
1< _ _
E ZfS('rj?yj) =TMNas —1s-
j=1

Fir allez € X und y € Y gilt wegen Y = {—1,1} und 1o (x) —1g(z) € {—1,0,1}

dann

[fs(@,y)| = |y (Tos(z) — Ls(2)) [ < [yl - [Mas(z) —Is(x) <1-1=1.  (34)
Weiter ist wegen (3.3)

[E [fs(X,Y)]] = [nas — ns|

= /ndpx—/ndpx = /(1195—]15)77de

Qs s X (3.5)
S/|(ﬂﬂs—1S)|'|ﬁ|dﬂxﬁ/|(]lﬂs—1S)|dpx
X X

Mit der Dreiecksungleichung und den gerade gewonnen Abschitzungen (3.4), (3.5)
folgt

[fs(X,Y) = E[fs(X,Y)]ll o < Ifs(X, V)]l + IEfs(X, V)]

3.6
<l+1=2. (36)
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Dabei sei fiir die Definition von ||-||  auf Definition A.1 verwiesen. Mit der Notation

05 =/ Var(fs(X,Y)]
ergibt sich

0§ = Var([fs(X,Y)] = E[f3(X,Y)] - (E[fs(X,Y)])*
< E[f3(X,Y)]
= B [(Y (Loy(X) — 15(X)))?]
=E [V? (13, (X) = 2 1o (X)1g(X) + 13(X))]
=E[los(X) =2 1os1s(X) + 1s(X)]

= /]lQS -2 ]lQS]lS+]lSde

X (3.7)
:/dpx— / 2dpx+/dpx
Qs QsNS S
= / dpx + / dpx — / 2dpx + / dpx + / dpx
Qs\(2sNS) QsNS QsNS S\ (Q2sNS) QsNS
(Q2s\SHU(S\Qs)
= PQsAS-

Fiir jedes k € {1,...,n} sei
Sp=1{5€8: (k—1)e, <ot < ke,}
und
Sy = {S eS: PSAQs = 0}

Dann gilt schon einmal per Konstruktion S, C S fiir alle k € {0,...,n}. Also gilt

auch .
U S.CS.
=0

Fiir S € S und psaq, = 0 folgt wegen (3.7) die Ungleichung 0% < psaqy = 0. Damit
ist
{Se€S:0:=0}CS,.
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Fiir S € S ist 0 < 0% und wegen (3.7) hat man auch 0% < posas < 1. Da

Klnn
n

1
ne, =n >n-—=1 (3.8)
n

fir K > 2 und n > 2 gilt, existiert per Konstruktion ein k& € {0,...,n} mit S € Sk.
Somit gilt aber auch

n
Usi2s
i=0
und zusammenfassend

O&:&
=0

Fiir £ € {0,...,n} definieren wir nun u := py, := enVk. Bei k=0 und S € S, folgt

dann
en(S) :\/pSAQS'5n+5nZUS\/gn_’_gn:gnZO:,uk

und im Fall £ € {1,...,n} mit S € S ergibt sich
en(S) = /psnae Enten >V (k=12 +e, = (Vk— 141, > e, VEk = .

Daraus folgt nun

p [sup IMos — 15 — (s — 11s)| — en(S) > o]
SeSk

(3.9)

<P [sup Mas — ns — (Mas — Ns)| > 1
SeSy,

Fir S € Sp ist i = 0 und psans = 0. Wegen psaas = 0 ist P[|(7as — 7s)| > 0] =0
und nach (3.5) dann auch |nq, — ng| = 0. Also gilt

0 =P [sup b, ~ 1l + (s — 75)| > 0] = P sup g — s ~ (g — 75} > 0]
SeSo SeSo

Im Folgenden brauchen wir £ = 0 nicht mehr zu beachten und kénnen von k£ €

{1,...,n} ausgehen. Auf (3.9) wird nun Talagrand’s Konzentrationsungleichung fiir

die Menge von Funktionen
Fr ={fs — E[fs(X,Y)]: S € S} (3.10)

angewendet, siche Lemma A.2. Man beachte, dass auch S;, = () gelten kann. Indizes
k mit Sy = () werden bei Anwendung des Lemmas ausgespart, da es fiir diese nicht

definiert ist. Jede Funktion f € Fj hat per Konstruktion den Erwartungswert 0 und
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Varianz 0% < posas nach (3.7). Aukerdem gilt || f|| . < 2 wegen (3.6). Definiert man
nun fiir x € X" und y € Y" die Zufallsvariable

n

Zp(x,y) = sup
SeSk

(fs(essm) = Elfs(X,V)]) ‘

j=

=n sup |nas — Ns — (Nas — 1s)|
SEeSk

und

kK1
sup s < \/ ke, = mn Ok,

SESk n

so sind die Voraussetzungen von Talagrand’s Konzentrationsungleichung (Lemma

A.2) erfiillt und man erhélt wegen

0% =n sup aé < nke,,

SeSk

dann

t 2t
P[|Z. — E[Z]| > t] < Cyexp (—2—00 log (1 + o — QE[Zk])> (3.11)

fir ¢ > 0, wobei Cp, ¢y absolute Konstanten darstellen. Fiir jedes t > 2E[Z] gilt
t/2 > E[Z;] und somit

Fiir ein solches ¢ ergibt sich aus der Abschétzung der Wahrscheinlichkeit (3.11)

P(Z, > 1] < P[|Z — E[Z]] > t/2]

<C LI Ny ! (312
=S T nken +2E[Z4] ) )

Fiir t = nu, = ne,vVk > 2E[Z;] folgt daraus

P[Z}, > ] < Cp - exp (—% .In (1 + Nk ))

400 nkan + QE[Zk]

N i
<y - —— 1] 1 3.13
= LO0TEEp ( 4ey " ( * nke,, —|—n5n\/E)) (3:13)

SCO-eXp(—%-ln(lnLQ'Zi ))
0 n
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Nutzt man nun In(1 + x) > x/2 fiir € [0;1] so ist

n = 1n
2k5n 2vk) Ak

und aus (3.13) erhélt man dann

p {SUP nas —ns — (Nas — 7s)| > Mk] = P[Z); > npu]
SEeSk

g i
< . ———In(1
<Co-ep (i (14572 ))

(i)

400 4\/%
ney
=Cp - 3.14
0 ( 1660) ( )
Klnn
1600
<Cy-exp(—(r+1)lnn)
S Confrfl

< Cp - exp

= CO exXp

fir K > 16¢o(r + 1).
Zum Schluss des Beweises folgt ein Vereinigungsargument. Sei S” € § = |J Sy,

i=0
so existiert ein k € {0,...,n} mit S’ € §;. Aukerdem gilt dann

{35 €S- |nas —ns — (las —7s)| > en(5)}
={35€S: [nas —ns — (as = 7s)| — en(5) > 0}

C {Sup 1Nas —ns — (as — Ns)| — en(S) > 0}
ses

cU{supm 15 = (i — 5] — ea(5) > 0.

SeSk

sowie mit unserer ersten Abschétzung der Wahrscheinlichkeit (3.9) in Kombination
mit (3.14) folgt weiter

P[E3S € St |nas —ns — (as — 1s)| > en(S)]

n

U {SUP nas — ns — (flas — 7s)| — en(S) > 0}]

=0

I/\

{ sup |nos — s — (Mg — 7s)| — en(S) >0
SESE
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< P [ sup |nos —ns — (Mas — Ns)| >
=0 SESk

0+ Con_r_l = COTL_T.
k=1

IN

Daraus lasst sich nun

PVS € S: |nas —ns — (as — 71s)| < en(S)]
=1-P[ES€S: |nos —ns — (Mas — 1s)| > en(S)]
> 1-— Conir

schlussfolgern.
Es bleibt noch zu zeigen, dass t > 2E[Z;] fiir eine hinreichend grofe Wahl von

K gilt. Wir fordern nun
> 022

K > 128VsC?, (3.15Db)
K> % (3.15¢)

mit noch festzulegenden Konstanten C, Cy > 0. Als Hilfsergebnis erhalten wir dann
C?n (3.152) C?n-1n2
1 2 < In=2—Z%
n(K~lnn) - n(C’%'lnn)

n>2 (n~lnn>
< In
Inn

= Inn.
Deswegen ergibt sich
VS an VS
RS < 22
2 t (K-lnn -2 i
_ VS 0271 Vg C2n VS
1 DN==2Z.In|{—2— ) <=1 2 <=2
= Vshn (Go) 2 n(kK-lnn>_ o "\ K -mn)=72 "
(3.15b) | (3.15¢)
E-lnn < -Inn A E-lnn < K-lnn
2 256C% 2
K-1
= Vsln (020'];1) < min {WE;;K . lnn}

Vs _ . En , En
= Fln (OQUkl) Smln{m;en} Smln{m,k‘gn}

= nln(CQUk)gmm{lGCl, k‘en}.
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Ferner folgt daraus
O’\/EIH(CO’ :\/5k~\/§1n(001)<\/ek-\/a:€"\/g (3.16)
Vo 2k " n 2Tk =VE160, 160, '
und
V
\/WS In (C'Qak_l) < ke, = op. (3.17)
Mit (3.17) ergibt sich sofort
Vs -1\
max < o; Whl (C'gak ) = 0},. (3.18)

Jetzt schétzen wir E[Z;] ab und nutzen dazu bekannte Schranken fiir den Erwar-

tungswert von Supremumsnormen von empirischen Prozessen, hier Lemma A.12.

Mit den dortigen Bezeichnungen wéahlen wir
F:]lz, U:1, A:CQ, V:4V5, 0 = Ok,

dann ergibt sich

C:CIa

n

E[Z;] < 8n-Cimax { oy, \/
n

Nutzt man damit nun auch (3.18) und (3.16), so erhdlt man

Vsln (Coo ) | \/ VsIn (Cooit)

n

Vl (C Vsln (Cyort
2E[Z;] < 16n - C)max ak, Vsn (Cooy”) \/M

Vs In C
G2 160 - Cho - \/3 20 )
n

S

(3.16) En

= ne,Vk =nuy, = t.

Die Forderungen an K sind wegen (3.8), (3.14) und (3.15) also

2
K>2  K>16¢(r+1), K> 102 K > 128VsC?,
n
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Es gilt

C? Vi
max {2; 16¢o(r + 1); Lo 22; 128V5CF; —28}
n

CQ
< 1,Vs}-2- 15 8cp; ——=; 64CF ¢ .
< max{r+ 1, Vs} max{ ’800’21112’6 Cl}

g

.

Somit erfiillt
K = B -max{r+1,Vs}

alle geforderten Bedingungen. O
Satz 3.2. Sei S eine endliche Familie von Mengen. Fir jedes r > 0 definieren wir

14(rlnn+In|S
en(S) = A/PSAQs “En + &n, Ep = ( 3.n | |) : (319>

Dann erhalten wir mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — 2n™" auf den Beobach-

tungsdaten z € Z" fir alle S € S die Abschdtzung

ns — Nas — (s — Nag)| < enlS). (3.20)

Beweis. Wir betrachten wie im davor gefithrten Beweis von Satz 3.1 fiir S € S
die Zufallsvariable fs(X,Y) = Y1q(X) — Y1g(X). Dazu haben wir schon einige
Ergebnisse zusammengetragen. Fiir den Erwartungswert dieser Zufallsvariablen gilt
nach (3.3):

E[fs(X,Y)] =n0s —ns.

Wegen (3.6) erhélt man
[fs(X,Y) = E[fs(X, V)]l <2
und aus (3.7) ergibt sich fiir die Varianz

Var [fs(X,Y) —E[fs(X,Y)]]

= E [(fs(X,Y) - E[fs(X,Y)])’]
= Var [fs(X,Y)] — (E[fs(X,Y)]
< Var [fs(X,Y)]

(BE[fs(X,Y) = E[fs(X,Y)]])*
E[fs(X,Y)])* (3.21)

< pPagAs-
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Damit ldsst sich nun die Ungleichung von Bernstein auf die durch unsere Beobach-

tungsdaten gebildeten Zufallsvariablen

Xi = fS(xmyZ)_E[fS(xzayz)]7 16{1,,71},
mit
1 <& (321) 1 &
o? = - ZVar (Xi] < 1 2 PasAS = Pasas (3:22)
k=1 k=1

anwenden, siehe dazu Lemma A.15. Es gilt also fiir § > 0

b . ) 5 (A.<10) (nd)? 393
[nes —ns — (llas —7s) > 0] < exp " 2n-02+2-2-n6/3 (3.23)

und

P [nas —ns — (s — Ms) < —6] = P [ (nas — s — (as — 71s)) > 9]

(A.10) (_ (nd)? ) | (3.24)

<
= P\ 2122 n0/3

Kombiniert man die beiden Ungleichungen (3.23), (3.24) und nutzt dann die Ab-

schétzung der Varianz (3.22), so erhélt man

L (nd)?
e — _ <9. _
P(‘nﬂs ns (7795 nS)l >5) <2 exp( 2n02+22n5/3

<2 nd”
- €eX — .
- P 2p98A5+45/3

Fiir § := e, (5) := \/psaqs - en +Ep mit &, 1= W betrachtet man nun zwei
Falle:

(3.25)

e Im Fall ¢, < pgaq, ist der Zéhler der Exponentialfunktion aus (3.25)

n- (\/PSAQS “Ep Tt Sn)2 >n- (\/PSAQS '571)2 =TN"PSAQs " En,

sowie der Nenner

4
2psnas + 4+ (VPsaas - en+€n) /3 < 2psans + 3 <\/p%AQS + PSAQ$>

14

= ? *PSAQs-
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e Im anderen Fall €, > pgaq, ergibt sich fiir den Zahler

n- (\/PSAQS “En +€n)2 >n-el

und fiir den Nenner

4 14
2psa0s + 4+ (VPsaos enten) [3< 2en+ 3 <V5%+sn> — 3

Daraus folgt in beiden Fallen

nd? - 3n - ey
2pQSAs+4(5/3 - 14

Also ergibt sich

_ _ 3n - e,
P (!7795 — s — (Mas — Ms)| > \/Psaqs - €n + €n) < 2-exp (— 11 )
=2(|S|"'n)

und schlieBlich

P (VS €S: [nas —ns — (as — 1s)| < ea(S))
=P (VS €S: |nas —ns — (las — 71s)| < \/Psaas - n + €n)
=1—-P (EIS €S: |nas —ns — (as — Ms)| > /Psaas - €n +5n)

- (U {Inas —ns — (s — 71s)| > v/Psans '5n+€”}>

SeS
> 1= P(lnas —ns — (s — fls)| > v/Psans en + cn)
Ses
>1-> 2(8]"'n7")
Ses
=1-2n" N

Um den Schétzfehler bzgl. einer Klasse S zu analysieren, definieren wir den

folgenden Modulus:

Definition 3.3.

w(p, en,S) := sup / Inldpx | S € S; / In|dpx < 3e,(S) 7 . (3.26)
SAQs SAQs

Dabei ist e,,: S — R eine gegebene Mengenfunktion fiir S C {S: S C X}. Deswegen

schreiben wir auch w(p, e,,) fiir w(p, e,,S).
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Um zu kennzeichnen, dass die folgenden Resultate auch fiir von 7g verschiedene
Schétzer genutzt werden kénnen, verwenden wir im Folgenden die allgemeinere Form
ns fiir eine Menge S C X, vgl. dazu den Abschnitt von (2.4) und (2.5).

Satz 3.4. Gelte fiir jedes S € S die Bedingung

ns = nas — (s — 7o )| < en(S) (3.27)

fiir Beobachtungsdaten z. Dann gilt fiir die gleiche Beobachtung

A

R(Qs) — R(Qs) < max{w(p, e,),a(2",S)}. (3.28)

Beweis. Wir betrachten Beobachtungsdaten z, fir die (3.27) erfiillt ist und zeigen,
dass dann auch (3.28) fiir diese z gilt. Sei Sy := QS\QS und S; = QS\QS, dann
gilt per Konstruktion Sy U S; = QSAQS und Sy N S; = 0. Man beachte, dass im
Gegensatz zu Qs und Qg die Mengen Sp, S; im Allgemeinen nicht in S liegen miissen.

Wir beginnen mit der Gleichung

R(Qs) — R(Qs)

2.2
(Z)/pdpx—/ndpx—/pdpx+/ndpx

X QS X Qs

2.1)

= / n dpx + / n dpx — / n dpx + / n dpx
Qs\ﬂs QsNQs QS\QS Qsﬂﬂs

= Nsy — Ns;-

Wir kénnen nun annehmen, dass ng, — ns, > 0 gilt, denn andernfalls braucht man

nichts zu beweisen. Aus der Definition von QS und (s wissen wir, dass
77()5 - 7795 >0
ist. In Verbindung mit (3.29) und (3.27) ergibt das

(3.29)
7750 - 7751 = nQS - T](ZS
= ‘nﬁs - UQS - (ﬁQS - ﬁgs)l
(3.27) A
S en(QS)'

(3.30)
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Ferner definieren wir fiir eine Menge S C X, die Menge ST := SN Q* und S~ :=
SN (Q*)¢. Nach Definition von Q* ist 7 > 0 in ST und 7 < 0 in S~. Weiter hat man
S=5"US  und ST NS~ = . Somit kann man Folgendes schreiben:

Ns, —Ns, = A — B, A= Nt — Ngrs B = Mg+ — N - (3.31)
Dabei sind A, B > 0. Wir unterscheiden nun zwei Félle:
e A<2B: Wegen S, C Qs\Q* und n < 0 aukerhalb von Q* gilt
“Ngy S Nas\or
Ahnlich dazu folgt wegen S;” C Q*\Qs, sowie n > 0 in Q* dann
Ner < Non\Qs-

Insgesamt erhélt man damit

A 3.29 3.31
R(Qs) — R(Qs) "2 ng, —ns, (Z)A—BSBZ%T —Tg;
(2.1) \
< Nanas — Nes\QF = Mo — Nas (222) R(Qs) - R(Q )
= a(,S).

e A > 2B: Zuerst formen wir ein Integral um, welches mit dem Modulus w in
Verbindung steht:

/ ] dpx = / 7] dpx

QSAQS SoUS1

- / il dpx + / 7] dox
So Sl

- / il dpx + / il dpx + / in] dpx + / Il dpx
Sa Sy st ST

=/ndpx—/ndpx+/ndpx—/ndpx

So So ST Sy
=Nsy —Nsy T Nsf — Ny
=A+B.
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Daraus folgt nun

(3:31)

/ Inldpx = A+ B<A—-3B+4B <3(A—- B)

QsAQg

3(7750 —Nsy )

(3.30) R
S 3671(95) .

Das bedeutet, dass (s eine der Mengen ist, die in der Definition von w(p, en)

auftauchen. Daraus ergibt sich

A

R(Qs) — R(Qs) = ns, =05, = A— B < / In] dpx < w(p, en).

QsAQg

Fasst man die beiden Félle zusammen, so fiihrt das zu

A

R(QS> - R<QS) < maX{w(pa 6n>7 a(Q*7 8)} u
Folgerung 3.5. Gelte fiir jedes S € S die Bedingung (3.27)

ns — nas — (s — Ngs)| < enl(S)

fiir Beobachtungsdaten z. Dann gilt mit den gleichen Beobachtungsdaten

A

R(Qs) — R(QY) < w(p, en) + 2a(Q, S).

Beweis.

N

R(Qs) — R() = R(Ss) — R(Qs) + R(Qs) — R(Y)
< max{w(p, e,),a(V,8)} + a(Q*,S)
< w(p,e,) 4+ 2a(Q,S). O

3.2 Abschatzung des Modulus durch
Tsybakov-Bedingungen

Der im vorherigen Abschnitt eingefithrte Modulus w ist nur schwer durchschau-
bar und héngt von der Mengenfunktion e, ab. Wir werden jetzt zeigen, dass fiir
die Typen von Mengenfunktionen e,,, die naturgeméafs auftreten, der Modulus eng
im Zusammenhang mit den nachfolgenden Bedingungen steht. Annahmen solcher

Bedingungen sind ein Hauptbestandteil im Erhalten von Schétzungen iiber die Leis-
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tungsfiahigkeit eines empirischen Klassifizierers.

In der folgenden Bedingung (auch Tsybakov-Bedingung genannt) fordert man,
dass es ein § € (0; 1) gibt, sodass fiir jedes vy mit 0 < v <  und fiir jede px-messbare
Menge S die Ungleichung

5

ps <€, | [ nldex (3.32)
S

gilt. Dabei ist C', > 0 eine von S unabhéngige Konstante.

Lemma 3.6. Die Bedingung (3.32) ist dquivalent dazu, dass fir alle § mit 0 < § <
o= % die Ungleichung

px({x € X: n(x)| <t}) < Cst®, 0<t<1, (3.33)
mit einer Konstanten Cs > 0 gilt.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass die Tsybakov-Bedingung (3.32) gilt. Wir de-
finieren S; := {z € X: |n(z)| < t} zu jedem t € (0;1] . Dann gilt (3.32) auch fur
Stl

v v

ps, < Cy /!n\dpx <G, /tdpx =C, (t-ps,) = Cot7p,,
St St

1—
= pSt’y S C’yt’y7

o
= Ps, < C’Yl_w T = 1) 'tlsa
_ o
mit Cs := Cy " und § = ;2. Aukerdem gilt
1 1 1 1 ’y 1 1 3
< o<- --1<-—=-1<% = < =
L gl l—y -1 5-1 1-p

_ ¢
und v = 5.

~v < B erfiillt und schliefslich

Daraus folgt nun, dass fiir beliebiges § < «a, das zugehorige v auch

px({z € X: [n(2)| < 1}) = ps, < Cs - .
Gelte nun umgekehrt die Bedingung (3.33). Wir definieren fiir eine Menge S C X:

Sp=o0 := {x € S: n(x) = 0}.
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Zuerst zeigen wir, dass fiir eine messbare Menge S C X, das Folgende gilt:
px(Sn:()) = 0. (334)
Dazu nehmen wir an, dass
px<X77:0) =:¢c> 0.

Da Cjst? in Abhiingigkeit von ¢ eine monoton wachsende, stetige Funktion in [0, co)
darstellt und Cj - 0° = 0 gilt, so existiert ein £ € (0,1] mit 0 < Cst° < c. Daraus
folgt durch Anwendung von (3.33)

¢ = px(Xy0) < px({z € X: [n(2)| < 1}) <

Das ist ein Widerspruch, also war unsere Annahme falsch. Da px ein Maf ist, bleibt

nur der Fall
PxX (Xn=0) =0

iibrig. Sei S C X eine messbare Menge. Wegen
{r € S:n(z) =0} C{r e X:n(x) =0}
ergibt sich schlieflich
px({z € 51 n(x) = 0}) < px({z € X: nx) = 0}) = 0.

Nun widmen wir uns der Ungleichung (3.32) und verwenden neben dem gerade
Gezeigten (3.34), die Holder’sche Ungleichung (A.11) (siehe Lemma A.17) mit p = }/
und ¢ = —:

1—v°
3.34 v
ps = /dpx—/dpx+ / dpx(:) / ITdpx = / %dpx
S Shp=o S\Shy=o S\Sy=o S\ S0
1/p 1/q
(A.11) 1
< / [n"" dpx ' / W—mdpx
S\S’I’]:O S\SWZO
vy 1—v
o O A I A
S\S’q:o S\Sn:O
v 1=

(3.34) _
= /|77|dpx : / [~ dpx
S

S\ Syy=0
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Kann man nun noch zeigen, dass es eine Konstante C, > 0 unabhéngig von S

gibt, die
1—

/ [n|~° dpx <, (3.35)
S\Sy=0

erfiillt, so ist alles bewiesen. Aus (3.34) erhélt man px(X,—o) = 0 und mit Lemma
A.18 fiir f = ||~ ergibt sich

00
A12

_ _ ( ) -
/ inl 3 dpx = / Las, - Il dpx 2 / px({Lsys, o - Inl™* = 1)) dt

5\Sy=0 0

px (Il <477 Asis,} ) dt

px({Inf <t} ) at

o0

Px<{|77| < t‘l/‘s}) dt+/px({|n| < t‘1/5}>dt

1

+/Oopx({\n\ <t} ) at

(VAN
S S g Oy ¥

—_

<

(3.33) b _
<1+ / Clspct ~0F90 q¢
1

oo

=1 +(J§+€/t—1—6/5 dt

1
oo

=1 +Cé+a . % / (% (_t—6/5>) dt

Dabei war € > 0 so klein gewéhlt, dass § + € < a bei der Anwendung von (3.33) gilt
und ebenso £ < 0. Mit der Wahl C, := (1 + C_*(HE)I_7 ist (3.35) erfiillt und somit
alles gezeigt. O
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Wir wollen nun die Verbindung zwischen dem Modulus w und der Bedingung
(3.32) hervorheben. In der Definition von w und der Anwendung auf Abschétzungen
der Varianz, nehmen wir an, dass wir einen Schétzer besitzen, fir den (3.27) mit
Wahrscheinlichkeit 1 — 7 gilt. Dabei wird jedoch nur angenommen, dass das fiir
Mengen S € S erfiillt ist, im Unterschied zu (3.32). Der Vergleich erfolgt, wenn die

Mengenfunktion e, wie in den Ergebnissen des vorherigen Kapitels von der Form

en(S) = \/En - Psaas + En

1st.

Definition 3.7. Wir definieren die Funktion
o) =swp{ [lnldox: [Inldpx <3¢+ vEBS) p. (330
S S

In dieser Definition sind alle px-messbaren Mengen S erlaubt (nicht notwendi-

gerweise aus S). Unter der Annahme an die Form von e,, ergibt (3.26) dann

w(p,en) < d(p, en)-

Somit liefert uns das Abklingen von ¢ eine obere Schranke fiir das Abklingen von w.

Definition 3.8. Wir sagen p erfiillt die ¢-Bedingung der Ordnung u > 0, falls
o(p,t) < Cy - tY, 0<t<1, (3.37)

fiir Konstanten Cy > 0 und u > 0 gilt.

Satz 3.9. Sei p ein Mafs, welches der Tsybakov-Bedingung (3.32) fiir einen gege-

benen Wert 3 € (0;1) geniigt. Dann erfillt p fir jedes v mit 0 < v < 8 auch die

¢-Bedingung (3.37) fir u = ﬁ mit einer Konstanten Cy > 0, die nur von vy und

der zugehorigen Konstanten C., abhdingt. Umgekehrt gilt, falls p die ¢-Bedingung
(3.37) mit u = ﬁ fir jedes v € (0; 8) und zugehoriger Konstante Cy > 0 erfiillt, so
gendigt p auch (3.32) der Ordnung 3, wobei die Konstanten C, > 0 nur von u und
Cy abhdngen.

Beweis. Angenommen p erfiillt (3.32) fiir einen Wert §. Sei v € (0; 8) und C,, die

1

zugehorige Konstante. Um die ¢-Bedingung fiir u = 7 Zu tiberpriifen, sei t € (0;1]
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und S so gewahlt, dass folgendes gilt:

/|77| dpx <3 (t+Vt-ps). (3.38)
S

(3.32) liefert dann

v

ps < C, / Inldpx | <C, -3 (VE-ps+ t)v. (3.39)
S

Daraus lasst sich ableiten, dass eine Konstante M existiert, fiir die Folgendes gilt
0
ps <M -t*7, (3.40)

wobei M nur von C,, und v abhiangt. Um das zu beweisen, nehmen wir das Gegenteil
an. Fir alle M > 0 gilt
ps > M -t>7. (3.41)

Beim Umformen von (3.39) erhélt man Schrittweise

C, -3 (VE-ps+t),
1 1 1
CF 3 (i ph +1).

ks
9
(VAN

\
s
=2
IN

1 1 _1
C’J-3-<t2—l—t-p32>,

4
e
0=
>
[95)
IA

4
e
2l

)

IA

1 1 _1
€73+ (¢ + t-p57).

Benutzt man nun (3.41) zur Abschétzung von pg fiir beide Seiten, so erhélt man

daraus
2=y 2=y v 1 [ R .
M ¥ 2 SCW 3 <t2_|_tM2t22—w)’
2=y 1 1 1 4—29 1 1 v
= M .2 < CJ-3-<t2+t4‘2”M 2.t “—”),
2=y 1 1 1 4=3y 1
= M?* .2 < CJ-3-<t2+t4_2”-M 2). (3.42)
Da v € (0; 8) C (0;1) liegt, ist 4 — 2y > 0 und es folgt
1 4-3
y<1 = 29<2 = 2-~y<4-3y = -<-—— -
27 4—-2y
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Wendet man das auf (3.42) an, so ergibt sich wegen ¢ € (0; 1] dann

4-3y 1
e < t2?
und somit
2=y 1 1 1 1 _1
M7 .42 < CJ~3~<t2+ 2. M 2),
1 _2=y 1 1 1
N 2 < M P13 (t2+t2M2),
_2=y 1 _1
= 1< M 2%0;-3-(1+M2).

Wiéhlt man M in Abhédngigkeit von C., und v grofs genug, so wird die rechte Seite
kleiner 1. Damit erhélt man einen Widerspruch und das beweist (3.40).
Wegen v € (0; 3) C (0;1) ist

1_ vy 2=+ 1
2 2—7  22-7) 2-74

_l_

DN | —

Nach unserer Wahl von S hat man die Eigenschaft (3.38). Wendet man darauf (3.40)

an, so folgt:
/I??Idpx < 3(t+ 1t ps)
S
1 1 1 v
R VeI s z—w)

(

:3<t Mt27)
(7
31

<3

I
w

1 1
1 2 5

%) — Oyt

IA

1
mit u = ﬁ und Cy = 3 (1 + M 2>. Damit ist Cy nur von M, also insbesondere von
C, und v abhéngig. Nimmt man nun fiir diese Abschatzung das Supremum iiber

alle S mit der Eigenschaft (3.38), so ergibt sich der erste Teil der Behauptung:

Wir beweisen nun die Umkehrung und nehmen an, dass p die ¢-Bedingung (3.37)
der Ordnung u = ﬁ fiir v € (0; 5) mit zugehoriger Konstanten Cy > 0 erfiillt. Wir
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wollen dann die wegen Lemma 3.6 dquivalente Bedingung (3.33)

px{r e X: In(z)] <y} < Csy’, Vo€ (0;0), Vye(0;1],

B

-5 zeigen. Sei y € (0;1], dann definieren wir

mit o 1=
Si={zr e X:y/2 <|n(z)| <y}

und ¢ := y%pg € (0; 1]. Daraus ergibt sich

/In\ dpx < /ydpx =y - ps = tps < 3(t+/ps).
S S

Das bedeutet, dass S eine zuléssige Menge in der Definition von ¢(p,t) aus (3.36)
ist. Dann lésst sich aber die ¢-Bedingung ausnutzen und wegen der Definition von
S folgt

y/2-ps = /y/2 dpx < /Inl dpx < ¢(p,t) < Cot* = Co(y*ps)™.
S S

Das ldsst sich zu
ps " < 205y* !

und ferner mit

29—
u—1 375" 5% 35 7
= 3= =15 = ’
v H-55 & 17
Ak
1 2u-1 1y
ps < (200) Ty T = (20) Ty (3.43)

umformen. Da y € (0;1] beliebig war, gilt die Ungleichung fiir die jeweilig zu y
gehorigen Mengen S. Wir konstruieren nun die Menge {z € X: |n(z)| < y}. Fur

festes y sei
Sy = xEX—y <|(x)|<—y
b 2+1 g 20 )

Dann sind die S; paarweise disjunkt und es ist

Sy = {zr € X: In(z)| <y} = {w € X: n(z)| =0} U [ ] S

-
:3X7]:0 €Ny
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Setzt man C' := (200)1%u und v := - bzw. § = %, so folgt

146
ps = [ Wildox = [ i+ > [1nldex
Sty Xy=0 =0,
=~ [y
=0 S

1=0 1=0
[ee) 1 l
5
1=0
1
— a0
=0T
Mit Cs := C - = fiir § € (0;) ist dann (3.33) erfiillt. Somit wurde auch der
zweite Teil der Behauptung bewiesen. O]

3.3 Obere Schranke fiir den Naherungsfehler

Der Néherungsfehler hangt vom Wahrscheinlichkeitsmafl p und der Reichhaltigkeit
der Familie S ab. Typischerweise benutzt man Folgen (S,,)%°_; von ineinander ge-
schachtelten Familien von Mengen: S,,, C S,,+1 fiir m € IN. Der Wert m und die Fa-
milie §,,, die fiir die konkreten Beobachtungsdaten benutzt werden, hingen von der
Anzahl der Beobachtungen und eventuell bekannten Eigenschaften wie der Glattheit
der Regressionsfunktion n und Tsybakov-Bedingungen vom Wahrscheinlichkeitsmafs
p ab. Dazu benutzt man eine Form der Modellauswahl. Um die Leistung, der auf
diese Art erzeugten Algorithmen, zu analysieren, hitte man gerne Bedingungen an

p, die das Verhalten des Naherungsfehlers fiir m gegen unendlich steuern.

Definition 3.10. Wir definieren den Fehler
am(p) = a(2", Spm), fiir m € IN.

Er ist wegen der Ineinanderschachtelung der Familien &,,, als Funktion von m

betrachtet, monoton fallend.
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Definition 3.11. Ferner definieren wir die Approximationsklasse

A= A((Sp)pey)

m=1

als die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafse p fiir die

As i=sup m®an,(p), s> 0, (3.44)

m>1

p

endlich ist.

Unser Ziel ist es nun zu verstehen, welche Eigenschaften von p eine Zugehorigkeit
zur Approximationsklasse A° garantieren. Dazu geben wir hinreichende Bedingun-
gen an, die mit der Glattheit der Regressionsfunktion n und Tsybakov-Bedingungen
verkniipft sind.

Sei (S,,)%°_; eine monotone Folge von Mengensystemen. Wir fixieren nun ein p.

Dadurch sind die Regressionsfunktion n und die Bayes’sche Menge
O ={zeX:n(zx) >0}
bestimmt. Weiter definieren wir die Niveaumenge
Qt) .= {zx € X:n(x) > t}.
Daraus folgt fiir ¢ > ¢’ sofort Q(¢) C Q(¢') und dann mit ¢ > 0

{r eX:nx) <ty C{reX: —t<nz)An(z) <t}
= Q(=0)\Q(1)
C {r € X: [n(a)] < ).

AuBerdem definieren wir fuir m € IN
tm = tm(p,Sp) :=inf{t > 0|35 € S,,: Qt) TS CQ(—1)}.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass immer eine Menge S*, € S,,, mit (¢,,) C
Sk C Q(—t,,) existiert. Andernfalls ersetzen wir ¢, durch ¢,, + € mit € > 0 beliebig
klein und erhalten dafiir Mengen S;,. Die nachfolgenden Ergebnisse erhélt man
trotzdem. Da auch Q(t,,) C Q* C Q(—t,,) gilt, folgt

Q*ASE C Q(—t)\Qtm).
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Erfiillt p die Tsybakov-Bedingung (3.33) fiir ein a € (0; 00), so gilt fiir alle § € (0; «)
die Ungleichung

am(p) = R(Qs,) = R(Q") < R(S},) — R

m

2.2
(Z)/ndpx—/ndpx

Q* Sz,

- / Indpx < / | dpx (3.45)
Q*ASE, Q(—=tm)\Q(tm) .

< / In| dpx < / tm dpx
{zeX: n(@)|<tm} {zeX: [n(@)|<tm}

(3.33) _ _
< Gyt -0 = CstoFL,

Somit ist t5+! < O'm~* fiir ein § € (0; @) in Verbindung mit der Tsybakov-Bedingung
(3.33) fir a € (0;00) und 0 < C < oo hinreichend fiir die Zugehérigkeit von p zur
Approximationsklasse A°.

Eine Anwendung dieser Bedingungen soll im Folgenden gezeigt werden. Sei X =
[0;1)¢ und D das System der dyadischen Wiirfel @, die in X enthalten sind. Das sind
Wiirfel Q C X der Form @ = 277 (k+[0;1)%) mit k € Z% und j € Ny. Ferner sei D; fiir
j € Ny das Mengensystem der dyadischen Wiirfel mit Seitenlinge 277 und S,y das
Mengensystem aller Mengen der Form Sy = |J @ mit A C D;. Man beachte, dass

QeA
ID;| = 2% und |Syy| = 227 gilt. Wir erzeugen eine Familie von Klassen (.Sp,)men
durch S,, := Sy, wenn 29 < m < 240+D_ Fiir unser Wahrscheinlichkeitsmaf p

nehmen wir nun an, dass es den nachfolgenden zwei Bedingungen geniige:

e Die Regressionsfunktion 7 liegt im Lipschitzraum (oder Holderraum) Lip b fiir
ein b € (0;1]. Das heifst, dass Folgendes gilt

[l zipy = sup {[n(x) = n(@)| - |z — 2[);": 2,7 € X} < o0,
wobei || - ||o die euklidische Norm bezeichnet.
e Fiir p gilt die Bedingung (3.33) fiir a € (0, 00).
Wir behaupten, dass
azii(p) < Cs - (M277)F1 j >0,

mit M := 27°d"2|n| iy < oo erfiillt ist.
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Sei () € D; und &g das Zentrum von (). Der maximale euklidische Abstand vom
Zentrum eines Wiirfels zu einem Punkt des Wiirfels wird in einer Ecke erreicht.
Damit gilt fiir jedes = € Q:

||z = &oll3
n(x) = n(&e)| = In(z) — (&) - T2
||z —&all3

< lz = &oll5 - InlLips

22(2_]'_1)2
=1

= (aV* 2—j—l>” Nnlzins
= M-277°

b

: |77|Lipb

Wir definieren S; als die Vereinigung aller ) € D;, die n(§g) > 0 geniigen. Somit
ist S; € Sy Sei t := M -277° dann ist

Q) €5, € Q-t),  jeN,

denn ist x € Q(t), so folgt n(x) > t. Zu diesem z gibt es ein @) € D; mit x € Q. Da
n(&g) < 0 im Widerspruch zu der eben gezeigten Ungleichung fiir unser = stehen
wiirde, folgt dann n(£g) > 0. Also ist Q C S; und damit = € S;. Das zeigt 2(t) C S;.
Ahnlich folgt der zweite Teil. Ist z € S;, dann existiert ein ) € D; mit x € Q) C 5
und 7(§g) > 0. Deswegen folgt

—t < n(z) —ne) < n(x).

Ferner erhilt man daraus x € Q(—t) und so auch S; C €(—t). Unsere Behauptung
folgt nun analog zu (3.45), wobei wir m durch 2%, S,, durch Sy, t,, durch ¢ und
Sy, durch S; ersetzen.
Das Beispiel zeigt, dass die Kombination der Tsybakovbedingung (3.33) der Ord-
nung [ mit Holderglattheit der Ordnung b fiir die Regressionsfunktion n dazu fiihrt,
b(6+1

dass p zur Approximationsklasse A* = A*((Syqi)) mit s := T) fir ein 0 € (0; )

gehort. Denn mit m = 2% ist
msam(p) _ (2dj)b(6+1)/d Aoy (p> < (2jb>(6+1) . 06 . (M2—jb)6+1 _ 06 X M5+1 < 00

und somit |p|4s endlich.
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4 Modellauswahl

Die hier vorgestellte Modellauswahl stammt aus [Bin+14a, S. 2153 ff.]. Sie benutzt
die Schranken aus Kapitel 3, um eine vorteilhafte Abschatzung fiir das zusétzliche
Risiko unseres ausgewéhlten Klassifikators zu erhalten.

Die Idee hinter unserer Modellauswahl ist die Unterteilung der Beobachtungs-
daten in zwei Gruppen. Die erste Gruppe wird genutzt, um eine gewisse Anzahl
an Klassifikatoren zu bilden, aus der im zweiten Schritt der empirisch Beste aus-
gewahlt wird. Die empirische Auswahl erfolgte dabei durch die zweite Gruppe von
Beobachtungsdaten, wobei meist das empirische Risiko (2.6) als Kriterium genutzt
wird.

Sei (Sp,)°_, eine Folge von Familien von Mengen, die benutzt wird, um einen bi-
naren Klassifikationsalgorithmus zu entwickeln. Wir nehmen an, dass eine Konstante
Cp > 0 mit

VC(Sy) < Cym, m € NN,

existiert und bezeichnen ,, als den Klassifikator in S,,, der das empirische Risiko
minimiert und mit 7g = 7js durch (2.4) gewéhlt wird. Wir haben in Satz 3.1 gezeigt,

dass solch ein Schétzer eine Schranke (3.2)

Ins —Nas — (s — Nas)| < en(S)

mit S € S,, und Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — Cyn~" erfiillt. Dabei ist

mlnn

en(S) = VPSAQs " En + €n, En = CY2 :

n

und C5 ist abhéngig von r, B, Cy, sowie C eine absolute Konstante. Ist p € A°((Sy,))
fiir ein s > 0, so gilt nach Folgerung 3.5 fiir jedes m € IN mit Wahrscheinlichkeit

von mindestens 1 — Cin~"

VAN

R(Qy) — R(Q) < w(p, en) + 2a(2*,S,)

< W(P, en) + 2|p .Asm_s'

(4.1)

Erfillt p zuséatzlich auch die Tsybakov-Bedingung der Ordnung (3, dann erhélt man

durch Ausnutzung von Satz 3.9 und der Tatsache, dass

1

W(p, €n) S ¢(pa gn) S 036721_77
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fir jedes v € (0; ) gilt, mit jeweiliger Wahrscheinlichkeit das Folgende aus (4.1):

R(Qm) — R(Q7) < Cy - (mln”) L 2lplaem, (4.2)

- n

wobei C; abhéngig von C, und v ist. Man beachte die durch die verschiedenen
Ereignisse wichtigen folgenden Beziehungen, wobei A; Ereignisse und P, € [0;1]

zugehorige Konstanten sind:

l
=P || ] A

=P

l
>1-> P (43)
k=1

! ! ¢
(JAc| =1-P (ﬂAk) =1-P
k=1

Wir unterteilen die Ziehung z in zwei unabhéngige Mengen z’' und z” von gleicher
Groke ni. Fiir jedes m mit 1 < m < 7 sei Q,, durch (2.4) definiert, wobei S durch
Sy, und z durch z’ ersetzt wurde. Fiir jedes m erfiillt Q,, (4.2) mit 7 anstatt n und
Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — Cin™" fiir das jeweilige m. Dann erhalten

wir mit jeweiliger Wahrscheinlichkeit

i A 75
R(Qm>—R(Q*>gc5-<(mn”) +m_s>, m=1.. . .7

n

Wir setzen nun S := {Qy,..., Qs } und bezeichnen mit €,,- die Menge, welche aus
S durch (2.4) unter Benutzung von z” ausgewihlt wird. Aus den 7 vorhergehenden

Ungleichungen folgt

1<m<n 1<m<n n

1
— _ 1 = ﬁ
a(Q*,8) = min_ (R(Qy,) — R(Q*)) < C5 min ((m_nn) + m_5> ,
wegen (4.3) mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
1-Y G =1-Cn "t (4.4)
m=1

Es sei _
14(rInn +1n|S|)

Ep 1= 37 ) en(S) := \/Psaqs - &n + En-
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Da |S| = 1 = n/2 ist, ergibt sich &; < Cg - 2% in (3.19) bei Benutzung von S
und (3.20) mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 —2n~". Unter Ausnutzung von

Folgerung 3.5 und Satz 3.9, sowie der Tatsache, dass

1

w(p, €s) < dp,&a) < Cr-2n "

fiir jedes v € (0; 8) gilt, erhalten wir daraus

R(Qe) — R(QY) < 2a(Q%,8) + Cy (lnﬁ) o
. (45)

1
AN AN
< Cs iy, ((m o) m_s) ey
sSmsn n n

wegen (4.4) und der Unabhéngigkeit von z’ und z” mit Wahrscheinlichkeit von min-

destens

(1—-Cin ™M1 —2n"")=1-2n"—Cin " +2Cn 2"
>1—-2n"" —Cin~"H
> 1ot Ot
=1-2+C)n"t

=1—Cn "t

Dabei ist C' := 2 + C,. Fiir u := ﬁ ist

1 _ u
<S>s+u ( n >u+s
mgog = | — B
U Inn

= (5(2 — 7))@ - (L) SB=H

Inn

und wegen Lemma A.21

min — +m
1<m<n n
= min — +m
me{[mo];|mo]} n
(molnﬁ)" s
~ — —{-mo
n
Tw /N N\ (Inn\"“ - T
T E) O w
U Inn n U Inn
u2
_<s>5$u Inn\ s+ Inn\ s+ +<s>s‘ju Inn\ uts
-\ n n u 7l
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su

SERGICON
= Cy (m%) T+s(2=) '

Aus (4.6) und (4.5) folgt dann mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — C'n~""!

_ i\ 7 Ini\ 7>
R(Q) — R(Q*) < G5 min_ ((m;n) —i—m_s) + Oy ( I;")

1<m<n

1

] [C=yEEsT Ina\ =
~ C5Cy ( nn) + Cy <ﬂ)
n n

(lnn) @t

Die letzte Ungleichung gilt wegen

S 1 1
— - <
2-7)s+1 (@2-7)+;  2—9
und
Inn
0<— <1, n =2,
n

sowie der Monotonie der Funktion f(x) := y* mit y € [0;1], welche fir x > 0
monoton fallt.

Insgesamt liefern diese Uberlegungen den folgenden

Satz 4.1. Sei (S,,)5°_, eine Folge von Familien von px-messbaren Teilmengen von
X, die fir eine Konstante Cy > 0

VO(Sy) < Com

fir alle m € N erfillt. Ist auflerdem p € A*((Sy,)) fir ein s > 0 und erfillt p
die Tsybakov-Bedingung der Ordnung (8, so existieren zu jedem r > 0 Konstanten
C,C >0, sodass

R(Qps) — R(Q) < C (l%ﬁ) e (4.7)

asymptotisch mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — Cn~"* fiir v € (0; 8) gilt.

In der Praxis sind die Parameter s und + meist unbekannt. Unser hier erhalte-
nes Resultat besagt nun, dass wir durch unsere einfache Modellauswahl auch ohne
Kenntnis dieser Parameter einen Klassifizierer finden, der fiir hinreichend grofses n
mit groker Wahrscheinlichkeit vom optimalen Klassifikator (2* beziiglich dem Risiko

kaum zu unterscheiden ist.
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5 Anwendung auf Partitionierungen mit-

tels dyadischen Baumen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Ergebnisse der vorherigen Kapitel auf
ein konkretes Klassifizierungsverfahren angewendet. Dieses Verfahren werden wir im
Folgenden ,Classification using dyadic tree partitioning” oder auch CUDTP nennen.
Die Idee dazu stammt aus [Bin—14a, S. 2156 f.].

Versucht man die Menge €2*, die den Bayes’schen Klassifikator erzeugt, nachzubil-
den, so ist eine der natiirlichsten Vorgehensweisen mittels adaptiver Partitionierung.
Diese Art von Partitionierung besitzt die Flexibilitdt den Bereich des Randes von
Q* fein aufzulosen und alle anderen Bereiche nur grob, vgl. [Bin+14a, S. 2156]. Zur
Vereinfachung der Darstellung betrachten wir nur dyadische Partitionierungen auf
dem speziellen Definitionsbereich X = [0; 1)

Zur Beschreibung des Verfahrens benutzen wir die Begrifflichkeiten aus [Bin—14a,
S. 2156| und fiir den Begriff des Baumes verweisen wir auf [:rn00, S.585]: Sei D das
Mengensystem der dyadischen Wiirfel ), die in X enthalten sind. Das sind Mengen
@ C X der Form

Q=27k+[0;1)%) mitkeZjcZ

Ferner seien D; mit j € INy Mengensysteme der dyadischen Wiirfel mit Seitenlénge
279, Jedes ) € D; hat 2¢ Nachfolger, die Teilmengen von Q aus D;; sind. Somit
bilden diese Wiirfel einen Baum mit Wurzel X. Ein endlicher Teilbaum 7 von D ist
eine endliche Menge von Wiirfeln mit der Eigenschaft, dass die Wurzel X in T liegt
und falls @ ein Element von 7T ist, so ist es auch der Vorgénger von (). Wir sagen ein
Baum ist vollstandig, falls gilt, dass immer wenn () in 7 liegt, dann liegen auch alle
Geschwister von @) in 7. Geschwister von () sind dabei die Wiirfel, die den gleichen
Vorgéanger wie () besitzen. Die Menge der Blatter eines Baumes 7 besteht aus allen
Wiirfeln @ € 7, die keinen Nachfolger in 7 haben und wird mit £(7") bezeichnet.
Ist ein endlicher Baum vollstandig, so bildet die Menge aller Blatter eine Partition
von X.

Jeder endliche und vollstdndige Baum ist das Ergebnis einer endlichen Anzahl
von aufeinanderfolgenden Wiirfelverfeinerungen. Wir bezeichnen mit %,, das Men-
gensystem aller durch m Verfeinerungen entstandenen vollstdndigen Baume. Jeder
Baum T € %, besitzt (22— 1)m + 1 Blétter, denn bei jeder Verfeinerung verschwin-

det ein Blatt, aus dem 2% neue Blitter entstehen. Durch Zuweisung einer eindeutigen
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Folge von Bits fiir jeden Baum lésst sich die Anzahl der Baume T € T, abschétzen.
Sei T € ¥,,. Wir ordnen die Nachfolger von X lexikografisch und weisen fiir jeden
solchen Nachfolger in 7 eine Eins zu, falls dieser verfeinert wird, ansonsten eine Null.
Analog gehen wir fiir die Nachfolger der Nachfolger aus 7 vor. Diese sind durch die
bereits zugewiesenen Bits definiert. Das Verfahren wird fortgesetzt, bis die Blatter
von T erreicht werden. Somit hat man eine Folge von Bits erhalten, die den Baum
T eindeutig bestimmt. Da 7 aus genau 2%m + 1 Wiirfeln besteht, hat die zugehorige
Bitfolge eine Linge von 29m und eine Eins genau an m — 1 Positionen. Abbildung 2
illustriert das Verfahren fiir eine Baum mit d = 2 und m = 4. Dabei gehort 1010 zu
Q1,1 bis (1,4, die darauf folgenden vier Bits 0000 zu ()21 bis (2.4, 0100 zu ()25 bis
()2, und die letzten vier Bits 0000 zu ()31 bis Qs 4.

/\

Q1,1 Q12 Q13

//\\ //\\
7N

Q31 Q32 Q33 Q34 € Ds

€D,

Abbildung 2: Baum, der bei d = 2 und m = 4 zur Bitfolge 1010 0000 0100 0000 fiihrt.

Die Anzahl verschiedener Bitfolgen mit Linge 2%m und m — 1 Einsen, ergibt sich
aus der Anzahl an Kombinationen ohne Wiederholung von m—1 aus 29m Elementen.
Da nicht alle solche Bitfolgen einen Baum bilden, lédsst sich die Anzahl der Baume

durch die Anzahl dieser Bitfolgen wie folgt abschéatzen:

2dm m—1 (2 )m 1 p
< . < < oM. (m—l). ]
|sm|_(m_1) T 1} i+ < o S (5.1)

Das letzte Ungleichungszeichen folgt aus der Reihenentwicklung der Exponential-
funktion, denn fiir m als Argument sind alle Summanden nichtnegativ und auf der

linken Seite steht der Summand fiir £ = m — 1 multipliziert mit einer Konstanten:

i n]z_ = exp(m) = e™.
k=0

Wir definieren nun fiir jede Wahl eines Baumes 7 € T, und A C L(T) eine

Menge S := Sy := |J @, die spéter einen moglichen Kandidat fiir einen Klassifi-
QEA
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zierer darstellt. Weiterhin bezeichnen wir fiir die Modellauswahl das System aller
solcher Mengen S fiir 7 € ¥, und A C £(7) mit S,,. Hat man einen Baum T

ausgewahlt, so ergibt sich fiir die Anzahl der verschiedenen Teilmengen A von L(7):
PL(T))| = 25T < 22'm, (52)

wobei P die Potenzmenge bezeichne. Kombiniert man nun die beiden Abschéatzungen
(5.1) und (5.2), so ergibt sich:

S| = UfmaTw
< Tl - IBL(T))| < [T - 22 (5.3)
<em. Qd(m—l) i 22dm <em. 2(d+2d)m
=a™.

Dabei ist a 1= e - 27727,
Benutzt man den Mengenschétzer und die Modellwahl iiber (S,;)men, wie im
vorherigen Kapitel fiir die Ziehung z beschrieben, so erhiilt man eine Menge Q(z).

Die Leistung des zugehorigen Klassifikators lasst sich dann wie folgt beurteilen.

Satz 5.1. Fliir jedes r > 0 existiert eine Konstante C' > 0, so dass das Folgende gilt:
Ist p € A* mit s > 0 und p erfillt die Tsybakov-Bedingung (3.32) der Ordnung (3,
dann erhdlt man fiir jedes v € (0; ) mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — Cn~"!
die asymptotisch erfillte Ungleichung

In7\ @
“ﬁ | (5.4)

R@@»—Rmﬂsé(f—

n

As und den Konstanten aus (3.32) abhdngt. C > 0 ist dabei

eine Konstante unabhdngig von r.

wobei C' von d,r, A, |p

Beweis. Da |S,,| < a™ < oo gilt, erhdlt man mit Lemma 2.10
VCO(Sn) < logy(|Sml) < mlogy(a) =: Com,

wobei Cj nur abhiingig von d nach (5.3) ist. Somit wird R(Q(z)) — R(Q*) durch die
rechte Seite von (4.7) aus Satz 4.1 beschrankt. O
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6 Implementierung von CUDTP und
ODT

Dieser Abschnitt wird genutzt, um die Ideen der implementierten Algorithmen zu

erlautern und auf eventuelle Verdinderungen einzugehen.

6.1 Classification Using Dyadic Tree Partitioning
(CUDTP)

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass unser Hauptresultat (4.7) zur Abschitzung des
zuséatzlichen Risikos auch fiir Partitionen mittels dyadischen Entscheidungsbdumen
anwendbar ist, siehe Satz 5.1. Die Implementierungsidee von ,(Classification using
dyadic tree partitioning® stammt aus [Bin-14a, S. 2160 ff.] und behandelt das Pro-
blem, die Mengen (2, € S,, von (2.4) méglichst effizient zu finden. Diese werden
dann bei der Modellauswahl zur Bildung des Klassifizerers Q,,« genutzt. Er erfiillt
dann die wichtige Abschéitzung fiir das zusétzliche Risiko (4.7) bzw. (5.4).

Bei gegebenen Beobachtungsdaten z betrachten wir das System der dyadischen
Wiirfel aus Dy U --- U Dy mit n = n/2, die ein z;, i € {1,...,n} enthalten und
bezeichnen das System mit D’(z). Dabei wird n erstmal als gerade angenommen.
Fiir die Definition der D; sei auf Kapitel 5 verwiesen und eine mogliche Darstellung
fiir 10 Beobachtungen wird in Abbildung 3 gezeigt.

Die Wiirfel aus D’(z) bilden einen Baum 77(z), den wir als Belegungsbaum be-
zeichnen. Vervollstéandigt man den Belegungsbaum 77(z), indem man zu allen Wiir-
feln aus D’(z) deren Geschwister hinzufiigt, so erhéilt man einen vollstandigen Baum
T (z), dessen Blétter eine Partition von X bilden, siehe dazu Abbildung 4 und Ab-
bildung 5.

Ist 7 ein Teilbaum des Belegungsbaumes 7T (z) und vollstandig, so definiert man

yri= Y max(7g,0)
QeL(T)

und nennt das die Energie des Baumes 7. Das bedeutet, dass der Mengenschétzer
Q,, einem vollstindigen Baum 7,, € T, entspricht, der die gerade definierte Energie
maximiert. Es ist zu beachten, dass dieses Maximum von verschiedenen Baumen an-
genommen werden kann. Da nur Werte m € {1,...,n} bei der Modellwahl betrach-
tet werden und ein Unterteilen von nicht belegten Wiirfeln keinen Energiezuwachs

einbringt, ist ein maximierender Baum immer ein Teilbaum von 7 (z).
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1 1 —eeeemmnnne s
0.75 — C Qi 0.75 Qr C QL
0.5 — 0.5 f
0.25 — , Q11 0.25 * Ql,l Q1,1
0 \ I T 0 I i r
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
(a) Wiirfel aus D;. (b) Wiirfel aus D; mit Geschwistern.
1 1 :
@z | Qus Q2 | Qs
0.75 — -------- 3 . ---------- 0.75 — ~: ----------
. Q? 1 ' QQ 4 . QZ,l E QZ 4
0.5 — R ------------ 0.5 —
QQ‘ 3 QQ‘S Q2 3
0.25 — R 0.25 —
Q? 1 QQ.Z
0 \ \ \ 0 \ T R |
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
(c) Wiirfel aus Ds. (d) Wiirfel aus Dy mit Geschwistern.
1 1

1 W33 : Q&,s Q:Lg'g.Qg,:) g@:mzf
0.75 — B e 0.75 — e -
1Q31 | Q321 Q3.41Q311

QSJ Q~3,2 QS,Q Q:S,l()i

0.5 — poeee 0.5 — e
Q3.6 Q:s,s S'Q3.6
Q3,6 Q37
0.25 —| 0.25 —|
0 \ \ \ 0 \ \ \
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
(e) Wiirfel aus Ds. (f) Wiirfel aus Ds.

Abbildung 3: Wiirfel und deren Geschwister, die zu einen Belegungsbaum mit 10
Beobachtungen gehoren. Die blauen Umrandungen begrenzen die Bereiche der Wiir-
fel mit mindestens einer Beobachtung und die orangenen Umrandungen stellen die
zugehorigen Geschwister dar.
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X € Dy
Qi1 Q1,2 €D

/NN

Q2,3 Q2,1 Q2,2 Q2,4 Q25 € D,

/\

Q36 @31 @32 Q33 Q3.4 Q35 € Ds

Abbildung 4: Belegungsbaum zu Abbildung 3 mit Hohe 4.

//\Q

Qll 1 1,2 Ql?

PN AN

Q23 Q2 1 QQ 2 QQ 3 Q2,1 Q2,2 Q2.4 Q25

Abbildung 5: Vollstandiger Belegungsbaum zu Abbildung 3 mit Hohe 3.

Ferner bezeichnen wir fiir jeden Wiirfel @ € 7 (z) durch %,,(Q) die Menge aller
vollstdndigen Baume 7 mit Wurzel @), die man mittels hochstens m Unterteilungs-

schritten erhélt und in 7 (z) enthalten sind. Damit definiert man

m i= Imax

Q, TeTm(0) -
Das Maximum kann auch hier durch unterschiedliche Baume aus %,,(Q) angenom-
men werden. Weiter bezeichnen wir mit 7(Q, m) jeden Baum aus %,,(Q) der das

Maximum von 7q , annimmt. Wir vereinbaren

T(Q,m) =0,

falls @ nicht belegt ist. Mit dieser Schreibweise definieren wir

Tow:=T(X,m) und Q.= [J {Q:ng >0} (6.1)
QEL(Tm)

Das benutzen wir zur vorher diskutierten Modellauswahl.

Hier wird nun ein Algorithmus beschrieben, der die vorherige Maximierung aus-
fiihrt und dadurch 7, liefert. Mit (6.1) erhalten wir daraus das benétigte ©,,. Man
beachte fiir nicht besetztes @) ist 7(Q,m) leer und es gilt 7o = 7yg.m = 0. Somit sind
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diese Werte ohne Berechnung verfiighbar. Deshalb finden Berechnungen nur fiir die
besetzten Wiirfel statt, die 7'(z) bilden. Fiir [ € {0,...,n} definieren wir noch

- T,(Z) N Dﬁ_l,

die Menge der belegten Wiirfel des Rasterlevels n — [. Dabei ist Uy = L(T'(z)).
Die Kalkulationen beginnen bei den Bléttern von 7'(z) und enden bei der Wurzel,
dhnlich dem optimalen Zuriickstutzen beim CART Algorithmus (siehe [Bre+84]).
Der Ablauf wird in den folgenden Schritten beschrieben:

e [ = 0: Man berechnet fiir jedes @) € Uy die Grofen 7o und definiert vg ¢ :=
masc{0, g}, sowie T(Q,0) = {Q}.

e [ c{l,...,n}: Die restlichen Berechnungen bauen nun auf den vorher erhal-
ten Ergebnissen auf. Nimmt man an, dass die Werte fiir v ;, 7o, sowie T(Q, j)
fiir alle Q € Uy mit 0 < 57 <[ — 1 schon bestimmt sind, so lassen sich dar-
aus die Werte fiir die Wiirfel in U; berechnen. Fiir alle 0 < 7 < [ — 1 und
alle Wiirfel @ € U, ergibt sich der Vektor, der die Anzahl der Verfeinerungen
der Nachfolgerwiirfel ausrechnet und dabei die Energie der besten Teilbdume

maximiert, wie folgt:

(I(R))recr(q) = argmax{ > Yru(n Z I'( : (6.2)

ReC'(Q) ReC'(Q

hierbei bezeichnet I'(R) die Anzahl der benutzten Verfeinerungen von R, die
Menge C(Q) die Kinder von @ und ferner C'(Q) := C(Q) N T'(z) die Menge
der nicht leeren Kinder von (). Auch hier kann es mehrere Vektoren geben,
die das Maximum aus (6.2) annehmen. Mit diesem Vektor lassen sich nun die

restlichen Grofsen fiir jedes Q € U, bestimmen. Diese ergeben sich fiir jedes

1 <75 <[ durch
Z TRIx_(
ReC'(Q)

und
TQ.)={Qtu| |J TR (R)|UCQ\(Q).
ReC'(Q)

Fiir j = 0 berechnet sich 7¢ fiir alle Q € U, durch Aufsummieren der 7y fiir
R € C'(Q) und man definiert wie im Fall I = 0 die Grofen ~g o := max{0,7¢}

und 7(Q,0) = {Q}.
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5| labeledTree calculateAdaptiveDyadicTree (

NumericMatrix& X1,
NumericMatrix& X2,

const IntegerVector& Y1,

const IntegerVector& Y2,
unsigned int max_depth,
unsigned int max_ subdivisions,
unsigned int distinctLabels,
unsigned int emptyLeafLabel)

Programmauszug 6.1: Parameter der Hauptfunktion. CUDTP.cpp

Nach Ausfiihren des letzten Schrittes | = 7n besteht die Menge U; nur noch aus
der Wurzel X und somit hat man die Grofen T (X, m) fir m = 0,...,n bestimmt.
Deshalb stehen einem nun auch die Schitzer €, fiir m = 0,...,7n zur Verfiigung.

Bei der Berechnung der kleinsten Zellen féllt auf, dass schon fiir relativ kleine
Werte von n die Vektoren der Indizes, die eine Zelle eindeutig bestimmen, sehr grofs
werden konnen. Zum Beispiel fiir 7 = 100 gibt es dann 2% mégliche Werte fiir ein
Element dieses Vektors, wenn man sich das zugehorige Gitter vorstellt. Das iiber-
schreitet die verfiighare Anzahl von Zahlen der Typen unsigned int und unsigned
long in C++-. Deswegen wurde hier die Bibliothek GMP benutzt, die unter anderem
einen Datentyp fiir grofe Ganzzahlen mpz t und die zugehorige Klasse mpz_ class
zur Verfiigung stellt. Dadurch kann es jedoch zu Geschwindigkeitseinbufsen im Ver-
gleich zu den Standardtypen kommen.

Daher wurden verschiedene Parameter eingefiihrt, die das Modell beschrénken
konnen. Der Parameter max _depth wird dabei verwendet, um die Baumtiefe einzu-
schrianken. Ferner wird die maximale Anzahl an Unterteilungen, die ein Baum haben
kann, durch maz_subdivisions reguliert. Somit stehen bei der Modellwahl genau
max__subdivisions Baume zur Verfiigung. Effektiv ist dieser Parameter auch eine
Beschrinkung der Tiefe, da sie ebenfalls nicht iiber diesen Wert hinausgehen kann
und die tatsdchlich mogliche Tiefe ist dann das Minimum aus beiden Werten. Da es
wiinschenswert sein kann mehr Trainingsbeobachtungen zur Erstellung der Baume
auf Kosten des Vergleichs unter den Baumen zu haben, gibt es noch die Variable
nbar, die angibt wie viele Beobachtungen zur Konstruktion der Baume verwendet
werden. Entsprechend bleiben zum Vergleich der Baume bei der Modellwahl noch
n — nbar Beobachtungen. Die Aufteilung erfolgt dabei schon in R, sodass an die
Hauptfunktion zwei Matrizen fiir die Pradiktorvariablen und zwei Vektoren fiir die

Zielmerkmale iibergeben werden, sieche Programmauszug 6.1.
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vector<unsigned int> children m sub vector =
children max subdivisions(egBegin,n children);

size _t max_possible subdivisions child = #min_element (
children_m _sub_vector.begin () ,children _m _ sub_ vector.end());
size _t loopend = l+max _ subdivisions—needed depth;
for (size t j = 1; j<=loopend;j++)
{
if (loopend — max possible subdivisions child = 1)
{
1 star vec = argmax 1 star(egBegin,j—1,n_ children);
}
else
{
1 star vec = argmax 1 star(egBegin,j—1,children _m_sub_vector,
n_children);
if (1 _star vec.size() = 0)
break ;
}
(xegtNewlt) [index |.gamma.push back (sum energie (
egBegin ,

n_children,
1 star vec

)

(xegtNewlt) [index|. tree.push back(mergeTrees (
egBegin ,
uBegin ,
1 star vec

)

}

Programmauszug 6.2: Berechne den Vektor /7. CUDTP.cpp

Die Variable distinct Labels gibt die Anzahl der unterschiedlichen Klassen an und
ist im Standardfall gleich 2, kann aber auch 1 sein. Im dyadischen Baum bestimmt
sie fiir wie viele Klassen die Anzahl der zugehorigen Beobachtungen in einem Blatt
geziahlt wird. Fiir den Fall einer leeren Zelle gibt es die Variable emptyLea f Label,
die die Klasse angibt, welche zugeordnet werden soll.

Durch die neuen Parameter muss der Algorithmus leicht abgewandelt werden.
Zum Beispiel nimmt die Hauptschleife fiir [ nicht mehr Werte bis n, sondern nur noch
Werte bis needed depth an. Dabei ist needed _depth das Minimum von max__depth
und max_ subdivisions.

Die grokte Verdnderung tritt bei der Berechnung des Verfeinerungsvektors [7 aus
(6.2) ein. Zum einen wird in Programmauszug 6.2 bestimmt, wie viele Unterteilungen
die Nachfolgerzellen haben. Das ist die maximale Anzahl an Unterteilungen dieser
Zellen. Weiter wird festgelegt, wann die Schleife spétestens abgebrochen werden

muss, weil nicht mehr Unterteilungen fiir die betrachtete Zelle moglich sind.
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Innerhalb der Schleife wird eine Fallunterscheidung getroffen, ob der normale
Algorithmus zur Berechnung von [7 genutzt wird oder ob die abgewandelte Form
mit unterschiedlicher maximaler Anzahl an Unterteilungen der Nachfolgerzellen zum
Einsatz kommt. Bei der abgewandelten Form, kann es passieren, dass der zuriickge-
gebene Vektor die Lange 0 besitzt. Das bedeutet, dass beim Suchen des Argumentes
des Maximums kein Vektor gefunden werden konnte, weil es fiir das entsprechende
j keinen solchen Vektor gibt. Deswegen wird die Schleife abgebrochen.

Fiir das Durchlaufen der Argumente in (6.2) wurde Algorithmus 1 aus [Knu05]
verwendet, der dort mit Algorithmus L (Lexikographische Kombinationen) bezeich-

net wird.

Algorithmus 1 : Lexikographische Kombinationen

Beschreibung : Der Algorithmus generiert alle ¢-Kombinationen ¢; . .. cocy
der n Zahlen {0,1,...,n — 1}, falls n <t < 0 gilt. Dabei
werden die zusétzlichen Variablen ¢; 1 und ¢; 5 als
Markierungen benutzt.

L1. |Initialisiere.]| Setze ¢; «— j — 1 fiir 1 < j <, sowie ¢;41 <= n und ¢4 < 0.

12. [Besuche.| Besuche die Kombination ¢; . .. coc;.

3. |Finde j.| Setze j <— 1. Solange ¢; + 1 = ¢; 44 ist, setze ¢; < j — 1 und
Jj—J7+1

L4. |Fertig?] Beende den Algorithmus wenn j > t.

Ls. |Erhohe ¢;.| Setze ¢; < ¢; + 1 und gehe zuriick zu L2.

In der Implementierung ist dann Schritt L2. aus Algorithmus 1 wichtig, der
sich fiir die verschiedenen Fiélle in Programmauszug 6.2 auch unterscheidet. Anstatt
der t-Kombinationen ¢ . .. ca¢; bendtigen wir die Kombinationsvariante aus [[Knu05]
mit den ¢;, die in der Summe j ergeben. Also werden in Schritt L2. die ¢; in g¢;
umgewandelt und fiir den zugehorigen [; Vektor geschaut, ob er bzgl. der Energie
maximal ist. Ist er maximal, so wird er abgespeichert und im anderen Fall verworfen,
siehe dazu Programmauszug 6.3.

Fiir den Spezialfall variabler Maximalanzahl der Unterteilungen der Zellen wer-
den zu viele Konfigurationen durchlaufen, vgl. Programmauszug 6.4. Das ist ein

guter Ansatzpunkt, um die Implementierung zu optimieren.
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for (size t ind = 0; ind != size; ind++)
{

q _k[ind] = (es[ind+1]—ecs[ind]) —1;
}

new gamma = sum _energie (begin ,size ,q k) ;
if (max gamma < new gamma)

max _int vec = q_k;

max_gamma = New_ gamma;

}

Programmauszug 6.3: Durchlaufe alle moglichen Kombinationen fiir [;. CUDTP.cpp

1 star _out of range = false;
for (size t ind = 0; ind != size; ind++)
{

q _k[ind] = (ecs[ind+1]—cs[ind]) —1;

if (q_k[ind] > max_values|[ind])

1 star out of range = true;
break;
}

if (1 _star out_ of range)

new gamma = sum __energie (begin ,size ,q k) ;
if (max gamma < new gamma)

{
max_int vec = q_k;
max gamma = New_gamima;
}
}

Programmauszug 6.4: Durchlaufe alle moglichen Kombinationen fir [ bei variabler
Maximalanzahl der Unterteilungen der Zellen. CUDTP.cpp

6.2 Optimal Dyadic Decision Tree (ODT)

ODT steht fiir ,,Optimal dyadic decision tree. Die Idee des Algorithmus entstammt
aus |[Bla 07, S. 3 ff.]:

Hier wird ein geeigneter Baum durch empirisch bestrafende Kostenminimierung
ausgewahlt. In diesem Algorithmus wird eine dyadische Partition als eine Auftei-
lung des Hyperwiirfels [0; 1]? definiert. Das geschieht durch Zerteilen rechtwinklig
zu einer der Koordinatenachsen durch den jeweiligen Mittelpunkt und dann rekur-
sivem Aufspalten in wieder gleiche Hélften, bis man an einem frei wahlbaren Punkt
eines Zweiges angekommen ist. Dadurch ist jedes Teil der Partition ein dyadisches
Parallelepiped, also ein kartesisches Produkt von Intervallen der Form [2%, (’;1)

Im Folgenden wird dies Zelle genannt. Es gibt keine vorgeschriebene Reihenfolge, in
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der die Teilung erfolgt und insbesondere kann eine Koordinate mehrere Male hinter-
einander fiir die Aufspaltung genutzt werden. Die Konstruktion lasst sich als Baum
veranschaulichen.

Um die Zellen nicht zu fein werden zu lassen und die Kalkulationen einzuschrén-
ken, wird ein Parameter k., eingefiihrt, der die Anzahl der Spaltungen in eine
Richtung begrenzt. Da es d Richtungen gibt, ist die maximale Tiefe eines Baumes
d- k. Bezeichne mit By, die Menge der dyadischen Partitionen, die diese Eigen-
schaft erfiillen. Dabei darf k,,,, nicht von der Realisation der Beobachtungsdaten
abhéngen, jedoch kann es das von der Anzahl der Beobachtungen.

Sei B eine solche dyadische Partition, dann wird ein Haufigkeitsschatzer durch

N Nb,y

VoeBVreb o fa(z,y) =
>V,
” Y

definiert. Wenn S die Anzahl der Klassen ist, so gilt y € {1,...,5}. N, bezeichnet
hierbei die Anzahl der Trainingspunkte der Klasse y, die in Zelle b liegen. Zur Klas-
sifikation wird dann die Klasse verwendet, die in der Zelle am héufigsten vorkam.
Die Modellwahl héangt von einem Kriterium ab, das misst wie gut ein Schétzer
ein bestimmtes Ziel erfiillt. Dazu wird eine Kostenfunktion [(f, z,y) € R verwendet,
die im Mittel so gering wie moglich sein soll. Unsere Kostenfunktion wird die Anzahl

der falsch klassifizierten Beobachtungen sein:

lclass(f7 T, y) - ]l{f(m)7éy}

Deswegen ergibt sich unser Klassifikator durch empirische Klassifikationsverlustmi-

nimierung. Wir wéhlen die Partition dann entsprechend

) I,
B = argmin —Zl(fzs,xi,yz’) + 718,

Be%kmam n =1

wobei |B| die Anzahl der Elemente der Partition B bezeichnet. Das sind die Blétter

des dyadischen Baumes, der die Partition erzeugt hat. v ist eine regularisierende
cIn(n)
n

C

Konstante, die grofer als eine Funktion der Form = oder

je nach Rahmen-
bedingung, sein sollte. Damit erfolgt eine angepasste Wahl in dem Sinne, dass ein
automatischer Ausgleich zwischen Schétz- und Naherungsfehler erfolgt.

Der Algorithmus baut auf dem Prinzip auf, dass die zu optimierende Funktion

additiv tiber die Teile der Partition ist.

beB i ;€8 beB
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mit f, als konstanter Wert von fz auf der Zelle b und £({b}) als implizit definierter
Kostenfunktion eingeschrénkt auf die Zelle b. Die Tiefe einer Zelle wird dabei als
Anzahl der Schnitte definiert, die nétig sind, um die Zelle zu erhalten. Das entspricht
der Tiefe einer Zelle in einem dyadischen Entscheidungsbaum.

Kennt man die optimale Partition fiir alle Zellen einer gewissen Tiefe k, so lésst
sich daraus leicht die optimale Partition fiir jede Zelle der Tiefe k — 1 berechnen,
da man nur die obige additive Eigenschaft ausnutzen muss. Die Bestimmung der
optimalen Partitionen fiir alle Zellen und alle Tiefen fiihrt schnell zu eine kombina-
torischen Explosion. Es gibt bereits 2¢*maz kleinste Zellen und fiir Zwischentiefen
ergeben sich sogar noch mehr Zellen. Jedoch enthalten viele dieser Zellen keine
Trainingspunkte, da es mehr Zellen als Beobachtungen gibt. Fiir leere Zellen ist die
optimale Partition, die Zelle selbst. Deshalb muss man nur Informationen zu den
nichtleeren Zellen speichern. Dies geschieht mit Lexika Dy, die die Zelle b, deren
Tiefe k£ und die optimale Partition 7, abspeichern. Man nutzt zur Erstellung von
Dy_1 nur Zellen aus Dy. Am Ende ergibt sich in Dy die Partition, die das Optimie-

rungsproblem (6.3) minimiert. Der Ablauf wird in Algorithmus 2 zusammengefasst.

Algorithmus 2 : Lexikon-basierender ODT Algorithmus

L1. Initialisierung: Konstruiere das Lexikon Dy, .-

L2. fliri=1,...,n tue

L3. Finde fiir die Beobachtung x; die kleinste Zelle b; (den Hyperwiirfel der
Kantenlinge 27%me=)  die z; enthilt und speichere sie in Dyy, ..
zusammen mit der trivialen Partition T, = {b;}.

4. Hauptteil:
Ls. fiir D =d - ke, ..., 1 tue

L6. Initialisiere Dp_; = 0. ;
L7. fiir b € Dp tue
LS. fir k=1,...,d tue
L9. wenn b hat einen Geschwisterteil entlang der Dimension k dann
L10. Bezeichne ihn mit & und schlage die Zelle im Lexikon Dp nach.
Falls sie nicht gefunden wird, so setze die optimale Partition
T; ={b'}.
L11. Bezeichne u als die direkte Vorgéngerzelle von b und ¥/
(u=>buUb).
L12. wenn v st bereits in Dp_y mit T, abgespeichert dann
L13. | Ty < argmin{E(T7),E(T; UTy) = E(Ty) + E(Ty)}
L14. sonst
L15. | Ty argmin {E({u}), E(T; UTy) = E(Ty) + E(T;)}
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for (int index = 0; index < n;index++)

{
minCells.at (index) = getMinimalCell (doubleVector (Xvector (Range (0 ,n
—1),Range(0,d—1)) ,index) ,d,kmax) ;

auto iter = cellContains.find (size tVectorkmax(minCells[index ], kmax
));

if (iter = cellContains.end())

{

cellContains.insert( sizetpair(
size_tVectorkmax (minCells[index| ,kmax) ,
size _tVector (vector<size t>(1,index)) ));

}

else

{

iter —second .v.push back(index);

}
}

Programmauszug 6.5: Generierung und Speicherung der Zellen. ODT.cpp

Hier folgen jetzt einige Erklarungen, wie Algorithmus 2 umgesetzt wurde. Die
Hauptfunktion ist in C++ geschrieben, um Geschwindigkeitsvorteile zu erreichen
und den Speicher selbst zu verwalten. Sie benétigt als Parameter die Anzahl der
Trainingsbeobachtungen n, die Anzahl der Pradiktorvariablen d, die Anzahl der
Spaltungen die in eine Richtung maximal méglich sind k4., die Anzahl verschiede-
ner Klassen S, den Wert fiir die Regularisierungskonstante ~, die Pradiktorvariablen
als Matrix, wobei die Zeilen Beobachtungen darstellen und die zugehorigen Zielmerk-
male als Vektor. Zuriickgegeben wird dabei eine Liste, die die optimale Partition
darstellt. Jedes Element dieser Liste enthilt dabei Informationen zur Begrenzung
der Zelle, wie héufig eine Klasse in der Zelle vorkommt und die berechneten Kosten
der Zelle. In R wird die Liste dann in eine Liste, die einen Baum nachbildet, umge-
wandelt. Diese Umwandlung kann noch optimiert werden, indem auch das in C+-+
geschieht bzw. auch die Vorhersage in C++ berechnet wird.

Es werden verschiedene Zellklassen definiert, die einen unterschiedlichen Anteil
an Informationen iiber diese Zelle enthalten und als Lexika werden Objekte der
Klasse std::unordered map verwendet. Dafiir benttigt man die Version C++-11.

In Programmauszug 6.5 wird fiir jede Beobachtung die kleinste Zelle berechnet,
in der die Beobachtung enthalten ist und in der Variable minCells abgespeichert.
Im néchsten Schritt wird in cellContains zu jeder nicht leeren Zelle abgespeichert,
welche Beobachtungen enthalten sind.

Der zweite Teil der Initialisierung des ODT Algorithmus erfolgt in Programm-
auszug 6.6. Es werden in trivialCells die trivialen Partitionen abgespeichert, auf die

spéter mittels Zeigern zuriickgegriffen wird und in dictionary[0] werden dann Par-
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auto trivOldIt = trivialCells.insert(trivialCells.begin() ,cubmap());

dictionary [0] = partitionmap () ;
auto dictionarylt = &(dictionary [0]) ;
for (auto iter = cellContains.begin(); iter != cellContains.end();
iter++)
{
size tVector newNby(S);
for (auto iterat = iter —>second.v.begin(); iterat != iter—>second.v.
end();iterat++)
{
newNby [ Yvector (xiterat ) —1]++;
}

auto tcpairlterator = trivOldIt—insert (trivOldIt—>begin () ,cubpair (
cuboidCellkmax (iter —first ),
cuboidExt (newNby,0) ));
auto dicpairlterator = dictionarylt—insert (dictionaryIlt—>begin(),
partitionpair (
cuboidCellkmax (iter —first ),
cuboidPartition (cuboidCell (iter —>first .vec,iter —first .vec),
tepairlterator)));
tecpairlterator —second.cost = costtrivial (dicpairlterator —second ,d
, kmax) ;

}

Programmauszug 6.6: Speichere die trivialen Partitionen ab. ODT.cpp

titionen abgespeichert, die aus den trivialen Partitionen bestehen. Dadurch werden
nicht d- k4, + 1 Lexika benotigt, sondern nur 2 fiir die gerade benutzten Partitionen
der Stufe D und D — 1, sowie ein Lexikon fiir die trivialen Partitionen, der jeweiligen
Stufe.

Das suchen des Geschwisterteils zur Zelle b erfolgt in Programmauszug 6.7. Dabei
wird geschaut, ob die Zelle bei Verdoppelung in Richtung k& noch innerhalb des
Hyperwiirfels [0;1]? liegt. Ist das der Fall, so hat b einen Geschwisterteil und er
muss noch im Lexikon gefunden werden. Ist er nicht im Lexikon vorhanden, so muss
ein neues Element zu den trivialen Partitionen hinzugefiigt werden. Danach wird die
Partition und die Begrenzung der Vorgéngerzelle von b und &' zwischengespeichert.

Zuletzt werden in Programmauszug 6.8 noch die provisorischen Teilpartitionen
abgespeichert und vorher sich eventuell neu ergebende triviale Partitionen erzeugt,
die ins zugehorige Lexikon eingetragen werden. Zusétzlich werden die Zellen der
Partition nach Grofe der Indizes geordnet, um die Erstellung des dyadischen Baumes

zu erleichtern.
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if (hasSibling (pairIterator —>first . cell ,k,kmax))

cuboidCell bSibling = getSibling (pairlterator —>first .cell k,

kmax) ;
cuboidPartition TbSibling;
auto bSiblinglt = dicOldIt—>find (cuboidCellkmax (bSibling ,kmax
)
if (dicOldIt —>end ()==bSiblinglt)
auto trivPairlt = trivOldIt—>find (cuboidCellkmax (bSibling ,
kmax) ) ;

if (trivPairlt = trivOldIt—end())

(xtrivO1ldIt) [cuboidCellkmax (bSibling ,kmax)] = cuboidExt (

size _tVector (S) ,gamma) ;
trivPairlt = trivOldIt—>find (cuboidCellkmax (bSibling ,kmax

)) s
}
TbSibling = cuboidPartition (bSibling , trivPairlt);
¥
else
{
TbSibling = bSiblinglt —>second;
cuboidCell bParent = getParent(pairlterator—first.cell k,
kmax) ;

cuboidCellkmax bParentkmax = cuboidCellkmax (bParent ,kmax) ;

Programmauszug 6.7: Finde Geschwister- und Vorgangerzellen. ODT.cpp
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auto pairlt = dicNewIt—>find (bParentkmax) ;

if (pairlt = dicNewIt—>end())

{
auto trivPairlt = trivNewlt—>find (bParentkmax) ;
if (trivPairlt = trivNewIt—>end())

cuboidCellExt trivPartition;
if (pairlterator —second. cell.lowIndices < TbSibling. cell.
lowIndices)
trivPartition = createPartitionFromParts(pairlterator —
second , ThSibling) ;
else
trivPartition = createPartitionFromParts(TbSibling ,
pairlterator —>second);
trivPairlt = trivNewIt—>insert (trivNewIt—begin (),
make pair (bParentkmax , trivPartition.ext));

}

cuboidPartition pl = cuboidPartition (bParent,trivPairlt) , p2
if (pairlterator —>second. cell .lowIndices < ThbSibling. cell.
lowIndices)

{

p2 = cuboidPartition (pairlterator —>second , TbSibling);

}

else

{

p2 = cuboidPartition (TbSibling , pairlterator —>second) ;
}
dicNewlIt—>insert (dicNewIt—begin () ,make pair(
bParentkmax ,
ArgMin<const cuboidPartition&,double>(costfunction ,pl,p2)
)) s
}
else
{
if (pairlterator —>second. cell .lowIndices < TbSibling. cell.
lowIndices)

{
cuboidPartition p2 = cuboidPartition(pairlterator —>second
, TbSibling) ;
pairlt —second = ArgMin<const cuboidPartition&,double>(
costfunction , pairlt —second ,p2);

}

else

{
cuboidPartition p2 = cuboidPartition (TbSibling,
pairlterator —>second) ;
pairlt —second = ArgMin<const cuboidPartition&,double>(
costfunction , pairlt —>second ,p2);

}
}

Programmauszug 6.8: Bestimme optimale Teilpartitionen. ODT.cpp
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7 Vergleich mit typischen Verfahren zur

Klassifizierung

7.1 Typische Verfahren

Dieser Abschnitt soll kurz in einige typische Klassifizierungsverfahren des statis-
tischen Lernens einfithren und mathematische Hintergriinde, sowie Material zum
Weiterlesen liefern. Hierzu sei auf [Jam+16] und [HTEF09] verwiesen, aus dem ein
Grofiteil des folgenden Materials stammt. Aufserdem wird auf die Bezeichnungen

und Begriffe aus Kapitel 2 zuriickgegriffen.

7.1.1 Lineare Regression

Die lineare Regression ist ein sehr einfacher Ansatz zum tiberwachten Lernen. Ins-
besondere wird dieser Ansatz fiir die Vorhersage von quantitativen Werten benutzt.
Diese Art der Regression ist schon seit Langerem bekannt und wird in zahlreichen
Biichern behandelt. Obwohl diese Methode im Vergleich zu modernen statistischen
Verfahren etwas stumpf wirkt, ist sie trotzdem eine niitzliche und weitverbreitete sta-
tistische Lernmethode. Dariiber hinaus bauen viele der neueren Lernstrategien auf
linearer Regression auf und bilden Verallgemeinerungen oder Erweiterungen dessen.
Einige davon werden auch zur Klassifizierung benutzt. Somit ist das Verstandnis der
linearen Regression und ihrer Ideen ein guter Ausgangspunkt, um auch komplexere
Ansétze zu erfassen.

Die einfachste Art ist die einfache lineare Regression. Dabei wird ein numerisches
Zielmerkmal anhand eines einzelnen Pradiktors vorhergesagt. Fiir das zugehorige
Modell wird also angenommen, dass ein linearer Zusammenhang zwischen X und Y
besteht. Es hat die Form:

Y = By + /1 X. (7.1)

Dabei bedeute "~" soviel wie "wird ndherungsweise modelliert durch", wobei 3y und
B1 unbekannte, reelle Konstanten sind. Sie werden auch als die Koeffizienten bzw. die
Parameter des linearen Modells bezeichnet. Hat man mit den Beobachtungsdaten
Schétzungen ,@0 und Bl erhalten, so ergibt sich eine Vorhersage ¢ fiir den Wert y

zum zugehorigen Wert x wie folgt:

J = Bo+ bz (7.2)
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Nun stellt sich die Frage, wie man Schétzungen fiir die Parameter erhélt und welche
Kriterien diese erfiillen sollen. Dabei versucht man die Koeffizienten so zu wahlen,
dass die Trainingspunkte so nah wie moglich an der Linie aus (7.2) liegen. Dazu
muss man jedoch definieren, was in diesem Zusammenhang Néahe bedeutet und wie
man das messen kann. Es gibt viele verschiedene Ansétze dafiir. Typischerweise
benutzt man die Methode der kleinsten Quadrate. Dabei werden die Koeffizienten

so gewdhlt, dass die Restsumme der Quadrate (RQ) minimiert wird:
n R R 2
RQ = Z (yi — Bo — 51%) )
i=1

vgl. hierzu [Jam 16, S.59 f.|. Als Beispiel wird in Abbildung 6 die lineare Regression

mittels kleinster Quadrate fiir die Airpassenger Daten in R durchgefiihrt.
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Abbildung 6: Lineare Regression Airpassengerdatensatz in R.

Im Allgemeinen Fall hat man d Pradiktoren Xi,..., X; und erhélt analog zu
(7.1) die Form:
d
Y =~ G+ Z Bi X,
i=1
mit unbekannten Konstanten g = (B, . .., B4). Weiter ergibt sich dann entsprechend
zu (7.2)

d
=1
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mit den Schétzparametern B = (BO, cee Bd), wobei () die i-te Komponente von x
bezeichnet. Fiir die Methode der kleinsten Quadrate ergibt sich

n d 2
RQ = Z (yi — Bo — ZkaEd)> )
i=1 k=1

Bezeichne mit X die n x (d 4+ 1) Matrix bestehend aus den Beobachtungsdaten,
wobei die erste Spalte nur aus Einsen besteht und die restlichen Spalten die d Kom-
ponenten beinhaltet. Die n Beobachtungen bilden dabei die Zeilen. Dann erhélt
man unter der Annahme, dass X von vollem Rang ist, die eindeutige Losung fiir das

Minimierungsproblem durch:
B =(X"X)"'x"Y,

mit dem Spaltenvektor Y, der aus den y-Werten der n Beobachtungen besteht. Ist
X nicht von vollem Rang, so ist B nicht eindeutig bestimmt und man versucht die
Matrix X zu reduzieren. Die meisten Software Pakete erkennen das Problem und
kénnen damit umgehen, siche dazu auch [HTF09, S.44 ff.].

Da die lineare Regression meist eine starke Vereinfachung der Wirklichkeit dar-
stellt, konnen eine Vielzahl von Problemen bei der Vorhersage auftreten. Nach
[Jam 16, S.92 ff.] gehéren dabei Ausreiffer in den Daten, nichtlineare Beziehung
zwischen Zielmerkmal und Prédiktoren, sowie Kollinearitdt bei den unabhéngigen
Variablen zu den haufigsten Schwierigkeiten.

Bei kategorischen Zielmerkmalen hat man zusétzliche Schwierigkeiten. Zuerst
muss man den Klassen Werte zuweisen. Jedoch hat man in den meisten Féllen keine
natiirliche Ordnung dieser Klassen. Daraus ergibt sich fiir Zielmerkmale mit mehr
als zwei Klassen, je nach Zuweisung mehrere vollig verschiedene lineare Modelle
und damit stark abweichende Vorhersagen. Liegen nur zwei Klassen vor, so kann
man versuchen, iiber eine Pseudovariable Y die Klassifizierung vorzunchmen. Eine
Klasse erhélt den Wert 0, die andere den Wert 1. Nun fiithrt man eine normale
lineare Regression durch und fiir Werte grofer als 0,5 weist man die Klasse mit
dem Wert 1 zu und sonst die andere Klasse. Jedoch kénnen die Werte, die die
Pseudovariable Y annimmt, auch auRerhalb des Intervalls [0;1] liegen. Somit ist Y
nicht als Wahrscheinlichkeit interpretierbar. Deswegen ist die lineare Regression zur
Klassifizierung nur schlecht geeignet.

Um die hier genannten Probleme zu 16sen, wurden Ansétze wie logistische Re-

gression und lineare Diskriminanzanalyse entwickelt, siehe auch [Jam 16, S.129 ff.].
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7.1.2 Logistische Regression (Logit)

Bei der logistischen Regression versucht man die a-posteriori Wahrscheinlichkeiten
P[Y = k|X = z] zu modellieren. Im Fall von zwei Klassen {1,2} wird hdufig das
Modell

exp(fy + f72)

PlY = 1|X = 2] = ,
[ | ] 1+ exp(Bo + 8Tz) 73
PlY =2|X =z| =
Y = = = G+ 70)
angewendet. Dabei bezeichne 5y, 5 = (f1,. .., 84) wieder, wie auch bei der linearen

Regression Abschnitt 7.1.1, die Parameter des Modells.
Wendet man nun auf die erste Wahrscheinlichkeit von (7.3) die sogenannte Logit

Transformation In[p/(1 — p)] an, so ergibt sich

PY =1|X =a]\ _ .

Die linke Seite von (7.4) nennt man auch Log-Odds oder Logit. Bei der Klassifikation
wird man im Normalfall die Klasse zuweisen, die eine héhere Wahrscheinlichkeit
besitzt. Da hier nur zwei Klassen eine Rolle spielen, ist fiir ein spezielles = die
Wahrscheinlichkeit der einen Klasse die Gegenwahrscheinlichkeit der anderen Klasse.
Somit spielt hier die Wahrscheinlichkeit 0,5 eine besondere Rolle, weil an dieser
Stelle beide Wahrscheinlichkeiten gleich grofs sind. In (7.4) eingesetzt, ergibt das als
Klassengrenze eine Hyperebene, die durch {z | By + 872 = 0} definiert wird. Es
ergeben sich also lineare Klassengrenzen. Damit fillt die logistische Regression in
den Bereich der linearen Methoden, vgl. hierzu [HTF09, S. 101 f.].

Um die Parameter des Modells zu bestimmen, wird die Maximum-Likelihood-
Methode benutzt. Auch konnte man wieder die Strategie der kleinsten Quadrate im
nichtlinearen Fall anwenden, jedoch besitzt sie in diesem Fall nicht so gute statisti-
sche Eigenschaften wie Maximum-Likelihood. Hier soll nur kurz auf dieses Verfahren
fiir d = 1 eingegangen werden.

Man versucht 5y und (; so zu wahlen, dass die vorhergesagten Wahrscheinlich-
keiten an den Stellen z; der Trainingspunkte, so gut wie moéglich mit der Klasse
der jeweiligen Beobachtung zusammenpassen. Somit sollte die vorhergesagte Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Beobachtung der Klasse 1 nahe beim Wert 1 liegen und im
umgekehrten Fall nahe beim Wert 0. Dies kann mit Hilfe der Likelihood-Funktion

1(Bo, 1) = H p(x H (1 = p(zy))

iry=1 i': Yy, =0
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ausgedriickt werden. Dabei sei p(z) = P[Y = 1|X = z]. Die Koeffizienten £, und £,
werden nun so gewahlt, dass die Likelihood-Funktion [ fiir diese Parameter ein Maxi-
mum annimmt, vgl. hierzu [Jam-+16, S. 133]. Fiir die algorithmische Vorgehensweise
sei auf [HTF09, S. 120 ff.] Kapitel 4.4.1 verwiesen.

Logistische Regression kann auch bei mehr als zwei Klassen angewendet werden
(vel. [HTF09, S. 119 ff.]). Jedoch wird sie dafiir in der Praxis selten angewendet, da
die Diskriminanzanalyse fiir Klassifikation mit mehreren Kategorien laut [Jam 16,
S. 137 f] beliebter ist.

7.1.3 Lineare Diskriminanzanalyse (LDA)

Seien K Kategorien gegeben und bezeichne mit 7, = P[Y = k| die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass eine zufillige Beobachtung zur k-ten Kategorie gehort. Ferner sei
fr(x) die bedingte Dichte von X zur Klasse Y = k. Mit Hilfe des Satzes von Bayes

erhilt man dann
fr (JU )7T k
-

l;fz(x)ﬂl

PlY = kX =2] = (7.5)

Die Idee der Diskriminanzanalyse ist es nun die Dichten f; zu modellieren, da man
aus (7.5) und der Kenntnis der 7 die fiir optimale Klassifikation notwendigen be-
dingten Wahrscheinlichkeiten pi(z) = P[Y = k| X = z| berechnen kann.

Je nach Wahl der Dichten ergeben sich viele verschiedene Verfahren. Dazu ge-
horen viele Klassifikatoren mit nichtlinearen Klassengrenzen, einer davon ist der
naive Bayes-Klassifikator. Im Fall von Gauf-Funktionen erhélt man die lineare und
quadratische Diskriminanzanalyse.

Fiir die Wahl von f; als multivariate Gauf-Funktion ist

Jr(@) = W - exp (—%(l’ — ) 2 Mk)) : (7.6)

Dabei ist ¥ die Kovarianzmatrix der k-ten Klasse und uy der klassenspezifische
Erwartungswert. Fiir Klassen k£ und [ schaut man sich nun das logarithmische Ver-

héltnis der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die jeweilige Klasse an:

o (30) R = (5 (2 oo

Die lineare Diskriminanzanalyse entsteht unter der Annahme, dass die Klassen

eine gemeinsame Kovarianzmatrix ¥ = ¥ fiir alle k£ haben. So wird aus (7.7) dann

In (Z’;((z))) —1In (7;—’;) - % (i + )" S (i — ) + 275 e — ). (7.8)
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Das ist eine Gleichung linear in x. Damit ergibt sich analog zur logistischen Regres-
sion wie bei (7.4) eine Hyperebene als Klassengrenze. Diese Betrachtung kann man
fiir alle Paare von Klassen k& und [ durchfiihren und deshalb sind alle Klassengrenzen
linear.
Aus (7.8) leitet sich dann die lineare Diskriminanzfunktion
1

Sp(x) = 278y — i,ufﬁ_l,uk + In

ab. Diese wird als dquivalente Beschreibung einer Entscheidungsregel benutzt, mit

Y(z) = argglax Ok (). (7.9)

Da im Praxisfall die Parameter der Gauk-Verteilung nicht bekannt sind, miissen

diese Geschatzt werden:

~ g
T = —,

n
A T
K = )

Z/z‘:knk

1 K
& o T
£ S S e
=1 y;=

Dabei ist ny die Anzahl der Beobachtungen, die zur Klasse k gehoren, siehe [HTF09,
S. 106 ff.]. In Abbildung 7 sieht man die Unterteilung der Klassen des in R vorhande-

nen Iris Datensatzes anhand der hier beschriebenen linearen Diskriminanzanalyse.

E .

° Species
= ® setosa
© A versicolor
aQ Co

@ S H virginica
w

5 6 7
Sepal.Length

Abbildung 7: LDA angewendet auf den Iris Datensatz
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Vergleicht man nun die logistische Regression mit der linearen Diskriminanzana-
lyse, so haben beide lineare Klassengrenzen. Allerdings sind laut [Jam 16, S. 13§]
fiir Klassen, die gut getrennt sind, die Parameterschétzungen fiir das logistische Re-
gressionsmodell iiberraschenderweise instabil. Hingegen tritt dieses Problem bei der
linearen Diskriminanzanalyse nicht auf. Ist n klein und die Verteilung der Préadikto-
ren X naherungsweise normal fiir jede Klasse, so ist die lineare Diskriminanzanalyse
wieder stabiler. Fiir diesen Vergleich sei auch auf [HTF09, S. 127 ff.] verwiesen.

In [Jam 16, S. 151 ff.] wird dazu auch ein Vergleich zwischen logistischer Regres-
sion, k-Nachste-Nachbarn-Klassifikation, linearer und quadratischer Diskriminanz-

analyse vorgenommen.

7.1.4 Quadratische Diskriminanzanalyse (QDA)

Die Quadratische Diskriminanzanalyse ist ein allgemeinerer Fall als die lineare Dis-
kriminanzanalyse. Hier wird nicht die Bedingung gestellt, dass die Kovarianzmatri-
zen Y in (7.6) gleich sind. Somit bleiben die quadratischen Terme erhalten und es

lasst sich die folgende quadratische Diskriminanzfunktion aufstellen:
1 1 Tl
or(x) = —éln |Xk| — 5(:1: — )" B (2 — ) + Inmy.

Damit sind auch die jeweiligen Klassengrenzen quadratisch. Wie bei Diskriminan-
zanalysen tblich, erhdlt man dann wieder den Klassifizierer (7.9), der als Klasse
diejenige ausgibt, bei welcher die Diskriminanzfunktion den gréfsten Wert annimmt,
vegl. [HTF09, S. 110].

7.1.5 Support Vector Machines (SVM)

Die Support Vector Machine (SVM) ist die Verallgemeinerung eines einfachen und
intuitiven Klassifizierers, dem sogenannten Maximal Margin Klassifikator. Dieser
kann fiir bindre Klassifikation benutzt werden. Jedoch ist er in vielen Féllen nicht
einsetzbar, da er als Voraussetzung benotigt, dass die zwei Klassen durch eine lineare
Klassengrenze aufgeteilt werden kénnen. Dabei hilft der Support Vector Klassifizie-
rer (SVC), der eine Verallgemeinerung davon bildet und dieses Problem 16st. Auch
hier erhélt man eine lineare Klassengrenze. Support Vector Machines bauen wieder-
um auf diesem Ansatz auf und liefern sogar nichtlineare Grenzen.

Um Verwirrungen zu vermeiden, sollte man diese drei Verfahren nicht unter dem
Begriff Support Vector Machines zusammenfassen, sondern auf eine klare Unter-
scheidung achten, siehe hierzu [Jam 16, S. 337 ff.].

Hier wird im weiteren nur auf binédre Klassifikation eingegangen.
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Konnen die Klassen durch eine Hyperebene getrennt werden, so existiert nicht
nur eine, sondern unendlich viele solcher Hyperebenen. Denn eine Hyperebene kann
leicht ein wenig rotiert oder verschoben werden, ohne mit den Beobachtungspunkten
in Beriihrung zu kommen.

Ein Klassifizierer muss nun eine Hyperebene auswéhlen. Dabei ist die Hyper-
ebene mit maximalem Rand eine natiirliche Wahl. Sie wird auch optimal trennende
Hyperebene genannt. Das ist die Hyperebene, die am weitesten von den Beobach-
tungspunkten entfernt liegt und man sich somit recht sicher sein kann, dass die
zugeordnete Klasse stimmt. Fiir jeden solchen Punkt lasst sich der rechtwinklige
Abstand zu dieser Ebene bestimmen. Der kleinste mogliche solche Abstand zur
Ebene kennzeichnet den Rand. Anders gesagt, sucht man die Ebene, die die grofite
Minimaldistanz zu den Beobachtungspunkten besitzt. Seien 5y, 8 = (51, ..., Bq) die
Koeflizienten der Hyperebene mit maximalem Rand, so ordnet der Maximal Margin

Klassifikator anhand des Vorzeichens von

fz) = po+ "

eine Klasse zu. Die Beobachtungspunkte, die genau auf dem Rand der Hyperebene
liegen, werden dabei Stiitzvektoren genannt. Diese besitzen die Eigenschaft, dass bei
ihrer Verschiebung sich auch die Hyperebene verschiebt. Letzten Endes hangt die
Hyperebene nur von den Stiitzvektoren in dem Sinne ab, dass Verschiebung anderer
Punkte, solange sie danach nicht zwischen Rand und Hyperebene liegen, keinen
Einfluss auf die Ebene nehmen. Das kann man gut in Abbildung 8 erkennen.

Will man einen solchen Klassifizierer konstruieren, so hat man das folgende Op-

timierungsproblem zu l6sen:

maximiere M,
Bos---,Bd

d
mit der Bedingung Z ﬁ? =1,
j=1

yi(Bo+ BTy > M  Vie{l,....n}.

M reprasentiert die Spanne der Hyperebene.

Hat man nun den Fall, dass die zwei Klassen nicht durch eine Hyperebene trenn-
bar sind, so kann man den Maximal Margin Klassifizierer nicht anwenden. Die Idee
des Support Vector Klassifikators besteht nun darin, die Klassen nicht strikt zu tren-
nen, sondern nur fast. Dazu werden sogenannte weiche Rénder benutzt. Deswegen

nennt man den Klassifikator manchmal auch Soft Margin Klassifikator. Die weichen
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Klasse
°1
2

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 8: Beispiel fiir die Klassifizierung durch einen Maximal Margin Klassifizie-
rer. Die durchgezogene Linie bildet dabei die vom Klassifikator erzeugte Hyperebene
und der Abstand dieser Ebene zu den jeweils gestrichelten Geraden ist die maximale
Spanne. Das wird fiir die drei Stiitzvektoren mittels Pfeilen angedeutet.

Rénder lassen auch falsche Klassifikationen zu. Dieser Klassifizierer wird auch im
Fall separabler Klassen eingesetzt, um Uberanpassung an die Beobachtungsdaten zu
vermeiden oder auch um den Rand zu vergrofern und damit das Vertrauen in die
Vorhersage. Denn die Entfernung des Punkte von der Hyperebene kann man als Maf
fiir unsere Uberzeugung interpretieren, dass eine richtige Klassifizierung vorliegt.

Das dadurch entstehende Optimierungsproblem sieht wie folgt aus:

maximiere M,
B0se-sBdr€15---€d

d
mit der Bedingung Z BJQ =1,
j=1

yi(Bo+ BTx) > M1 —¢)  Vie{l,...,n},

&>0, Y <C. (7.10)

i=1
Hierbei ist C' ein nichtnegativer Anpassungsparameter und M wieder die Breite des
Randbereiches. Die €1, . . ., €4 sind Schlupfvariablen, die den einzelnen Beobachtungs-
punkten erlauben, im Rand auf der falschen Seite der Hyperebene zu sein. Die ¢;

geben dabei die Position der i-ten Beobachtung relativ zur Hyperebene und zum

Rand gesehen an. Fiir ¢; = 0 ist die Beobachtung auf der richtigen Seite auferhalb
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Klasse @ 1 ¢ 2 Klasse ® 1 @ 2

o

075 1.00 0.75 1.00

(a) SVC mit Cost = 2 bei Verwendung (b) SVC mit Cost = 6 bei Verwendung
des R Paketes e1071. des R Paketes €1071.

Abbildung 9: Support Vector Klassifizierer.

des Randes. Fiir ¢; > 0 ist sie auf der falschen Seite des Randes, was auch Uber-
treten des Randes genannt wird und fiir ¢; > 1 ist die Beobachtung sogar auf der
falschen Seite der Hyperebene. Der Parameter C' spielt die Rolle eines Vorrats. Ist
C = 0, so sind alle ¢, = 0 und man erhélt den Maximal Margin Klassifikator. Fiir
C > 0 konnen maximal C' Punkte auf der falschen Seite der Hyperebene liegen, da
fiir diese ¢, > 1 und > ;¢ < C wegen (7.10) gilt. Vergréfert man also den Vor-
rat C, so gibt es mehr Punkte die den Rand tibertreten diirfen. Gewohnlicherweise
wird dann der Rand breiter sein. Verkleinert man den Vorrat C, so werden weniger
Ubertretungen des Randes zugelassen und somit wird der Rand fast immer diinner,
vgl. dazu Abbildung 9.

Ahnlich zum Maximal Margin Klassifizierer beeinflussen hier nur die Punkte, die
auf dem Rand liegen oder ihn iibertreten, die Lage der Hyperebene und damit den
Klassifikator. Diese Punkte nennt man auch hier wieder Stiitzvektoren.

Um nun auch nichtlineare Klassengrenzen zu erzeugen, konnte man den Merk-
malsraum vergrofern und zum Beispiel quadratische Terme der Pradiktoren hinzu-
fiigen. Damit wiirde man im erweiterten Merkmalsraum den Support Vector Klas-
sifikator anwenden, jedoch im Orginalraum einen quadratischen Klassifizierer. Das
vergrofert allerdings die Anzahl der Merkmale stark und fithrt héufig zu Dimen-
sionalitatsproblemen. Dieses Problem wird bei Support Vector Machines elegant
umgangen.

Support Vector Machines stellen eine Erweiterung des Support Vector Klassifi-

zierers dar. Dabei wird der Merkmalsraum durch Benutzung von Kernen vergrofert.
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Es lésst sich zeigen, dass der Support Vector Klassifizierer durch
f(z) :ﬁO‘i‘ZO@ (z, @), (7.11)
i=1

mit n Parametern «; repréisentiert werden kann. Auflerdem stellt sich heraus, dass
die o; nur fiir Stiitzvektoren der Losung ungleich 0 sind. Deshalb kann man (7.11)

in der Form

flx) =Po+ Z o (T, ;) (7.12)

iel
schreiben. Dabei sei I die Menge der Indizes der Stiitzpunkte. Die Idee besteht
nun darin, das innere Produkt zu verallgemeinern. Dieses verallgemeinerte innere
Produkt bezeichnen wir dann als Kern K. Der Kern misst die Ahnlichkeit von zwei

Beobachtungen. Man erhélt dann aus (7.12) als Klassifizierer

fl@)=Bo+ Y oK(x,z).

i€l

Hier einige typische Kerne aus [HTF09, S. 424] entnommen:

Polynom vom Grade m: K(z,z")= (1 + (z,z))™,
Radial Basis: K (z,2")= exp <—'y |z — :v’||2> :
Neuronales Netz: K (z,2")= tanh(ky, (z,2") + K2).

7.1.6 Entscheidungsbiaume (Tree)

Entscheidungsbdume konnen sowohl zur Regression als auch zur Klassifikation be-
nutzt werden. Sie beinhalten die Unterteilung des Merkmalsraum in eine gewisse
Anzahl von einfachen Bereichen. Die Konstruktion eines Entscheidungsbaumes be-

steht im Allgemeinen aus zwei Schritten:

1. Man unterteilt den Merkmalsraum X in J verschiedene, sich nicht iiberlap-

pende Regionen Ry, ..., R;. Sie bilden eine Partition des Merkmalsraums X.

2. Fiir jede zu klassifizierende Beobachtung bestimme man den zugehorigen Be-
reich R; und weist die Klasse zu, die bei den Beobachtungsdaten dieses Be-

reichs am haufigsten vorkam.

Prinzipiell kénnen die Regionen jede Form annehmen. Jedoch wird in den meisten
Fillen mit d-dimensionalen Quadern gearbeitet. Dadurch bleibt das Modell einfach

und ist leicht zu interpretieren. Da es nicht realisierbar ist, jede mogliche Partition
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des Merkmalsraum in J Quader in Betracht zu ziehen, wihlt man einen habgieri-
gen Top-down-Ansatz, der rekursive Binérteilung genannt wird. Das heifit, dass der
Merkmalsraum langsam immer weiter verfeinert wird. Also beginnend mit der Wur-
zel (top) bis zu den Bléttern (down). Diese Strategie ist habgierig, weil bei jeder
Verfeinerung des Raumes die beste in diesem Schritt mogliche Aufteilung vorge-
nommen wird. Es kann aber sein, dass es eine andere Unterteilung gibt, die sich erst
spater als optimal herausstellt und somit zu einem besseren Baum gefiihrt hétte.
Um die Teilung zu bewerkstelligen, muss man nun einen Pradiktor X; und seine
zugehorige Schnittstelle auswihlen. Damit erhilt man zwei Mengen {z | 29) < s}
und {z | zU) > s}, was eine Verfeinerung des Raumes darstellt. Daher kommt auch
der Name Binérteilung, siehe [Jam 16, S. 303 ff.|.

Es gibt verschiedene Kriterien nach denen man diese Auswahl treffen kann. Die
gebrauchlichsten sind die Klassifikationsfehlerrate, der Gini-Index und die Kreuzen-
tropie.

Man bezeichne nun mit p,,;, den Anteil der Beobachtungsdaten in der m-ten
Region der Klasse k. Setzt man die Klassifikationsfehlerrate E ein, so versucht man
j und s so zu wahlen, dass

E=1 —ml?xﬁmk

minimiert wird. Jedoch ist das fiir die Baumkonstruktion nicht hinreichend emp-
findlich.
Dafiir gibt es den Gini-Index

K
G = Zﬁmk(l _ﬁmk)

k=1
und die Kreuzentropie

K
k=1

Auch hier versucht man die Werte fiir G und D zu minimieren. Im Gegensatz zur
Klassifikationsfehlerrate, sind der Gini-Index und die Kreuzentropie feinfiihliger fiir
die Reinheit der Knoten des Baumes. Das bedeutet, sie geben besser wieder, ob eine
Klasse eine vorherrschende Rolle besitzt, siche [Jam-+16, S. 311 f.].

Zur Verbesserung des Testfehlers wird der Baum noch zurechtgestutzt, siehe dazu
[Jam 16, S. 307 ff.].
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7.1.7 Random Forest (RF)

Die Idee hinter Random Forest ist eine grofe Anzahl B an verschiedenen Entschei-
dungsbaumen anhand der Beobachtungsdaten zu konstruieren und dann eine Mehr-
heitsentscheidung der Bdume durchzufithren, vgl. [Jam-—16, S. 319 ff.].

Fiir jeden Baum 7j, nimmt man sich eine Stichprobe Z, im Bootstrap-Verfahren
(siche [HTT09, S. 249]). Dazu werden zuféllige Beobachtungen der Trainingsdaten
mit der gleichen Anzahl wie die Trainingsdaten gewé#hlt. Beobachtungen kénnen
auch mehrfach oder gar nicht auftreten. Zur Konstruktion des Baumes 7;, fithrt man
nun folgende Schritte mit der Stichprobe Z, rekursiv fiir jedes Blatt des Baumes

durch, bis man die minimale Knotengréfe n,,;, erreicht hat:
1. Wahle m Variablen zuféllig aus den d Préadiktoren aus.
2. Finde nun die beste Variable und Schnittstelle.
3. Unterteile den Knoten in 2 Unterknoten.

Fiir die Regression nimmt man nun die Funktion

o) = 5 3" To(x).

Zur Klassifikation benutzt man die Mehrheitsentscheidung der Baume T},

Dabei sind m und n,,;, als Tuningparameter anzusehen, siehe [HTF09, S. 588§].

7.1.8 k-Néachste-Nachbarn-Klassifikation (KNN)

Bei diesem Verfahren verwendet man die Beobachtungen der Trainingsdaten, die
im Eingaberaum X dem Punkt x am néchsten liegen, um eine Vorhersage Y zu

erhalten. Der Klassifikator hat dann bei Einbeziehung von k& Nachbarn die Form

57(90): Z WilYi,
)

xiENk(a:

wobei typischerweise w; = % gesetzt wird und Ni(x) die Nachbarschaft von = defi-
niert, welche aus den k& nédchsten Punkten x; der Trainingsdaten besteht. Die Néhe
wird durch eine Metrik gemessen. Gewohnlicherweise wahlt man den euklidischen
Abstand. Man beachte, dass mehrere Punkte die gleiche Entfernung besitzen konnen.
Ist das der Fall, so wird zum Beispiel der Punkt bevorzugt, der bei Nummerierung
der Trainingsdaten den kleineren Index hat, siehe dazu [DGL96, S. 61 f.].
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Abbildung 10: Voronoi-Diagramm.

Zur Einteilung in zwei Klassen benutzt man dann wieder einen Schwellwert. Fiir

Y={-1,1}undw; = % fiir alle 7, kann dann folgender Klassifikator gewahlt werden:

fla) = 1, falls Y(z) >0,

—1, sonst.

Fiir £k = 1 konnen die Klassifikationsbereiche recht einfach berechnet werden und
entsprechen bei euklidischer Metrik dem Voronoi-Diagramm. Jeder Trainingspunkt
x; besitzt einen Bereich, fiir den er der néchste Nachbar ist. vgl. [HTF09, S. 14 f.].

Wie eine solche Unterteilung fiir d = 2 aussehen kann, sieht man in Abbildung 10.

7.1.9 Neuronale Netze (NNet)

Kiinstliche neuronale Netze sind durch den Wunsch entstanden, das menschliche Ge-
hirn mit Hilfe eines Computers zu modellieren. Sie bestehen aus vielen Recheneinhei-
ten, den Neuronen. Die Neuronen erhalten eine gewisse Anzahl an Eingangssignalen
und errechnen daraus ein Ausgabesignal. In der Orginalfassung produzierten die
kiinstlichen Neuronen nur bindre Ausgaben in Anlehnung an die biologischen Ver-
wandten, die nur feuern, wenn ein Schwellwert durch die Eingabesignale iiberschrit-
ten wird. Die Neuronen konnen ebenfalls wie beim Gehirn miteinander verbunden
werden. Jedoch enden hier die Gemeinsamkeiten mit den biologischen neuronalen
Netzen, denn die kiinstlichen neuronalen Netze stellen nur ein sehr vereinfachtes
Modell dar. Die Anzahl der Neuronen und Verbindungen ist stark beschrénkt.

Ein kiinstliches Neuron wird durch eine reellwertige Funktion des R

g(x) = o(a’xz +b)
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beschrieben. Dabei ist z € R! der Eingabevektor und a” = (aV,...,aV) € RLb € R
sind Gewichte. o: R — [0; 1] wird Sigmoidfunktion genannt, siehe hierzu [Gyo-+02,
S. 297 ff.]. Abbildung 11a zeigt eine Darstellung eines kiinstlichen Neurons.

1
b
1 &} T

Zq

&

(a) Ein kiinstliches Neuron. (b) Ein kiinstliches neuronales Netz.

Abbildung 11: Aufbau neuronaler Netze.

Es gibt viele verschiedene Arten von neuronalen Netzen. Haufig wird das so-
genannte aufgeschaltete neuronale Netzwerk benutzt. In Abbildung 11b wird ein
solches Netzwerk dargestellt. Es gibt keine Ausgabeverbindungen der Neuronen in
eine vorhergehende Schicht. Hier wird es mit einer verdeckten Schicht von k& Neuro-

nen als reellwertige Funktion des R? in der Form

k
f(x) = Z cio(al T +b;) + co

=1

modelliert. Dabei seien a4, ...,a;, € RY, by, ..., by, co,...,c; € R die Parameter die-
ses Modells und o sei wieder eine Sigmoidfunktion. Typischerweise wird dabei eine
gequetschte Sigmoidfunktion benutzt, das heifit ¢ ist nicht fallend und es gilt
lim o(z)=0 und lim o(z) = 1.
T—r—00 Tr—00

Beispiele fiir solche Funktionen sind das Schwellwertsigmoid Abbildung 12a, das
Rampensigmoid Abbildung 12b, das logistische Sigmoid Abbildung 12¢ und das
Arcustangenssigmoid Abbildung 12d. Der Graph nimmt dabei oft eine S-Form an.

Die Wahl der Parameter des neuronalen Netzes erfolgt fiir Regression iiber die
Summe der quadratischen Fehler und fiir Klassifikation wird auch der quadratische
Fehler oder die Kreuzentropie benutzt. Der allgemeine Ansatz ist die zugehorige
Fehlerfunktion zu minimieren. Das erfolgt durch Gradientenabstiegsverfahren und

wird fiir neuronale Netze Riickwértspropagierung genannt, vgl. [HTF09, S. 395 ff.].
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Abbildung 12: Sigmoidfunktionen.

7.1.10 Kreuzvalidierung

Auch wenn Kreuzvalidierung kein Klassifikationsverfahren ist, soll es hier kurz be-
schrieben werden, da es haufig zur Bewertung dieser eingesetzt wird.

Angenommen man besitzt einen Datensatz und will fiir diesen herausfinden,
welches Verfahren die besten Prognosen liefert. Ein guter Ansatz dafiir ist die Beob-
achtungen in eine Trainingsmenge und eine Validierungsmenge zu unterteilen. Mit
der Trainingsmenge passt man das jeweilige Modell an und benutzt die Validierungs-
menge zur Schitzung des Testfehlers fiir das Modell. Jedoch kann abhéngig von der
Unterteilung in diese zwei Mengen, die Schatzung des Fehlers stark variieren, da
man fiir unterschiedliche Unterteilungen auch unterschiedliche Modelle und Testbe-
obachtungen erhélt. Des Weiteren wird nur ein Teil der Beobachtungen genutzt, um
das vorldufige Modell zu trainieren. Das ist ein Problem, denn iiblicherweise schnei-
den Modelle mit weniger Trainingsdaten schlechter ab. Das legt den Schluss nahe,

dass die wirkliche Testfehlerrate tiberschitzt wird.



74 7.1 Typische Verfahren

[123... n|
2514738 ... 91
2514738 ... 91
2514738 ... 91
2514738 ... 91
2514738 ... 91

Abbildung 13: Eine schematische Darstellung einer 5-fachen Kreuzvalidierung mit
n Beobachtungen und zufalliger Aufteilung in sich nicht iiberlappende Gruppen.
Jede der fiinf unteren Zeilen stellt eine Unterteilung der urspriinglichen Menge in
Trainings- (blau) und Validierungsmenge (orange) dar.

Kreuzvalidierung wird genutzt, um diese zwei Probleme abzumildern. Dazu wird
die Menge der Beobachtungen in k zuféllige, ungefahr gleichgrofe Gruppen ein-
geteilt. Danach wird eine der Gruppen als Validierungsmenge behandelt und die
restlichen Gruppen bilden die Trainingsmenge. Damit schiatzt man nun den Fehler.
Wendet man das Verfahren so an, dass jede Gruppe einmal die Validierungsmenge
war, so ergeben sich k Fehler. Bildet man das arithmetische Mittel dieser Fehler, so
erhélt man eine bessere Schitzung fiir den wirklichen Testfehler. Das beschriebene
Verfahren nennt man dann auch k-fache Kreuzvalidierung. Abbildung 13 zeigt dieses
Vorgehen als schematische Darstellung an einem Beispiel mit 5-facher Kreuzvalidie-
rung.

Typische Werte in der Praxis sind meist £ = 5 oder k£ = 10, da mit steigendem
k auch die Anzahl der anzupassenden Modelle wichst und dieser Vorgang schnell

sehr rechenintensiv werden kann, vgl.[Jam-+16, S. 176 ff.].

7.1.11 Dimensionsreduzierung

In der Praxis kann ein Datensatz schnell eine grofse Anzahl an Merkmalen aufwei-
sen, um moglichst alle vorhanden Informationen zu erfassen. Jedoch steigt damit in
den meisten Fillen auch die Komplexitat des zu trainierenden Modells und somit
die bendtigte Rechenzeit, sowie der Speicherbedarf. Um diesem Problem entgegen-
zusteuern, kann es hilfreich sein eine Dimensionsreduzierung vorzunehmen. Dabei
gehen allerdings Informationen verloren. Deshalb sollte man diesen Verlust so gering

wie moglich halten. Eine Moglichkeit stellt die Hauptkomponentenanalyse dar.

7.1.12 Hauptkomponentenanalyse

Bei der Hauptkomponentenanalyse versucht man eine gewisse Anzahl von Kom-

ponenten zu finden, die zusammengenommen den grofsten Teil der Variabilitdt in
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den Daten erkldart. Die Hauptkompontenrichtungen sind dabei die Richtungen im
Merkmalsraum, entlang denen sich die urspriinglichen Daten am meisten unterschei-
den. Diese Komponenten sind eine Linearkombination der urspriinglichen Merkmale

X1,..., X, Die i-te Hauptkomponente Z; hat dann folgende Form:

d
Zi=) ;X
j=1

wobei die Koeffizienten normalisiert sind, d.h. es gilt

d

FEine andere Interpretation der Hauptkomponenten ist, dass sie eine niedrigdimen-
sionale lineare Mannigfaltigkeit bilden, die am néchsten zu den Beobachtungen liegt.
Das bedeutet, dass die Hauptkomponenten die lineare Mannigfaltigkeit aufspannen,
die die Summe der Quadrate des euklidischen Abstands von jedem Punkt zur Ebene
minimieren, siche [Jam 16, S. 374 ff.]. Die Hauptkomponenten erhélt man héufig
tiber die Singuldrwertzerlegung (vgl. [HTF09, S. 535]), aber auch iiber Eigenwerte
und zugehorige Eigenvektoren, siehe dazu [RUL14, S. 412 ff.].

7.2 Vergleich verschiedener Verfahren mit Hilfe der
freien Software Umgebung R

Dieser Abschnitt beinhaltet den Vergleich der Verfahren des vorherigen Kapitels 7.1
mit den in Kapitel 6 selbst implementierten Verfahren CUDTP und ODT fiir aus-
gewahlte Beispiele. Die Gegeniiberstellung erfolgt anhand der Kennzahlen aus den
Kontingenztafeln der Versuche, da zum Beispiel die Genauigkeit, also das Verhéltnis
von richtig klassifizierten Beobachtungen zu allen Beobachtungen, alleine nur unzu-
reichend die Leistung des Klassifizierers wiedergibt. Wie die Kenngrofsen aus den
Kontingenztafeln gebildet werden, ist in Anhang B nachzulesen.

Zuerst werden drei kiinstlich generierte Datensétze gegeniibergestellt. Sie stellen
einen Kreis, ein Schachbrettmuster und eine Diagonale von links oben nach rechts
unten dar. Dabei wurde kein Rauschen hinzugefiigt. Zum Schluss werden die Ver-
fahren mit Daten aus der Praxis eines Unternehmens ausgewertet.

Die Angaben zur verwendeten Hard- und Software kénnen im Anhang C nach-
gelesen werden. Um reproduzierbare Ergebnisse zu gewédhrleisten, wurde jeweils

fiir alle Funktionen mit Zufallszahlen ein gemeinsamer Startwert zur Generierung
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der Zufallszahlen von 10 vorgegeben. Fiir die drei kiinstlichen Datensétze kamen
fiir die jeweiligen Verfahren immer die gleichen Parameterwerte zum Einsatz. Fiir
CUDTP sind das nbar = 800, max _subdivisions = 30, bei ODT kmaxr = 7 und
gamma = 0,001, sowie k£ = 1 fiir KNN und bei NNet size = 3 und mazit = 300.

Ansonsten wurden Vorgabewerte genutzt.

7.2.1 Kreis

Fiir den Kreis werden jeweils 1000 Trainings- und Testbeobachtungen erstellt. Die
zwei Préadiktorvariablen werden dabei jeweils zuféillig in [0; 1] verteilt und je nach-
dem, ob der entstandene Punkt im Kreis mit Mittelpunkt (0,5;0,5) und Radius von
0,4 Einheiten liegt, wird dem Zielmerkmal der Wert 2 oder aufserhalb der Wert 1
zugewiesen. Erfasst werden die Kontingenztafeln (Tabelle 7.1) nach dem Training
der einzelnen Verfahren auf den Testbeobachtungen, sowie sich daraus ergebende

Kenngrofen (Tabelle 7.2) wie zum Beispiel die Klassifikationsgenauigkeit.

Methode | CUDTP OoDT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet
Referenz | 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Vorhersage

1 519 25 |517 18| 511 32196 145|196 145|541 66 | 536 23 | 521 24| 521 21 |356 79
2 22 434 24 441 30 427|345 314|345 314 0 393 5 436 | 20 435| 20 438|185 380

Tabelle 7.1: Kontingenztafeln fiir einen Kreis bei Anwendung verschiedener Klassi-
fikationsverfahren.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

Treffergenauigkeit 0,953 0,958 0,938 0,510 0,510 0,934 0,972 0,956 0,959 0,736
Sensitivitat 0,959 0,956 0,945 0,362 0,362 1,000 0,991 0,963 0,963 0,658

Spezifitat 0,946 0,961 0,930 0,684 0,684 0,856 0,950 0,948 0,954 0,828

Positiver Vorhersagewert 0,954 0,966 0,941 0,575 0,575 0,891 0,959 0,956 0,961 0,818
Negativer Vorhersagewert 0,952 0,948 0,934 0476 0,476 1,000 0,989 0,956 0,956 0,673
Pravalenz 0,541 0,541 0,541 0,541 0,541 0,541 0,541 0,541 0,541 0,541

Erkennungsrate 0,519 0,517 0,511 0,196 0,196 0,541 0,536 0,521 0,521 0,356

Erkannte Pravalenz 0,544 0,535 0,543 0,341 0,341 0,607 0,559 0,545 0,542 0,435
Ausbalancierte Genauigkeit 0,952 0,958 0,937 0,523 0,523 0,928 0,970 0,955 0,959 0,743

Tabelle 7.2: Kenngroken zu den Kontingenztafeln des Kreises aus Tabelle 7.1 zur
Beurteilung der Klassifikatoren.

Zur besseren Veranschaulichung der beiden Verfahren CUDTP und ODT wurden
die Testdaten mit den jeweiligen Partitionierungsgrenzen und deren Klassifikations-
farben abgebildet. In Abbildung 14 ist das fiir CUDTP geschehen, jedoch wurden
nicht die gesamten Trainingsdaten, sondern nur die ersten 800 gezeichnet. Das liegt
daran, dass die restlichen 200 Trainingsdaten zur Auswahl der besten Partitionie-
rung gebraucht werden und nicht direkt in die Klassifizierung der Bereiche eingehen.

Somit lasst sich anhand des linken Bildes gut die Einfarbung der Bereiche des rechten
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Bildes nachvollziehen. Beim rechten Bild fallt auf, dass am rechten Rand scheinbar
ein Quadrat falsch eingefarbt ist. Schaut man jedoch ins linke Bild, so sieht man,
dass in diesem Quadrat keine Beobachtung enthalten ist. Das Standardverhalten
des Klassifikators ist dann, die Klasse, die am héufigsten in den Trainingsdaten vor-
kommt, einzusetzen. In unserem Fall ist das die Klasse 2 mit der Farbe Orange. Ein
weiteres leeres Quadrat gibt es am oberen Rand des Kreises. Das féllt jedoch nur

beim Zeichnen der Trainingsdaten auf, weil es genau an der Klassengrenze liegt.
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Abbildung 14: Trainingsdaten fiir die Klassifikation eines Kreises und die zugehorige
Einteilung des Klassifikators mittels CUDTP.

Bei der Abbildung des Kreises (Abbildung 15) durch ODT gibt es keine leeren
Bereiche. Zum einen 16st ODT die beiden Bereiche mit den leeren Quadraten grober
auf und zum anderen sind dort auch mehr Punkte vorhanden.

Bei beiden Verfahren ist der Kreis bei dieser Anzahl an Trainingsdaten gut er-
kennbar und wie zu erwarten bei adaptiven Methoden, werden die Klassengrenzen
fein aufgelost.

Sieht man sich nun die Kenngrofen in Tabelle 7.2 an, so zeigt sich, dass die
Verfahren CUDTP, ODT, Tree, QDA, SVM, RF und KNN sehr gut abschneiden.
Das neuronale Netz ist bei der Parameterwahl von 3 verdeckten Knoten nicht ganz
so gut. Weit abgeschlagen sind hingegen die linearen Klassifizierer Logit und LDA,
da die Klassengrenzen stark von linearen Grenzen abweichen. Spitzenreiter ist in
diesem Test das SVM Verfahren. Allerdings liegen andere Verfahren wie CUDTP
und ODT nur wenige Prozentpunkte bzgl. der Genauigkeit dahinter. Es ist nicht
auszuschlieften, dass sich das Ranking bei verschiedener Parameterwahl verschieben
wiirde. Speziell kénnte das fiir CUDTP und ODT mit starker verzweigten Baumen

moglich sein.
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Abbildung 15: Trainingsdaten fiir die Klassifikation eines Kreises und die zugehorige
Einteilung des Klassifikators mittels ODT.

7.2.2 Schachbrettmuster

Auch bei diesem Muster wurden wieder 1000 Trainings- und Testbeobachtungen
generiert und die Préadiktorvariablen liegen in [0; 1]. Es besteht aus 64 gleichgrofen
Quadraten mit sich jeweils abwechselnden Klassen. Dem Quadrat beginnend bei
(0;0) wird dabei die Klasse 1 zugeordnet und erhélt in den Abbildungen die Farbe
Blau. Klasse 2 bekommt die Farbe Orange. Es stellt also ein Schachbrettmuster dar.
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Abbildung 16: Trainingsdaten fiir die Klassifikation eines Schachbrettmusters und
die zugehorige Einteilung des Klassifikators mittels CUDTP.
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Abbildung 17: Trainingsdaten fiir die Klassifikation eines Schachbrettmusters und
die zugehorige Einteilung des Klassifikators mittels ODT.

Betrachtet man wieder die Kenngréfsen aus Tabelle 7.4, so féllt auf, dass CUDTP
und ODT hier perfekte Werte erreichen und damit keine Fehler beim Klassifizieren
begehen. Das Beispiel zeigt den Optimalfall fiir beide Verfahren. Zum einen bilden
die Klassengrenzen Linien, die parallel zu einer der Achse liegen und zum anderen
sind sie genau an den Stellen, an denen auch die Unterteilungen der Bereiche des
Klassifikators erfolgen. Die linearen Verfahren Logit und LDA sind auch hier wieder
nicht geeignet. Obwohl SVM beim Kreis ein annidhernd perfektes Ergebnis mit 97 %
ausgeglichener Genauigkeit hatte und auch Tree und QDA sehr gute Ergebnisse
lieferten, haben sie hier wie auch NNet unzureichende Genauigkeit und sind kaum
oder gar nicht besser als die linearen Verfahren. Hingegen beschreiben RF mit 83 %
ausgeglichener Genauigkeit und KNN mit fast 87 % ausgeglichener Genauigkeit das
Muster recht gut.

Die Entstehenden Partitionierungen sind fiir CUDTP und ODT in diesem Fall
gleich und man sieht ein perfektes Schachbrettmuster auf der rechten Seite von
Abbildung 16 und Abbildung 17.

7.2.3 Diagonale Flache

Die Voraussetzungen dieses Anwendungsbeispiels sind wie beim Kreis und dem
Schachbrettmuster. Es gibt zwei Bereiche der Klasse 1, die jeweils ein gleichschenk-
liges Dreieck mit rechtem Winkel und einer Schenkelléinge von 0,6 Einheiten bilden.
Die Spitze der rechten Winkel liegt in (0;0) und (1;1).
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Auch hier (Tabelle 7.6) sind die linearen Verfahren Logit und LDA ungeeignet
und liefern einen Klassifizierer der jeder Beobachtung die Klasse 2 zuweist. Alle an-
deren Verfahren schneiden hier sehr gut ab und haben ausbalancierte Genauigkeiten
von weit tiber 90 %. ODT, Tree und QDA liegen hierbei ungefahr gleich auf. CUDTP
hat eine leicht hohere Genauigkeit, die jedoch von SVM, RF, KNN und NNet noch
um einige Prozente verbessert wird. In diesem Fall wird der beste Klassifizierer von
NNet erstellt. Er begeht bei nur 1 aus 1000 Testklassifikationen einen Fehler.

Abbildung 18 und Abbildung 19 geben die diagonale Fliache gut wieder und man

erkennt die genauere Auflésung an den Klassengrenzen.
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Abbildung 18: Trainingsdaten fiir die Klassifikation einer diagonal liegenden Fliche
und die zugehorige Einteilung des Klassifikators mittels CUDTP.
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Abbildung 19: Trainingsdaten fiir die Klassifikation einer diagonal liegenden Fléche
und die zugehorige Einteilung des Klassifikators mittels ODT.



7 Vergleich mit typischen Verfahren zur Klassifizierung 81

Methode | CUDTP OoDT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet
Referenz | 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Vorhersage

1 486 0| 486 01486 514|328 357|328 357|261 265|392 390 | 401 83|420 66 | 411 393
2 0 514 0 514 0 0| 158 157 | 158 157|225 249 | 94 124 | 85 431 | 66 448 | 75 121

Tabelle 7.3: Kontingenztafeln fiir ein Schachbrettmuster bei Anwendung verschiede-
ner Klassifikationsverfahren.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

Treffergenauigkeit 1,000 1,000 0,486 0,485 0,485 0,510 0,516 0,832 0,868 0,532
Sensitivitat 1,000 1,000 1,000 0,675 0,675 0,537 0,807 0,825 0,864 0,846

Spezifitit 1,000 1,000 0,000 0,305 0,305 0,484 0,241 0,839 0,872 0,235

Positiver Vorhersagewert 1,000 1,000 0,48 0479 0,479 0,496 0,501 0,829 0,864 0,511
Negativer Vorhersagewert 1,000 1,000 NaN 0498 0498 0,525 0,569 0,835 0,872 0,617
Prévalenz 0,486 0,486 0,48 0,486 0,48 0,486 0,48 0,486 0,486 0,486

Erkennungsrate 0,486 0,486 0,48 0,328 0,328 0,261 0,392 0,401 0,420 0,411

Erkannte Prévalenz 0,486 0,486 1,000 0,685 0,685 0,526 0,782 0,484 0,48 0,804
Ausbalancierte Genauigkeit 1,000 1,000 0,500 0,490 0,490 0,511 0,524 0,832 0,868 0,541

Tabelle 7.4: Kenngrofen zu den Kontingenztafeln eines Schachbrettmusters aus Ta-
belle 7.3 zur Beurteilung der Klassifikatoren.

Methode | CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet
Referenz | 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Vorhersage

1 341 6| 328 6| 331 5 0 0 0 0334 12354 0| 364 41370 71379 1
2 38 615 | 51 615 | 48 616 | 379 621 | 379 621 | 45 609 | 25 621 | 15 617 9 614 0 620

Tabelle 7.5: Kontingenztafeln fiir eine diagonal liegende Flache bei Anwendung ver-
schiedener Klassifikationsverfahren.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM REF KNN NNet

Treffergenauigkeit 0,956 0,943 0,947 0,621 0,621 0943 0,975 0,981 0,984 0,999
Sensitivitét 0,900 0,865 0,873 0,000 0,000 0,881 0,934 0,960 0,976 1,000

Spezifitét 0,990 0,990 0,992 1,000 1,000 0,981 1,000 0,994 0,989 0,998

Positiver Vorhersagewert 0,983 0,982 0,985 NaN NaN 0,965 1,000 0,989 0,981 0,997
Negativer Vorhersagewert 0,942 0,923 0,928 0,621 0,621 0,931 0,961 0,976 0,98 1,000
Priivalenz 0,379 0,379 0,379 0,379 0,379 0,379 0,379 0,379 0,379 0,379
Erkennungsrate 0,341 0,328 0,331 0,000 0,000 0,334 0,354 0,364 0,370 0,379

Erkannte Privalenz 0,347 0,334 0,336 0,000 0,000 0,346 0,354 0,368 0,377 0,380
Ausbalancierte Genauigkeit 0,945 0,928 0,933 0,500 0,500 0,931 0,967 0,977 0,982 0,999

Tabelle 7.6: Kenngrofsen zu den Kontingenztafeln der diagonal liegenden Fléache aus
Tabelle 7.5 zur Beurteilung der Klassifikatoren.
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7.2.4 Datensatz aus der Praxis

Die hier benutzten Daten wurden von der Firma Nugg.ad zur Verfiigung gestellt.
Nach importieren der CSV Datei in R, liegen die Informationen in Form eines da-
ta.frames mit 32134 Zeilen und 310 Spalten vor. Um mit den Daten zu arbeiten,
miissen sie noch in brauchbare Form gebracht werden. Dazu werden Spalten, die
Klassennamen beinhalten, gesondert abgespeichert und solche, die Préadiktorvaria-
blen darstellen, in einer Matrix zusammengefasst. In diesem Schritt werden auch
Variablen entfernt, die keine Informationen enthalten, weil sie in jeder Zeile den
gleichen Wert besitzen. Die entstehende Matrix hat 32 133 Zeilen und 300 Spalten,
also 32133 Beobachtungen mit jeweils 300 Merkmalen. Allerdings gibt es bei den
Beobachtungen viele leere Merkmalswerte. Da viele Verfahren mit fehlenden Werten
nicht umgehen kénnen, muss man dafiir Ersatzwerte einsetzen. Bei dieser Auswer-
tung wurden Fehlwerte durch den Wert 0 substituiert, was zu Informationsverlust
fiihren kann und somit die Endergebnisse beeinflusst. Die Merkmalswerte liegen
schon im Intervall [0; 1] und wéren somit bereit zur weiteren Analyse und Klassifi-
kation. Man beachte, dass die grofe Anzahl an Merkmalen fiir komplexe Klassifika-
tionsmethoden zu Problemen wie langer Rechenzeit und hohem Speicherverbrauch
fiihren kann. Das ist der Grund, weswegen wir die Dimension des Problems redu-
zieren miissen. Dazu wenden wir das in Abschnitt 7.1.12 beschriebene Verfahren
der Hauptkomponentenanalyse an. Damit ergibt sich wieder eine Matrix mit 300
Spalten, allerdings beschreiben diese nun die Hauptkomponenten. Die erste Spalte
stellt dann die erste Hauptkomponente dar. Jedoch liegen die Werte nicht mehr im
Bereich [0; 1] und miissen skaliert werden, weil die Verfahren CUDTP und ODT nur
fiir solche Daten ausgelegt sind.

Will man nun beurteilen, wie erfolgreich die einzelnen Verfahren auf diesem Da-
tensatz sind, so wird man das mit Hilfe von Kreuzvalidierung (Kapitel 7.1.10) be-
werkstelligen. Denn man hat keinen zuséatzlichen Testdatensatz und mochte in die
Modellbildung so viele Beobachtungen wie moglich einbeziehen. Wir verwenden hier
b-fache Kreuzvalidierung, um die benétigte Rechenzeit zu verringern. Die Auswer-
tung erfolgt mit aufsummierten Kontingenztafeln zur Abschiatzung der Kenngrofsen.

Es werden insgesamt drei Vergleiche durchgefiihrt. Die ersten beiden erfolgen mit
fiinf Hauptkomponten und unterscheiden sich hauptsichlich in der Parameterwahl
fiir CUDTP und ODT. Der letzte Vergleich benutzt 13 Hauptkomponenten und
spiegelt immer noch nur einen Bruchteil der zur Verfiigung stehenden Informationen
wieder. Mehr Hauptkomponenten fithren dazu, dass fiir CUDTP und ODT zu viel
Rechenzeit und spéater auch Speicherplatz benétigt wird. Um das zu verdeutlichen,
wird zusétzlich auch die bendtigte Zeit fiir die Modellbildung und die Vorhersage

germessen.
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Die benutzten Parameter sind wie folgt: Fiir CUDTP wurde nbar auf 80 %
der Trainingsdaten im jeweiligen Durchlauf gesetzt. Weitere Zuweisungen waren
max_depth = 4, mazx _subdivisions = 15, bei ODT kmazr = 3 und gamma =
0,000 03; sowie k = 1 fiir KNN und bei NNet size = 3 und maxit = 300. Ansonsten
wurden Vorgabewerte genutzt. Nur fiir den ersten Versuch (Tabelle 7.7) wurden die
speziellen Werte kmax = 2, max _depth = 2 und max__subdivisions = 4 zugeteilt.

Beim ersten Vergleich (Tabelle 7.8) mit 5 Hauptkomponenten schneiden CUDTP
und ODT bzgl. der ausbalancierten Genauigkeit mit jeweils 61,8 % am schlechtesten
ab, da sie zwar eine hohe Sensitivitédt erreichen, aber nur eine geringe Spezifitit. Bis
auf Tree erzielen die restlichen Verfahren bei der ausbalancierten Genauigkeit Werte
um 65 %, wobei NNet mit 65,4 % den hochsten Wert hat. Die hochste Spezifitit
erreicht hier KNN mit 51,1 % im Vergleich zum niedrigsten Wert von 36,3 % bei
CUDTP und ODT. Die beste Genauigkeit erlangt SVM mit 69,1 %. Das ist nicht
sehr hoch, da eine Pravalenz von 60 % vorliegt.

In der Praxis spielt auch die Zeit eine wichtige Rolle, die zur Erstellung eines
Klassifikators benétigt wird, aber auch wie lange dieser fiir eine Vorhersage der
Klasse braucht. Tabelle 7.9 zeigt dabei die durchschnittliche Zeit die das jeweilige
Verfahren zur Modellbildung und Vorhersage auf den fiinf Trainings- und Testmen-
gen der Kreuzvalidierung bendtigt hat.

Da wir ungefdhr 32000 Beobachtungen zur Verfiigung haben, sind in der Trai-
ningsmenge ca. 25 600 und in der Testmenge ca. 6 400 Beobachtungen enthalten. Die
einfachen Verfahren Tree, Logit, LDA und QDA bilden den Klassifikator dabei in
unter 1 Sekunde. KNN fallt hierbei heraus und benoétigt fiir das Modell keine Zeit, da
die k-ndchsten-Nachbarn erst zur Vorhersage gebildet werden. CUDTP, ODT und
NNet bleiben dabei unter 10 Sekunden. Nur RF und SVM weichen davon starker
ab mit 27 bzw. 163 Sekunden. Selbst das sind in der Praxis ertragbare Werte. Die
Vorhersage fiir die 6 400 Testbeobachtungen reicht hingegen von einigen Millisekun-
den bis zu mehreren Sekunden bei SVM und KNN. Je nach Kriterium wiirde also
eine andere Klassifikationsmethode zum Einsatz kommen.

Im néchsten Fall haben wir nur die Parameter von CUDTP und ODT veréndert,
um eine bessere adaptive Anpassung zu erlangen. In Tabelle 7.11 zeigen sich deshalb
nur leichte Verdnderungen zu Tabelle 7.8. Die Genauigkeit der Verfahren ist bei
beiden von 67% auf 67,5% fiir CUDTP und auf 68,1 % fiir ODT gestiegen. Bei
CUDTP ist die Sensitivitdt nahezu gleich geblieben. Jedoch hat sich die Spezifitit
erhoht, weshalb auch die ausbalancierte Genauigkeit leicht angestiegen ist. Bei ODT
gab es eine stiarkere Verschiebung von 87,4 % auf 81,6 % bei der Sensitivitat und von
36,3 % auf 47,8 % bei der Spezifitat. Damit hat ODT eine balancierte Genauigkeit
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von 64,7 % und ist dadurch bei diesem Kriterium nur unwesentlich schlechter als
SVM und NNet, die hier am besten abschneiden. Allerdings wurden diese besseren
Ergebnisse mit bedeutend hoherem Zeitaufwand fiir die Modellbildung erkauft. Fiir
CUDTP stieg die benétigte Zeit von ca. 2 Sekunden auf ca. 1000 Sekunden. Das
stellt eine Vervielfaltigung der verbrauchten Zeit um den Faktor 500 dar und das
bei einem Zugewinn an Genauigkeit von gerade einmal 0,5 %. Bei ODT wiéchst der
Zeitverbrauch von ca. 7 Sekunden auf ca. 220 Sekunden. Hier liegt der Faktor also
bei etwa 30 und der Genauigkeitszuwachs betragt im Vergleich zu CUDTP sogar
1,1%.

Da die Parameter fiir die anderen Verfahren gleich geblieben sind, sollten sich
die Zeiten kaum unterscheiden. Fiir sie ergab sich eine geringfiigige Verringerung der
benotigten Zeit, auler bei SVM, wo eine grofe Schwankung von ca. 30 Sekunden bei
der Modellbildung auftrat. Diese Schwankung lasst sich durch den Versuchsaufbau
nicht erkldren, da die gebildeten Modelle von SVM die gleichen Ergebnisse liefern,
wie ein Vergleich von Tabelle 7.7 und Tabelle 7.10 zeigen. Trotz dessen lassen sich
die Grokenverhéltnisse gut ablesen und geben einen ungefdhren Eindruck iiber den

Zeitverbrauch im Vergleich zu den anderen Verfahren.

Methode CUDTP OoDT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet
Referenz 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Vorhersage
1 16851 8189 | 16851 8189 | 14646 6590 | 16216 6967 | 16258 7002 | 16217 7068 | 16570 7219 | 15237 6347 | 14992 6285 | 15953 6670
2 2429 4664 | 2429 4664 | 4634 6263 | 3064 5886 | 3022 5851 | 3063 5785 | 2710 5634 | 4043 6506 | 4288 6568 | 3327 6183

Tabelle 7.7: Aufsummierte Kontingenztafeln fiir einen Datensatz aus der Praxis bei
5-facher Kreuzvalidierung mit 5 Hauptkomponenten.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

Treffergenauigkeit 0,670 0,670 0,651 0,688 0,688 0,685 0,691 0,677 0,671 0,689
Sensitivitat 0,874 0,874 0,760 0,841 0,843 0,841 0,859 0,790 0,778 0,827

Spezifitét 0,363 0,363 0,487 0,458 0,455 0,450 0,438 0,506 0,511 0,481

Positiver Vorhersagewert 0,673 0,673 0,690 0,699 0,699 0,696 0,697 0,706 0,705 0,705
Negativer Vorhersagewert 0,658 0,658 0,575 0,658 0,659 0,654 0,675 0,617 0,605 0,650
Prévalenz 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600

Erkennungsrate 0,524 0,524 0,456 0,505 0,506 0,505 0,516 0,474 0,467 0,496

Erkannte Prévalenz 0,779 0,779 0,661 0,721 0,724 0,725 0,740 0,672 0,662 0,704
Ausbalancierte Genauigkeit 0,618 0,618 0,623 0,650 0,649 0,646 0,649 0,648 0,644 0,654

Tabelle 7.8: Kenngrofen zu den Kontingenztafeln aus Tabelle 7.7 zur Beurteilung
der Klassifikatoren.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

verbrauchte Zeit zur Modellbildung 1,954 7,166 0,217 0,180 0,080 0,075 162,774 26,957 0,000 3,562
verbrauchte Zeit zur Vorhersage 0,019 0,073 0,141 0,014 0,025 0,024 9,447 0,993 1,830 0,015

Tabelle 7.9: Durchschnittlich vergangene Zeit zur Bildung des jeweiligen Modells und
die Vorhersage fiir neue Werte in Sekunden. Gehort zu Tabelle 7.7 und Tabelle 7.8.



7 Vergleich mit typischen Verfahren zur Klassifizierung 85

Der letzte Test wurde bei Verwendung von 13 Hauptkomponenten durchgefiihrt
und offenbart Probleme fiir CUDTP und ODT in der Anwendung bei héherdimen-
sionalen Problemen. Die besten Methoden sind hier Logit, LDA, QDA, SVM, RF
und NNet mit ca. 70 % ausbalancierter Genauigkeit im Gegensatz zu CUDTP mit
63,7 % und ODT mit 64,3 %. Die Verfahren mit bester Genauigkeit liefern Wer-
te zwischen 72 % und 73 %. Hingegen erreicht CUDTP nur 68,2 % und ODT nur
68,5 %.

Logit, LDA und QDA benétigen immer noch weniger als 1 Sekunde zur Modell-
bildung. SVM erreicht jetzt 193 Sekunden, also etwas weniger als eine Verdopplung
der Zeit, bei fast dreifacher Dimension. Zu einer Verdopplung der Zeit kam es bei
RF von ca. 26 Sekunden auf ca. 57 Sekunden und bei NNet von ca. 3 Sekunden auf

ca. 7 Sekunden.

Methode CUDTP oDT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet
Referenz 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Vorhersage
1 16834 7995 | 15734 6711 | 14646 6590 | 16216 6967 | 16258 7002 | 16217 7068 | 16570 7219 | 15237 6347 | 14992 6285 | 15953 6670
2 2446 4858 | 3546 6142 | 4634 6263 | 3064 5886 | 3022 5851 | 3063 5785 | 2710 5634 | 4043 6506 | 4288 6568 | 3327 6183

Tabelle 7.10: Aufsummierte Kontingenztafeln fiir einen Datensatz aus der Praxis

bei 5-facher Kreuzvalidierung mit 5 Hauptkomponenten und anderen Parametern
bei CUDTP und ODT.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

Treffergenauigkeit 0,675 0,681 0,651 0,688 0,688 0,685 0,691 0,677 0,671 0,689
Sensitivitat 0,873 0,816 0,760 0,841 0,843 0,841 0,859 0,790 0,778 0,827

Spezifitét 0,378 0,478 0,487 0,458 0,455 0,450 0,438 0,506 0,511 0,481

Positiver Vorhersagewert 0,678 0,701 0,690 0,699 0,699 0,696 0,697 0,706 0,705 0,705
Negativer Vorhersagewert 0,665 0,634 0,575 0,658 0,659 0,654 0,675 0,617 0,605 0,650
Prévalenz 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600

Erkennungsrate 0,524 0,490 0,456 0,505 0,506 0,505 0,516 0,474 0,467 0,496

Erkannte Prévalenz 0,773 0,699 0,661 0,721 0,724 0,725 0,740 0,672 0,662 0,704
Ausbalancierte Genauigkeit 0,626 0,647 0,623 0,650 0,649 0,646 0,649 0,648 0,644 0,654

Tabelle 7.11: Kenngrofen zu den Kontingenztafeln aus Tabelle 7.10 zur Beurteilung
der Klassifikatoren.

Die Parameter fiir CUDTP und ODT wurden hier so gewahlt, dass die verbrauch-
te Zeit in der Grofsenordnung von SVM liegt und sind gleich denen aus Versuch 1.
Diese Steuergrofen beschranken die Anzahl der moglichen Klassifikatoren sehr stark.
Stellt man die Zeiten aus Tabelle 7.9 und Tabelle 7.15 gegeniiber, so hat man bei der
Modellbildung fiir CUDTP ca. 2 Sekunden im Vergleich zu ca. 210 Sekunden. Die
Zeit, die benotigt wird, einen entsprechenden Klassifizierer zu finden, wéchst also
mit der Grofse der Dimension sehr schnell. Das lasst sich auch fiir ODT bestétigen

mit ca. 7 Sekunden gegeniiber ca. 320 Sekunden fiir 5 Hauptkomponenten gegeniiber
13.
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CcUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

verbrauchte Zeit zur Modellbildung 997,303 221,305 0,216 0,176 0,079 0,075 134,092 25,986 0,000 3,462
verbrauchte Zeit zur Vorhersage 0,042 0,263 0,141 0,014 0,025 0,024 7,410 0,984 1,787 0,014

Tabelle 7.12: Durchschnittlich vergangene Zeit zur Bildung des jeweiligen Modells
und die Vorhersage fiir neue Werte in Sekunden. Gehort zu Tabelle 7.10 und Tabel-
le 7.11.

Methode CUDTP oDT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet
Referenz 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Vorhersage
1 16604 7550 | 16444 7295 | 14646 6590 | 16165 5644 | 16243 5779 | 15178 5031 | 16667 6069 | 15726 5366 | 15617 5691 | 16084 5538
2 2676 5303 | 2836 5558 | 4634 6263 | 3115 7209 | 3037 7074 | 4102 7822 | 2613 6784 | 3554 7487 | 3663 7162 | 3196 7315

Tabelle 7.13: Aufsummierte Kontingenztafeln fiir einen Datensatz aus der Praxis bei
5-facher Kreuzvalidierung mit 13 Hauptkomponenten.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

Treffergenauigkeit 0,682 0,685 0,651 0,727 0,726 0,716 0,730 0,722 0,709 0,728
Sensitivitat 0,861 0,853 0,760 0,838 0,842 0,787 0,864 0,816 0,810 0,834

Spezifitat 0,413 0,432 0,487 0,561 0,550 0,609 0,528 0,583 0,557 0,569

Positiver Vorhersagewert 0,687 0,693 0,690 0,741 0,738 0,751 0,733 0,746 0,733 0,744
Negativer Vorhersagewert 0,665 0,662 0,575 0,698 0,700 0,656 0,722 0,678 0,662 0,696
Prévalenz 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600

Erkennungsrate 0,517 0,512 0,456 0,503 0,505 0,472 0,519 0,489 0,486 0,501

Erkannte Préivalenz 0,752 0,739 0,661 0,679 0,685 0,629 0,708 0,656 0,663 0,673
Ausbalancierte Genauigkeit 0,637 0,643 0,623 0,700 0,696 0,698 0,696 0,699 0,684 0,702

Tabelle 7.14: Kenngrofen zu den Kontingenztafeln aus Tabelle 7.13 zur Beurteilung
der Klassifikatoren.

CUDTP ODT Tree Logit LDA QDA SVM RF KNN NNet

verbrauchte Zeit zur Modellbildung 213,600 324,887 0,564 0,287 0,181 0,158 193,341 57,130 0,000 6,656
verbrauchte Zeit zur Vorhersage 0,042 0,139 0,136 0,017 0,028 0,031 11,417 1,139 3,794 0,020

Tabelle 7.15: Durchschnittlich vergangene Zeit zur Bildung des jeweiligen Modells
und die Vorhersage fiir neue Werte in Sekunden. Gehort zu Tabelle 7.13 und Tabel-
le 7.14.
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7.2.5 Zusammenfassung des Vergleichs

Die adaptiven Verfahren CUDTP und ODT sind gut fiir Probleme mit niedriger
Dimension geeignet, da sie sich sehr flexibel an die Klassengrenzen anpassen kon-
nen. In diesen Situationen ist auch der Zeitaufwand einen Klassifikator zu finden
vertretbar. Jedoch wéchst die Rechenintensitat mit steigender Dimensionszahl sehr
schnell. Deswegen sind sie in der hier implementierten Form fiir hochdimensionale
Probleme ungeeignet.

Die beliebten Methoden SVM, RF, KNN und NNet haben auch hier wieder
gezeigt, dass sie flir eine Vielzahl von Problemen eingesetzt werden konnen, weil sie
gute Ergebnisse in relativ kurzer Zeit liefern.

Auch die einfachen Strategien wie Logit, LDA und QDA sind aus der Praxis nicht
wegzudenken, da sie sehr schnell anwendbar sind und in vielen Féllen eine gute
Vorhersage abgeben konnen. Ist diese Vorhersage einmal schlecht, so kann immer

noch ein anderes Verfahren ausprobiert werden, weil der Zeitaufwand gering ist.
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Kurzzusammenfassung

Diese Arbeit behandelt maschinelles Lernen und fiihrt dabei von theoretischen Uber-
legungen zu Implementierungen, sowie deren Vergleich mit typischen Verfahren aus
der Praxis.

Nach einer kurzen Einfiihrung in das Thema maschinelles Lernen wird der Haupt-
augenmerk auf die binédre Klassifikation gelenkt. Dabei werden aufbauend auf der
Wahrscheinlichkeitstheorie wichtige Begriffe wie Regressionsfunktion, Klassifikator,
Bayes’scher Klassifikator, Risiko und zusétzliches Risiko eingefiihrt und auf deren
Wechselwirkungen eingegangen. Das Ziel ist dann bei unbekannter Verteilung, an-
hand eines durch diese Verteilung entstanden Beobachtungsdatensatzes, einen Klas-
sifikator zu finden, der das zusétzliche Risiko minimiert. Da die Verteilung unbekannt
ist, kann man das zusétzliche Risiko nicht direkt berechnen und versucht es durch
Aufspaltung in Schéitz- und Néherungsfehler nach oben abzuschéitzen. Das fiihrt
zur VC Dimension und einem Objekt, welches als Modulus bezeichnet wird. Unter
gewissen Zusatzannahmen an die Verteilung, wie Randbedingungen und Zugeho-
rigkeit zu einer Approximationsklasse, ldsst sich dann die Abschétzung der Fehler
bewerkstelligen. Jedoch sind die Parameter in diesen Bedingungen nicht bekannt
und es stellt sich die Frage, wie man trotzdem eine moglichst giinstige Abschéatzung
erhélt. Das fithrt zu einer speziellen Modellwahl, die fiir den ausgewéhlten Klassi-
fikator eine ebenso gute Schranke liefert, wie wenn man die Wahl unter Kenntnis
der unbekannten Parameter treffen wiirde. Dieses Wissen wird dann auf dyadische
Baume und deren Partitionierungen angewendet. Darauf aufbauend wird ein Bau-
malgorithmus implementiert, der diese Modellauswahl benutzt und zusatzlich ein
Vergleichsalgorithmus der ebenfalls dyadische Baume gebraucht. Anschlieffend folgt
eine Einfiihrung in typische praxisrelevante Methoden zur Klassifizierung und der
Vergleich mit den implementierten Verfahren mittels der Programmiersprache und
Softwareumgebung fiir statistische Berechnungen R. Dabei liefern meist mehrere
der gewohnlicherweise verwendeten Verfahren sehr gute Ergebnisse. Aufserdem zeigt
sich, dass die dyadischen Bédume fiir niedrigdimensionale Probleme gute Ergebnisse
erzielen und fiir hochdimensionale Problemstellungen sehr rechenintensiv und damit
zeitintensiv werden.

Insgesamt liefert die Diplomarbeit damit einen praxisnahen und theoretisch fun-
dierten Einstieg in das Thema des maschinellen Lernens mit anwendungsorientierten

Beispielen in der Programmiersprache R.



LITERATUR 89

Literatur

[Beh13]

[Bin-+14a|

|Bin+14b)|

[Bla-+07]

[BMOG6]

[Bre-+84]

[Dah16]

[Deil4]

[DGL6|

[Edd13)]

E. Behrends. Elementare Stochastik. FEin Lernbuch - von Studierenden
mitentwickelt. 1. Aufl. Vieweg+Teubner Verlag, 2013. DOI:
. URL:

P. Binev, A. Cohen, W. Dahmen und R. DeVore. ,,Classification algo-
rithms using adaptive partitioning”. In: The Annals of Statistics 42.6
(2014), S. 2141-2163. DOI:

P. Binev, A. Cohen, W. Dahmen und R. DeVore. ,,Supplement to »Clas-
sification algorithms using adaptive partitioning«“. In: The Annals of
Statistics 42.6 (2014), S. 2141-2163. DOLI:

G. Blanchard, C. Schéfer, Y. Rozenholc und K.-R. Miiller. ,,Optimal
dyadic decision trees“. In: Machine Learning 66 (2007), S. 209-241.
DOLI:

P. L. Bartlett und S. Mendelson. ,,Empirical minimization®“. In: Proba-
bility Theory and Related Fields 135 (2006), S. 311-334. DOTI:

L. Breiman, J. Friedman, C. Stone und R. Olshen. Classification and Re-
gression Trees. The Wadsworth and Brooks-Cole statistics-probability
series. Taylor & Francis, 1984. URL:

D. B. Dahl. ztable: Exzport Tables to LaTeX or HTML. R package version
1.8-2. 2016. URL:

A. Deitmar. Analysis. 1. Aufl. Springer Spektrum, 2014. DOTI:
. URL:

L. Devroye, L. Gyorfi und G. Lugosi. A Probabilistic Theory of Pattern
Recognition. Bd. 31. Springer-Verlag New York, 1996. DOTI:

D. Eddelbuettel. Seamless R and C++ Integration with Rcpp. 1. Aufl.
Springer-Verlag New York, 2013. DOTI:
URL:


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-2331-1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-2331-1
http://www.springer.com/de/book/9783834819390
http://www.springer.com/de/book/9783834819390
http://dx.doi.org/10.1214/14-AOS1234
http://dx.doi.org/10.1214/14-AOS1234SUPP
http://dx.doi.org/10.1007/s10994-007-0717-6
http://dx.doi.org/10.1007/s00440-005-0462-3
http://dx.doi.org/10.1007/s00440-005-0462-3
http://books.google.de/books?id=JwQx-WOmSyQC
http://books.google.de/books?id=JwQx-WOmSyQC
https://CRAN.R-project.org/package=xtable
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-54810-9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-54810-9
http://www.springer.com/de/book/9783642548093
http://www.springer.com/de/book/9783642548093
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-0711-5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-0711-5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-6868-4
http://www.springer.com/de/book/9781461468677

90

LITERATUR

[EF11]

[Ern00]

|Gy6+02]

[Hil06]

[HTF09)

[Jam-+16]

[Kle13)

[Knu05]

|[Kol11]

D. Eddelbuettel und R. Francois. ,,Rcpp: Seamless R and C+-+ Inte-
gration”. In: Journal of Statistical Software 40 (2011), S. 1-18. DOIL:
10.1007/978-1-4614-6868-4. URL: http://www. jstatsoft.org/
v40/108/.

H. Ernst. Grundlagen und Konzepte der Informatik. Vieweg + Teubner
Verlag, 2000. DOI: 10.1007/978-3-663-10229-8.

L. Gyorfi, M. Kohler, A. Krzyzak und H. Walk. A Distribution-Free
Theory of Nonparametric Regression. 1. Aufl. Springer-Verlag New York,
2002. poI: 10.1007/b97848. URL: http://www.springer.com/de/
book/9781441929983.

S. Hildebrandt. Analysis 1. 2. Aufl. Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
2006. DOI: 10.1007/3-540-29285-3. URL: http://www. springer .
com/de/book/9783540253686.

T. Hastie, R. Tibshirani und J. Friedman. The FElements of Statisti-
cal Learning. Data Mining, Inference, and Prediction, Second Editi-
on. 2. Aufl. Springer-Verlag New York, 2009. DOI1: 10 . 1007 /978 -
0-387-84858-7. URL: http://statweb. stanford . edu/ “tibs/
ElemStatLearn/.

G. James, D. Witten, T. Hastie und R. Tibshirani. An Introduction to
Statistical Learning. With Applications in R. 6. Aufl. Springer-Verlag
New York, Jan. 2016. DOI: 10.1007/978-1-4614-7138-7. URL: http:
//www-bcf .usc.edu/"gareth/ISL/.

A. Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie. 3. Aufl. Springer Spektrum, 2013.
DOI: 10.1007/978-3-642-36018-3. URL: http://www. springer.
com/de/book/9783642360176.

D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Volume 4, Fascicle
3: Generating All Combinations and Partitions. Addison-Wesley Pro-
fessional, 2005. URL: http://www-cs-faculty.stanford.edu/ uno/
taocp.html.

V. Koltchinskii. Oracle Inequalities in Empirical Risk Minimization and
Sparse Recovery Problems. Ecole d’Eté de Probabilités de Saint-Flour
XXXVIII-2008. 1. Aufl. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2011. DOT:
10.1007/978-3-642-22147-7. URL: http://www.springer.com/de/
book/9783642221460.


http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-6868-4
http://www.jstatsoft.org/v40/i08/
http://www.jstatsoft.org/v40/i08/
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-663-10229-8
http://dx.doi.org/10.1007/b97848
http://www.springer.com/de/book/9781441929983
http://www.springer.com/de/book/9781441929983
http://dx.doi.org/10.1007/3-540-29285-3
http://www.springer.com/de/book/9783540253686
http://www.springer.com/de/book/9783540253686
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-387-84858-7
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-387-84858-7
http://statweb.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/
http://statweb.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-7138-7
http://www-bcf.usc.edu/~gareth/ISL/
http://www-bcf.usc.edu/~gareth/ISL/
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-36018-3
http://www.springer.com/de/book/9783642360176
http://www.springer.com/de/book/9783642360176
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/taocp.html
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/taocp.html
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-22147-7
http://www.springer.com/de/book/9783642221460
http://www.springer.com/de/book/9783642221460

LITERATUR 91

[Kuh-+16]

[Lanl5|

[LW02]

[Mey+15]

[Rip16]

[RUL14|

[SB16]

[VR02]

[vW96]

[WDEL15]

[Wic09]

[Wicl1]

M. Kuhn u. a. caret: Classification and Regression Training. R package
version 6.0-64. 2016. URL: https://CRAN .R-project.org/package=

caret.

B. Lantz. Machine Learning with R - Second Edition. 2. Aufl. Packt
Publishing, Juli 2015. URL: http://amazon.de/o/ASIN/1784393908/.

A. Liaw und M. Wiener. ,,Classification and Regression by randomFo-
rest“. In: R News 2.3 (2002), S. 18-22. URL: http://CRAN.R-project.
org/doc/Rnews/.

D. Meyer u.a. e1071: Misc Functions of the Department of Statistics,
Probability Theory Group (Formerly: E1071), TU Wien. R package ver-
sion 1.6-7. 2015. URL: https://CRAN.R-project.org/package=e1071.

B. Ripley. tree: Classification and Regression Trees. R package version
1.0-37. 2016. URL: https://CRAN.R-project.org/package=tree.

A. Rajaraman, J. D. Ullman und J. Leskovec. Mining of Massive Da-
tasets. 2. Aufl. Cambridge University Press, 2014. URL: http://www .

mmds . org/.

C. Sharpsteen und C. Bracken. tikzDevice: R Graphics Output in LaTeX
Format. R package version 0.10. 2016. URL: https://CRAN.R-project.

org/package=tikzDevice.

W. Venables und B. Ripley. Modern Applied Statistics with S. 4. Aufl.
Springer-Verlag New York, 2002. DOI: 10.1007/978-0-387-21706-2.
URL: http://www.stats.ox.ac.uk/pub/MASS4/.

A. van der vaart und J. Wellner. Weak Convergence and Empirical Pro-
cesses. With Applications to Statistics. 1. Aufl. Springer-Verlag New
York, 1996. DOI: 10.1007/978-1-4757-2545-2, URL: http://www .
springer.com/de/book/9781475725476.

H. Wickham, P. Danenberg und M. Eugster. rozygen2: In-Source Docu-
mentation for R. R package version 5.0.1. 2015. URL: https://CRAN . R-
project.org/package=roxygen2.

H. Wickham. ggplot2. Elegant Graphics for Data Analysis. 1. Aufl.
Springer-Verlag New York, 2009. DOI: 10.1007/978-0-387-98141-3.
URL: http://www.springer.com/de/book/9780387981413.

H. Wickham. ,testthat: Get Started with Testing”. In: The R Journal
3 (2011), S. 5-10. URL: http://journal .r-project.org/archive/
2011-1/RJournal_2011-1_Wickham.pdf.


https://CRAN.R-project.org/package=caret
https://CRAN.R-project.org/package=caret
http://amazon.de/o/ASIN/1784393908/
http://CRAN.R-project.org/doc/Rnews/
http://CRAN.R-project.org/doc/Rnews/
https://CRAN.R-project.org/package=e1071
https://CRAN.R-project.org/package=tree
http://www.mmds.org/
http://www.mmds.org/
https://CRAN.R-project.org/package=tikzDevice
https://CRAN.R-project.org/package=tikzDevice
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-387-21706-2
http://www.stats.ox.ac.uk/pub/MASS4/
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4757-2545-2
http://www.springer.com/de/book/9781475725476
http://www.springer.com/de/book/9781475725476
https://CRAN.R-project.org/package=roxygen2
https://CRAN.R-project.org/package=roxygen2
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-387-98141-3
http://www.springer.com/de/book/9780387981413
http://journal.r-project.org/archive/2011-1/RJournal_2011-1_Wickham.pdf
http://journal.r-project.org/archive/2011-1/RJournal_2011-1_Wickham.pdf

92

LITERATUR

[Xiel4]

[Xiel5|

[Xie16]

IR C15|

Y. Xie. ,,knitr: A Comprehensive Tool for Reproducible Research in R*.
In: Implementing Reproducible Computational Research. Hrsg. von V.
Stodden, F. Leisch und R. D. Peng. Chapman und Hall/CRC, 2014.
URL:

Y. Xie. Dynamic Documents with R and knitr. 2nd. Boca Raton, Flori-
da: Chapman und Hall/CRC, 2015. URL:

Y. Xie. knitr: A General-Purpose Package for Dynamic Report Gene-
ration in R. R package version 1.12.3. 2016. URL:

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Compu-
ting. R Foundation for Statistical Computing. Vienna, Austria, 2015.
URL:


http://www.crcpress.com/product/isbn/9781466561595
http://yihui.name/knitr/
https://cran.r-project.org/web/packages/knitr/index.html
https://cran.r-project.org/web/packages/knitr/index.html
https://www.R-project.org/

ABBILDUNGSVERZEICHNIS 93

Abbildungsverzeichnis

Beispiel zu Uberanpassung . . . . . . . . oo vi i 4

Baum, der bei d = 2 und m = 4 zur Bitfolge 1010 0000 0100 0000 fiihrt. 42

Wiirfel und deren Geschwister . . . . . . . ... ... ... ... ... 45
Belegungsbaum zu Abbildung 3 mit Héhe 4. . . . . . . . . . ... .. 46
Vollstandiger Belegungsbaum zu Abbildung 3 mit Héhe 3. . . . . . . 46
Lineare Regression Airpassengerdatensatzin R. . . . . . .. ... .. 59
LDA angewendet auf den Iris Datensatz . . . . ... ... ... ... 63
Beispiel fiir Maximal Margin Klassifizierer . . . . . . ... ... ... 66
Support Vector Klassifizierer. . . . . . . . . ... ... ... ..... 67
Voronoi-Diagramm. . . . . . . . . ... 71
Aufbau neuronaler Netze. . . . . . . . ... ... ... ... 72
Sigmoidfunktionen. . . . . .. ... 73
5-fache Kreuzvalidierung . . . . . . . . . .. ... 74
Kreis CUDTP . . . . . . . . . o 7
Kreis ODT . . . . . . . . 78
Schachbrettmuster CUDTP . . . . . .. ... ... ... ... ... 78
Schachbrettmuster ODT . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 79
diagonale Fliche CUDTP . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 80

diagonale Flache ODT . . . . . . . .. . ... ... ... . ...... 80



94

TABELLENVERZEICHNIS

Tabellenverzeichnis

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10
7.11
7.12
7.13
7.14
7.15

B.1
B.2

Kontingenztafeln Kreis . . . . . . . . . ... ... L. 76
Kenngrofen Kreis . . . . . . . . . oo oo 76
Kontingenztafeln Schachbrettmuster . . . . . . . . .. ... ... ... 81
Kenngrofsen Schachbrettmuster . . . . .. . ... ... . ... .... 81
Kontingenztafeln diagonale Flache . . . . . . . .. ... .. ... ... 81
Kenngrofen diagonale Flache . . . . . . ... ... ... ... ... 81
Aufsummierte Kontingenztafeln bei 5 Hauptkomponenten . . . . . . . 84
Kenngroften bei 5 Hauptkomponenten . . . . . . .. .. ... ... .. 84
Vergange Zeit bei 5 Hauptkomponenten . . . . . . . . . .. ... ... 84
Kontingenztafeln bei 5 Hauptkomponenten andere Parameter . . . . . 85
Kenngrofsen bei 5 Hauptkomponenten andere Parameter . . . . . . . 85
Vergange Zeit bei 5 Hauptkomponenten andere Parameter . . . . . . 86
Aufsummierte Kontingenztafeln bei 13 Hauptkomponenten . . . . . . 86
Kenngrofsen bei 13 Hauptkomponenten . . . . . . . . . . .. .. ... 86
Vergange Zeit bei 13 Hauptkomponenten . . . . . . . .. ... .. .. 86
Kontingenztafel zur Diagnosepriifung . . . . . . .. .. .. ... ... 113
Kenngroéfentabelle mit Formeln . . . . . .. ... ... 113



PROGRAMMAUSZUGE 95

Programmauszuge
6.1 Parameter der Hauptfunktion. CUDTP.cpp. . . . . . . . ... .. .. 48
6.2 Berechne den Vektor [7. CUDTP.cpp . . . .. ... ... .. ..... 49
6.3 Durchlaufe alle méglichen Kombinationen fiir /5. CUDTP.cpp . . . . . 51
6.4 Durchlauf aller Kombinationen fiir /7 bei variabler Maximalanzahl . . 51
6.5 Generierung und Speicherung der Zellen. ODT.cpp . . . . . . .. .. 54
6.6 Speichere die trivialen Partitionen ab. ODT.cpp . . . . . . . .. . .. 55
6.7 Finde Geschwister- und Vorgéangerzellen. ODT.cpp . . . . . .. . .. 56
6.8 Bestimme optimale Teilpartitionen. ODT.cpp . . . . . . . .. .. .. 57



96 LISTE DER ALGORITHMEN

Liste der Algorithmen

1 Lexikographische Kombinationen . . . . . . .. .. .. ... ... ... 50
2 Lexikon-basierender ODT Algorithmus . . . . . . . .. ... ... ... 53



A Abschétzungen und Nédherungen 97

A Abschatzungen und Naherungen

Die hier vorgenommenen Definitionen in A.1 stammen aus [Kle13, S. 93] und [Klel3,
S. 145 £].

Definition A.1. (LP-Rdume und LP-Normen) Sei (2,2, ) ein Makraum. Fir

messbares f:  — R mit R = RU {—o00, 00} definieren wir

1/p
T ( [ du) . fallspe )

und

[flloe = If 1l 00 := m{E > 0: p({[f] > K}) = 0}.

Ferner definieren wir fiir jedes p € [1, 00| den Vektorraum
LP(p) := LP(Q, A, p) == {f: Q= R [ ist messbar und || f]|, < oo}.
Fiir jedes p € [1, 00| definieren wir mit
N :={f: Q— R| f ist messbar und u-fast iiberall gilt f =0}
den Quotientenraum
LP(1) o= DP(Q,2, 1) o= L7, 1) /N = {[f) = [ + N 1= f € £(u)}

und setzen

I == I = 1A
fiir [f] € LP(p) und ein f € [f], sowie

/[f]dﬂ ::/fdu,

falls dieser Ausdruck fiir f definiert ist. Andere Schreibweisen fiir ||[f]]| .p Sind auch
I 2,y 0der ([ o y-

Das nachfolgende Lemma stammt aus [BMOG, S. 6].

Lemma A.2. (Talagrand’s Konzentrationsungleichung) Sei F eine Klasse
von Funktionen definiert auf X und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so dass fiir
jedes f € F die Bedingungen | f|. < b und E[f] = 0 gelten. Seien Xi,...,X,
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unabhingige, P-verteilte Zufallsvariablen und setze o* = nsup Var[f]. Definiert

fer
man nun

7 = supi(X,-)

feF i
und .
Z=sup|) [(Xi)],
feF |
so ergibt sich fiir jedes x > 0, dann
P[|Z - E[Z]| > 2] < Cexp (—Kibln (1+%;3[Z]>) (A1)

Dabei sind C' und K absolute Konstanten. Die gleiche Ungleichung gilt ebenfalls,
wenn Z durch Z in (A.1) ersetzt wird.

Die im Anschluss festgelegten Bezeichnungen aus [[Kol11, S. 1 ff.] spielen fiir den

Beweis von Satz 3.1 mittels der nachstehenden Lemmata eine wichtige Rolle.

Definition A.3. Seien X, X,..., X, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, %, P)
unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren
Raum (S5,2) mit gemeinsamer Verteilung P. Ferner bezeichne P, das empirische

Maf, welches auf der Stichprobe (X, ..., X)) der ersten n Beobachtungen basiert:

1 n

Dabei ist 0,z € S das Diracmak. Auferdem sei F eine Menge von messbaren

Funktionen f: S — R. Dann sei

E[f(X)] = / fdP = Py,

n

k=1 S

Yz :=swlY(), Y:F—=R,
fer

n

Rlf)i== S af(X),  feF

k=1
mit €1, ...,€, sind unabhéngig und identisch verteilte Rademacher Zufallsvariablen,
d.h. sie sind symmetrische Bernoulli Zufallsvariablen mit Werten +1 und —1 jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 0,5 und sind auch unabhéngig von den Daten (X7,..., X,,).
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Die Definition von N(T,d,e) wurde in [Kolll, S. 32] vorgenommen:

Definition A.4. Fiir einen pseudo-metrischen Raum (7,d) und eine Konstante
e > 0 wird mit N(T,d,¢) die e-Uberdeckungszahl von (T, d) bezeichnet. Das ist
die kleinste Zahl von offenen Béllen mit Radius e, die bendétigt wird, um T zu

iberdecken.

Das néchste Lemma ist eine Folgerung von Theorem 3.12 aus [Kolll, S. 41],
wobei bei Betrachtung des Beweises in (3.11) wegen den Integraleigenschaften eine
schwéchere Forderung an e gestellt werden kann. Diese Folgerung besteht dabei aus
den Ungleichungen (3.16) und (3.17) aus [Koll1, S. 44]. Die Definitionen von U und
F stammen aus [Koll1, S. 40].

Definition A.5. Sei X eine Menge. Eine Funktion F': X — R heifst Einhiillende
fiir eine Menge von Funktionen F, falls fiir alle f € F mit f: X — R das Folgende
gilt:

Ve e X: |f(z)| < F(x).

Lemma A.6. Sei 0® :=sup Pf?, 02 := sup P, f?, F eine messbare Einhiillende von
feEF feF

F und U > 0 ein Konstante mit F(x) < U fir alle v € X. Wenn ein A > 0 und

ein V' > 0 existiert, sodass fiir alle bis auf endlich viele ¢ mit 0 < € < 20,

\%4
A IIFHL2(pn)>

€

N(J—"7L2(Pn)a5) S (

gilt, so existiert eine universelle Konstante C' > 0 fiir o> > = mit einer Konstanten

c und es ist

Al|F AllF
E||R.|z < Cmaxqo LA ( | ”LQ(P)>; YU ( H ||L2(P))
n

o n o

Die Definition des Hypographen und des zugehorigen VC-Index bzw. der zuge-
horigen VC Dimension stammt aus [vW96, S. 141].

Definition A.7. Der Hypograph einer Funktion f: X — R ist die folgende Teil-

menge von X X R:
{(z,t): t < f(x)}.

Eine Menge von Funktionen F wird eine VC-Hypographen Klasse genannt, falls das

Mengensystem

Ft ::{{(x,t):t<f(x)}:f€]:} (A.2)
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aller Hypographen von F endliche VC Dimension hat. Man setzt dann
V]: = V]:Jr.

Folgendes Lemma zeigt einfache Ergebnisse fiir Splitterkoeffizienten von Men-
gensystemen, die durch Kombinationen von Mengen aus mehreren Mengensystemen
entstehen. Es ist mit Beweis in [DGLIG, S. 219] zu finden und wird spéter benutzt,
um einen Zusammenhang zwischen der VC Dimensionen S und der VC Dimensi-
on der Klasse der Hypographen (A.2) herzustellen. Die Hypographen werden durch
die Menge der Funktionen Fj, gebildet, wobei die Menge Fj durch (3.10) von S
abhangt.

Lemma A.8. Seien A, A, As, JZ,/T Mengensysteme und I € N. So gilt:
1. Fur .A = Al U ./42 ngt S(A, l) < S(Al,l) + 8(./42, l)

2. Sei Ac = {AY: A€ A}. Dann ist s(Ac,l) = s(A,l).

3. Fir A= {Aﬂ AAe A Ac .»Zl/} ist (A, 1) < s(A,1)s(A,1).
4. Fir A= {EU A:Ae A Ac .Z} ist (A1) < s(A,1)s(A,1).

5. Fir A= {A\X A:Ae A Ac .Z} ist (A1) < s(A,1)s(A, ).

Die niichsten beiden Lemmata sind hilfreich, um die Bedingung an die Uberde-
ckungszahl aus Lemma A.6 zu erfiillen. Das zweite Lemma wird in [Kol11, S. 44] als
Ungleichung (3.20) angegeben und das erste Lemma ist Theorem 2.6.7 aus [v\W96,
S. 141]. Dort findet man auch den Beweis. Es ist zu beachten, dass die Definition
des VC Index in [vW96, S. 141] sich von der Definition der VC Dimension (2.7)

unterscheidet, aber die Gleiche Notation besitzt. Da
Vai=sup{l e N:s(Al)=2"} =inf {l e N: (A1) <2'} -1

gilt, 1asst sich Theorem 2.6.7 leicht in die folgende Version unter Nutzung der VC

Dimension umwandeln.

Lemma A.9. Sei F eine VC-Hypographen Klasse und die f € F seien messbar.
Ferner sei ' eine messbare Finhiillende von F. Dann gibt es eine allgemeingiiltige
Konstante K > 0, so dass fir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl Q, jedes r > 1 und
e € (0;1) mit ||[Fl|,, > 0 die folgende Abschitzung fiir die e-Uberdeckungszahl gilt:

N LAQ e [Py, < K+ s (1) 70 )
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Lemma A.10. Sei S ein Mengensystem mit S C PB(X) und
Fi={fs: XxY =>R: S€S, fs(z,y) = y(Llas — 1s) (z)}

fiir Mengen X,Y. Dann ist
Ve < 2Vs.

Ist F' eine messbare Finhiillende von F und r > 1, so gibt es eine Konstante A > 0
abhéingig von 1, sodass fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs @), sowie 0 < & < [[F|,,
mit || F|l,, > 0 die folgende Abschitzung gilt:

3

N(F. L.(Q).2) < (%)V

Speziell erhdlt man mit r = 2 und Nutzung des empirischen Mafles P, :

2Vr 4Vs
AllF Al|lF
N(F.Ly(P).c) < (M) - (M) A

£ 9

Beweis. Sei Y := {{—1};{1}} und T := {(—o0, —1); (—00,0); (—00, 1)}. Damit ist
|Y| =2 und |T] = 3 < 4, sowie mit Lemma 2.10 dann

Vy <log, |V| =1, Vi <log, |T] < 2.
Also erhédlt man Vy = V3 = 1. Auflerdem ist
FrC G ={SxYXT:Se€8,YecVTcTIU{SXYxT:ScS,YecYTcT}

und somit
Ve < V5.

Aufterdem folgt fiir G mit Verwendung von Lemma A.8:
s(G,1) < s(S,0)s(V,1)s(T,1) + s(Sc,)s(V, D)s(T,1) = 2s(S,1)s(V,1)s(T,1).
Daraus ergibt sich

Vi = Ve < Vg < 2VsWyVy =2Vs-1-1 = 2Vs.
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Setzt man € := ¢ ||[F'[| ., so folgt mit Lemma A.9 bei einsetzen von £ in (A.3):

rVr
N(F,L(Q),8) < K(VF +1)(16e)"7 ™ (%)

1Fllg, """
S K'2V}—+1(166)V}—+1 < — ) )
15

V. wr (IFlg. "
= 92.16e- K - (21/7) F ((166)1/7’) F ( Z:fQ,r)

< <(2 L6e. K)l/r>rv; ‘ (QI/T)TVF ((166)1/T)rvf (%)r\/f

_ (AlFlg, N\
g

£
mit
A:=(2-16¢- K -2-16¢)"" = (1024eK)"/" .

Die letzte Behauptung (A.4) erhélt man dann durch Einsetzen der gerade gewonne-
nen Ergebnisse. O

Lemma A.11 stellt den Spezialfall von Theorem 2.1 aus [Koll1l, S. 18| dar.

Lemma A.11. Flir jede Menge F von P-integrierbaren Funktionen gilt
E|P, - Pl < 2E | R

Lemma A.12. Seien die Bezeichnungen wie in Lemma A.6 und Lemma A.10 und

n

Z = sup

(f (Xk) — E[f(X)])'-

Dann st

n n

E[Z]ggn-omax{a; \/Vgln(Aa—l)}'\/Vsln(Ag—l)‘

Beweis. Zuerst nutzen wir Lemma A.6 mit F = 1xyy, U = 1 und V = 4Vs, um

den folgenden Erwartungswert wie folgt abzuschétzen:

n n

4 l A —1 4 1 A —1
E”Rn“}-SC’maX{o VsIn (Ao ); Vsn (Ao )}

(A.5)

n n

§4Cmax{a Vsln (Ao );Vsln(Aa )}7
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falls fiir alle 0 < € < 20,

N(F La(P).2) < (4)%

gilt. Dabei ist

1 n
o, = [supP,f?= [sup P, f2 = —Zfs%@jvyj)g
feF Ses ni3

Fiir € € (0;1) lésst sich die Bedingung an N(F, La(P,),¢) durch Lemma A.10 erfiil-
len. Fiir € € (1;2) hat man fir S € S

n

1

2

HfS—OHLQ(Pn HfHL2 P,) ZfQ iy Yi) §521:1<€
j=1

und somit N(F, Ly(P,),) = 1 < ()™ fiir A > 2 und ¢ € (1;2).

Wir bringen die Norm in Definition A.3 in eine fiir uns brauchbare Form:
| P, — Pl = sup |(P, — P)(f)]
fer

= jgleljglpn(f) — P(f)]

n

lZf(Xk) —E[f(X)]‘ (A.6)

= sup

fer |n

k=1

Z (X)])‘

Wendet man nun unsere Umformung (A.6), sowie Lemma A.11 und die Abschét-

zung (A.5) fir den Erwartungswert von Z an, so ergibt sich

(A.6)

E[Z] =" nE|P, - P|
< 2nE||R,|
(A.5) (Ao I (Ag-1
< 2n-4CmaX{a VsIn (4o >;V8n< o )}
n n

—1 —1
_ 8n‘0max{g; Vs In (Ao )}‘ Vsln (Ao~1).
n n
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Hier eine leicht abgewandelte Version der Markov’schen Ungleichung aus [[Klel3,
S. 110] in der Form, wie sie fiir den Beweis der Ungleichung von Bennett benotigt

wird.

Lemma A.13. (Markov’sche Ungleichung) Sei X eine reelle Zufallsvariable
und f: R — [0,00) monoton wachsend. Dann gilt fir jedes ¢ > 0 mit f(e) >0

Beweis. Fiir f monoton wachsend, gilt {f(X) > f(¢)} = {X > ¢} und unter

Verwendung der Eigenschaften des Erwartungswertes erhilt man

P[X > €. 0

Fiir die nachfolgenden Lemmata und Beweise vergleiche man mit [DGLI6, S. 124]
und [DGLY6, S. 130].

Lemma A.14. (Ungleichung von Bennett) Seien X, ..., X,, unabhdngige reelle
Zufallsvariablen mit B[X;] = 0 und es gelte | X;| < ¢ fast sicher. Sei

1 n
o == E Var[X,].
n
k=1

Dann gilt fir jedes € > 0

n 2
3 oeze] o ()
g

k=1

P

mit h(u) = (1 4+ u)In(1 4+ u) — u fir u > 0.

Beweis. Mittels Dreiecksungleichung fiir Integrale und der Linearitit des Erwar-

tungswertes folgt fiir eine reelle Zufallsvariable X mit k > 2

E [X"] <E[X["] <E[|X]’)?] = E[|X]’] = o2
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Aus der Taylorreihe der Exponentialfunktion erhalt man

> stk]

Unter Beachtung von 1+ 2 < exp(z) fir x > 0 folgt dann

0-2 sc
< exp C—2'<€ —1—-s¢)]).
Sei 07 := Var[X}]. Unter Verwendung des bereits Gezeigten und der Markov’schen
Ungleichung ergibt sich mit s,e > 0

zn:Xk Z g
k=1

P =P

exp (3 z": Xk> > exp(se)]

k=1

< exp(—se)E |exp (sZXk)] (A.7)

= exp(—se)E Hexp (st)] :

Lk=1

Wegen der Unabhéngigkeit der X sind auch die Zufallsvariablen exp(sX}j) unab-
héngig, siehe dazu Satz 4.4.8 in [Beh13, S. 141]. Unter iterativer Anwendung, dass

unabhéngige Zufallsvariablen unkorelliert sind [Kle13, S. 104], erhélt man

J Jj—1
E Hexp(st) = E[exp(sz)] ‘E Hexp(st)] , fiirn>j > 2.
k=1 k=1

Fasst man diese Gleichung fiir alle j zusammen, so ergibt sich

E H exp (st)] = H E [exp (s Xk)] . (A.8)

k=1 k=1




106 A Abschétzungen und Néaherungen

Kombiniert man nun die Ungleichung (A.7) mit der Gleichung (A.8), so erhélt man

ZXk>E

< exp(—se HE exp(sXg)]
k=1

k=1

< exp(— H exp ( lexp(sc) — 1 — sc])
= no? (A.9)

= exp(—se) exp (6_2 lexp(sc) — 1 — sc])
= exp <nci2 lexp(sc) — 1 — sc| — sa)
= exp(f(s)).

Mit

no? no?

f(s) = = [exp(sc) — 1 — sc] — se und f'(s) = T(exp(sc) —-1)—

ergibt sich daraus

0= —/exp(spc) — 1) —
c
< exp(soc) = 8—02 +1
no
1 ec
<= 80:—-1n<—2—|—1>
c no

Damit hat f eine Extremstelle an sy = % -In (% + 1). Bildet man die 2. Ableitung

von f und setzt sq ein, so folgt
f"(s0) = no? exp(soc) > 0.

Das bedeutet, dass sy eine Minimalstelle von f ist. Verwendet man sy in der Un-
gleichung (A.9), so erhélt man mit h(u) = (14 w)In(1+u) —u dann die Behauptung

ZXk>5] < exp (n02 [exp(soc)—l—soc]—s()a)
k=1
(5 [ G )] = S [ 1))
o (2 [ () - ()
2
([0 (1 52) — )

no ec
—0—2"‘[@})- -
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Lemma A.15. (Bernstein Ungleichung) Seien Xi,..., X, unabhingige reelle
Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und es gelte | X;| < ¢ fast sicher. Sei

1 n
o? = - ZVar[Xk].
k=1

Dann gilt fiir jedes e > 0

Xn:XkZE

k=1

2
P < - . A.10
= &P ( 2no? + 205/3) ( )

Beweis. Seien fiir u > 0 folgende Abbildungen definiert:

u? 3
h(u) := (1 In(1 — d =— .
= +wh+u)—u  wd  gl) =
Dann ergibt sich
1 [/ 18u + 3u?
'(u) = In(1 (W) =55
() = In(1 +w), s = (s )
1 27
B _ " = .

Es gilt weiter h(0) = g(0) = A'(0) = ¢’(0) = 0 und fiir u > 0 folgt

w4+ 9u? >0

w4+ 9+ 2Tu + 27 > 27Tu + 27

= (u+3)° >27(u+1)

— 1 - 27
u+1" (u+3)3

= h"(u) > ¢"(u).

Also erhalt man

IN

/ §"(t) dt ds = / J(s) - g'(0)ds = / ¢(s) ds = g(u) — g(0) = g(u).

0

[e=]
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Aus der Ungleichung von Bennett ergibt sich nun fiir jedes € > 0

n 2
3 o] com (25 (5))
g

k=1

P

da exp(—x) monoton fallend ist und h(u) > g(u) gilt, kann man wie folgt weiter

abschétzen

2
=exp| ——5— . O
p( 2n02+%)

Die hier verwendeten Beweisideen der Young’schen und Hoélder’schen Unglei-

chung stammen aus [Klel3, S. 152].

Lemma A.16. (Young’sche Ungleichung) Sei p,q € (1;00) mit i + é =1 und
z,y € [0;00), dann ist

oy < — + —.

p q

Beweis. Sei y € (0,00) fest gewahlt. Betrachte f(x) := ’% + % — xy. Es gilt

flla)y=a""—y,  f'a)=(p— 1"

Damit ist zp = y'/P~! > 0 Extremstelle und f”(z¢) > 0 also sogar Minimalstelle.

Weiter gilt wegen ¢ = z% und zh = y4

1 1

f(o) = (— + —) y' =y =0,
p q

Damit ist f(x) > 0.

Sei nun y = 0. Dann ist trivialerweise zy = 0 < % = %p + % erfiillt. Also ist die

Behauptung gezeigt. O

Lemma A.17. (Hélder’sche Ungleichung) Seien p,q € [1;00] mit % +$ =1
und f € LP(u),g € L9(u). Dann gilt fg € LY (1) und

IFally < A1, - gl - (A.11)
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Beweis. Fiir p =1 gilt

W%Z/VWMSMQ/WWZMMWM<N

Analog fiir p = co mit vertauschten Rollen von f und g.
Sei p € (1, oo) und f € L£P(u) und g € L£9(p) nicht fast iiberall Null. Dann kann

man f' = W und ¢ = W setzen und erhilt || f'[|, = 1 = [|¢'[|,. Mit Hilfe der
Youngschen Ungleichung folgt dann fiir p, g € (1, 00):
W fally >
=1dl
1711, - gll, '

—/\f’|~!9!’du
/|f!”du+ /Iglqdu
VA1 1ol

=—+——1—WHHVH—
P q 171, - lgll,
& N fglly < Il gl - O
Das folgende Lemma mit Beweis findet man in [Klel13, S. 100].

Lemma A.18. Sei (2,2, 1) ein Mafsraum und f: Q — R messbar, sowie f > 0
fast diberall. Dann gilt

[ an- / {f =t dt (A.12)

Die néchste Definition stammt aus [Deil4, S. 138].

Definition A.19. Seien (a,)nen und (by,)nen zwei Folgen reeller Zahlen mit a,, #

0 # b, fiir alle n. Die Folgen heifien asymptotisch gleich, geschrieben a,, ~ b, falls

Vergleiche mit [Hil0G, S. 20] fiir die nachfolgende Definition.

Definition A.20. Wir definieren |z| := max{k € Z | k < z} und [z] := min{k €
Z | k > x} als die Abrundungs- bzw. Aufrundungsfunktion.
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Lemma A.21. Sei s € (0;00) und u € (0,5;1). Dann nimmt f: (0;00) — (0;00)

definiert durch
f(m) = (mlnn) +m

n

firn € IN ein lokales Minimum an der Stelle

1 u

(8>s+u < n >u+s
mo = | — =
U Inn

an. Auferdem gilt fir k € {1,...,n} mit k > [mg] dann

min_ f(m) = min{f([mo]), f(lmo])} ~ f(mo).

und

o) = = = (B2 s

Setzt man f’ gleich Null, so erhélt man

S n u
u—14+s+1 __
u \Inn

S\ stu n \ats
o me ()T
U Inn

Als kleine Vorbetrachtung fiir das Einsetzen von myg in die zweite Ableitung von f,

zeigen wir, dass mit dem Ansatz s = au fiir a > 0 die folgende Ungleichung gilt:

u(u— 1) <£>uis—l—s(s~l—1) (9)* > 0.

u S

Das erreicht man wie folgt:

w(u—1) (f)* +s(s+ 1) (3)*

u s
1 a
(u—1)a™e + au(au + 1)a” o+

I
8

9 1 _1 9 9 __a_ __a
=ualte —ualte + a"u"a o+t + aua ot!

_1 __a_
= w?aTra + a’ula" 1 > 0.
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Nun zeigt man noch den Typ des Extremums:

f"(mo) = u(u — 1)my 2 (lnTn>u + s(s 4+ 1)mg =2

u _ (s+2)

SN2/ n %2 (Inn\" no\ -4 g -l
e @ @) () e ()

U Inn n Inn U
u272ufu2:s _u(s+2)
(o) (g
n _ u(s+2) s 2 s _u U _s
= () (%) ““[uut—1>(—)““-+s@-+1)(—)““}>>0
Inn U U s

—_— —
>0 >0 M

Somit ist mg eine Minimalstelle von f.
Da f stetig ist und keine weitere lokale Extremstelle besitzt, erfolgt der einzi-
ge Monotoniewechsel bei der Minimalstelle my von monoton fallend zu monoton

wachsend. Somit gilt fiir [,1' € N mit [ <’ < |my]:

) = f{') = f(lmo]) = f(mo),

da f monoton fallend fiir m < my ist. Analog folgt fiir {,I’ € N mit [mg] <1 <"

f(mo) < f(Imol) < f(I) < F(I),

weil f monoton wachsend fiir m > my ist. Insgesamt erhélt man fir k£ € {1,...,n}

mit k > [mg| dann

Es gilt

fiir n — 0o0. Sei A € (—1;1). Dann ist

f(mo) mg -

_flmo) (%
f(mg + N (mo + ) (B2)" + (mg + A)~
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fiir n — oo. Als einfache Folgerung aus Definition A.20 erhélt man die Existenz

eines A\; € (—1;0] und eines Ay € [0;1) mit
[mo| = mg + A1, [mo] = mo + Ao

Also ist auch
lim LU0 S (1mo)

e = lim ———.
n—oo f([mo]) n—oo f(|mo])
Somit ist per Definition A.19 der asymptotischen Gleichheit dann

f(mo) ~ f(lmol), — f(mo) ~ f(Imol)

und der Transitivitat dieser Relation auch

f(mo) ~ f(lmo]) ~ f(Imo]) ~min{f([mol), f(lmo])}

erfullt. O]



B Kenngrofsen 113

B Kenngrofien

Hier wird dargestellt, wie sich die Kenngrofien fiir Klassifikatoren aus den Kontin-
genztafeln ergeben, vgl. dazu [Kuh+16, S. 24 f.] und [Jam+16, S. 148 f.].

Referenz | 1 2
Vorhersage
1 TP FP
2 FN TN

Tabelle B.1: Kontingenztafel zur Diagnosepriifung

TP steht dabei fiir richtig positiv, FP fiir falsch positiv, FN fiir falsch negativ und
TN fiir richtig negativ. Diese Bezeichnungen stammen aus der Epidemiologie bei der
Diagnosepriifung einer Krankheit. Dabei ldsst sich die Erkennung einer Krankheit
als positiv interpretieren und das Gegenteil als negativ. Hier stellt die Klasse 1 den

positiven und Klasse 2 den negativen Fall dar.

Kenngrofe Formel
Treffergenauigkeit = (TP + TN)/(TP+FP+FN+TN)
Sensitivitdt = TP/(TP+FN)
Spezifitdt = TN/(FP+TN)
Pravalenz = (TP+FN)/(TP+FP+FN+TN)
Positiver Vorhersagewert = TP/(TP+FP)
Negativer Vorhersagewert = FN/(FN+TN)
Erkennungsrate = TP/(TP+FP+FN+TN)
Erkannte Pravalenz =  (TP+FP)/(TP+FP+FN+TN)
Ausbalancierte Genauigkeit = (Sensitivitiat+Spezifitit) /2

Tabelle B.2: Kenngrofsentabelle mit Formeln
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C Verwendete Hard- und Software

C.1 R

R: 3.2.3

Rcpp: 0.12.3
caret: 6.0.64
tree: 1.0.37
el071: 1.6.7

MASS: 7.3.45

nnet: 7.3.11
randomForest: 4.6.12
class: 7.3.14
roxygen2: 5.0.1
testthat: 0.11.0
knitr: 1.12.3
ggplot2: 2.0.0
tikzDevice: 0.10.1
xtable: 1.8.2

ODT: 0.1

CUDTP: 0.1

SLF: 0.1

C.2 Anderes

Das Anlegen der Projekte erfolgte mit der RStudio IDE. Bei der Kompilierung
der Algorithmen CUDTP und ODT wurde C+-+11 verwendet und fiir CUDTP
kam zusétzlich die Bibliothek GMP der Version 6.1.0. zum Einsatz. Zur Erstellung
der Abbildungen wurden neben den R internen bzw. durch Pakete bereitgestellten
Hilfsmitteln die Sprachen PGF und TikZ der Version 3.0.1a benutzt.

Die Versuche wurden mit dem Betriebssystem Arch Linux x86 64 der Kernelversion
4.4.1-2 durchgefiihrt. Dabei stand ein Intel Core i3-370M Prozessor, sowie 3629MB
RAM zur Verfiigung.

Quelltext:


https://gitlab.com/AlexanderSGNU/RPackages_CUDTP_ODT_My_Thesis#Quelltext
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Erklarung

Ich versichere, dass ich die vorliegende Arbeit selbstdndig und nur unter Verwen-
dung der angegebenen Quellen und Hilfsmittel angefertigt habe, insbesondere sind
wortliche und sinngeméfe Zitate als solche gekennzeichnet. Mir ist bekannt, dass
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