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Einleitung

1881 entdeckte der Astronom Simon NEWCOMB (%12.03.1835; 111.07.1909) bei der Betrach-
tung der damals tiblichen Logarithmentafeln, dass die Seiten, in denen die in den Tabellen
auftretenden Zahlen mit der Ziffer 1 anfingen, deutlich verschmutzter und abgegriffener
waren als andere Seiten. Er stellte als erster die Vermutung auf, dass die Anfangsziffern der
Zahlen gewisser Datensitze nicht gleichwahrscheinlich auftreten. Er beobachtete, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl die (signifikante) Anfangsziffer d € {1,2,...,9} besitzt,
sich oft relativ gut durch

1
P (Anfangsziffer von Z ist d) = log (d + 1) — logd = log (1 + E) , fird=1,2,...,9

beschreiben ldsst. Mit log (- ) ist im Weiteren stets der Logarithmus zur Basis 10 gemeint und
die ,signifikante Anfangsziffer einer Zahl” ist die erste von Null verschiedene Dezimalstelle
einer Zahl. Seine Arbeit [16] wurde jedoch lange Zeit nicht beachtet und geriet in Vergessenheit
bis der Physiker Frank BENFORD (%29.05.1883; 104.12.1948) im Jahre 1938 Newcombs Arbeit
wieder entdeckte und Newcombs Vermutung an 20 Datensétzen testete — siche [1]. So
betrachtete er Atom- und Molekiilgewichte, Einwohnerzahlen von Stéddten, Auflagenzahlen
von Zeitungen und sogar mathematische und physikalische Konstanten. Er untersuchte zum

P(Z=d)

0.3

0.2

0.1

Abbildung 1: Die Verteilung der Anfangsziffern beim Benfordschen Gesetz P (Z =d) =
log (1 + t/a) (blau) in Gegeniiberstellung mit der Gleichverteilung der Anfangs-
ziffern P (Z = d) = /9 (grau)

Beispiel die Anfangsziffern der Einwohnerzahlen von 3259 amerikanischen Stddten und erhielt
Abbildung 2. Er stelle insgesamt fest, dass kein einzelner Datensatz genau dem Benfordschen
Gesetz geniigt. Benford bildete dann das arithmetische Mittel 55 zozlP(Zk =d) mit
d=1,2,...,9 aller 20 Datensétze und stellte iiberraschenderweise fest, dass die so gewonnen
Anteile am dichtesten am Benfordschen Gesetz lagen — vergleiche hierzu Abbildung 3 und [1].
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Abbildung 2: Vergleich der Anfangsziffern der Einwohnerzahlen (rot) von 3259 Stiddten mit
dem Benfordschen Gesetz (blau).

Abbildung 3: Vergleich des arithmetischen Mittels aller 20 Datensétze (griin) mit dem
Benfordschen Gesetz (blau).

Nach seinen Untersuchungen stellte Benford 1938 das sogenannte empirische Benfordsche
Gesetz auf:

Empirisches Benfordsches Gesetz. Die Verteilung der signifikanten Anfangsziffern
gewisser Datensétze ist keine Gleichverteilung, sondern geniigt der Gesetzméfigkeit

1
P ({Anfangsziffer ist d}) = log <1 + 3> , fird=1,2,...,9. (1.1)

Aufgrund der Vorarbeiten von Newcomb wird es oft auch ,, Newcomb-Benford-Law” genannt.
Weder Benford noch Newcomb spezifizierten diese Behauptung oder lieferten einen Beweis.
Natiirlich ist die Formulierung , gewisse Datensétze” alles andere als mathematisch exakt
und es bleibt zu kliren fiir welche Objekte diese Behauptung in welchem Zusammenhang gilt.
Es ist zunédchst nicht einmal klar, in welchem Sinne die Wahrscheinlichkeit P zu verstehen
ist. Die hier verfolgte Vorgehensweise wird sich weitesgehend nach [4] richten.

Ziel dieser Arbeit ist es nun das Benfordsche Gesetz (1.1) zu formalisieren. Zunéchst
muss der Begriff der signifikanten Dezimalziffer prazisiert werden. Danach wird eine exakte



mathematische Formulierung der beobachteten Eigenschaft fiir verschiedene Objekte erfolgen,
um schliellich verschiedenste Kriterien fiir die Giiltigkeit der GesetzmaéBigkeit aufzustellen.
Hierbei werden wir vor allem Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie, der Gleichverteilung
modulo 1, der Fourier-Analysis, der Spieltheorie und der Ergodentheorie bendtigen.

In Kapitel 1 werden wir zunéchst die wichtigsten Definitionen fiir die weitere Vorgehensweise
tatigen. Dabei werden wir den Begriff der Signifikanten und der signifikanten o-Algebra
kennenlernen. Zudem wird bereits die sogenannte Benford-Verteilung eingefiihrt.

In Kapitel 2 wird zunéchst die Definition der Benford-Eigenschaft fir Folgen, Funktio-
nen, ZufallsgroBen und Wahrscheinlichkeitsmafle getétigt. Eine erste Charakterisierung der
Benford-Eigenschaft mittels der Theorie der Gleichverteilung modulo 1 erfolgt dann in
Satz 2.2. Die zweite grofle Charakterisierung der Benford-Eigenschaft mittels skaleninva-
rianten signifikanten Dezimalziffern ist dann Satz 2.7. Eine interessante spieltheoretische
Charakterisierung der Benford-Verteilung folgt in Satz 2.8. Abgeschlossen wird das Kapitel 2
dann mit Satz 2.9, welcher die Benford-Verteilung mit Basis-invarianten signifikanten Ziffern
in Verbindung bringt und vor allem Techniken aus der Fourier-Analysis verwendet.

Kapitel 3 widmet sich dann asymptotischen Betrachtungen zum Benfordschen Gesetz fiir
Folgen von Zufallsgroffen. Dabei interessieren wir uns insbesondere fir das Produkt von
Zufallsgrofen. Falls die Zufallsgrofle X eine Riemann-integrierbare Dichte besitzt, ist Satz 3.2
ein wichtiges asymptotisches Resultat fiir das Produkt [];_, X = X" dieser Zufallsgrofe.
Hauptresultat dieses Kapitels ist dann Satz 3.9, welcher Auskunft iiber das asymptotische
Verhalten des Produkts [],_; X} einer Folge von unabhingigen Zufallsgrofien (X,,), oy mit
Blick auf das Benfordsche Gesetz gibt. Hierfiir werden vor allem ergodentheoretische Konzepte
wie der Birkhoffsche Ergodensatz bendtigt.
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1 Einfiihrung

1.1 Die Signifikante

In der Formulierung des Benfordschen Gesetzes taucht immer wieder der Begriff ,signifikante
Anfangsziffer” auf. Dieser Abschnitt soll diesen Begriff formalisieren. Im Weiteren bezeichne
stets RT := {z € R|z > 0} die Menge der positiven reellen Zahlen. Fiir n € N bezeichne
weiterhin Ny ,, = {1,2,...,n} die Menge aller natiirlichen Zahlen zwischen 1 und n und
Zon ={0,1,2,...,n} die Menge aller ganzen Zahlen zwischen 0 und n.

Definition 1.1. Fiir z € R\ {0} heifit die eindeutig bestimmte Zahl k € N; g mit
104k < |z] < 10°- (k+1), fiir ein gewisses £ € Z,

die erste signifikante Dezimalziffer der Zahl z, welche wir mit d; (z) bezeichnen. Fiir m € N
mit m > 1 definieren wir weiterhin induktiv d,, (z) als die m-te signifikante Dezimalziffer
der Zahl z, das heifit jene ebenfalls eindeutig bestimmte Zahl k£ € Zg g mit

m—1 m—1
10° 1) dj (2) 10" + k| < |2 <10° [ Y dj (2)10™ 7 + (k+1) |, fiir ein £ € Z.
Jj=1 j=1

Ferner setzen wir noch d,, (0) == 0 fiir alle m € N.

Bemerkung. Offenbar hat d; (x) die Eigenschaft, dass fiir alle z € Rt

d1 (iE) = dl (—QIJ) = d1 (10 . QIJ) . &

Beispiel 1.1. Es ist dy (1) = 3, da (1) = 1, d1 (V2) = dy (-v2) = 1 und d; (10-v2) =
dy (10k\/§) =1 fir jedes k € Z.

Oftmals bietet es sich jedoch an, statt den einzelnen signifikanten Dezimalziffern d,, eine
andere Funktion, die sogenannte Signifikante, zu betrachten:

Definition 1.2 (Signifikante). Die Funktion S: R — [1,10) definiert geméafl S (z) = t,
wobei ¢ die fiir x # 0 eindeutig bestimmte reelle Zahl 1 < ¢ < 10, so dass |z| = 10¥ - ¢ fiir ein
gewisses k € Z ist, heifit Signifikante. Wir setzen zudem S (0) := 0.

Die Signifikante ist wohldefiniert, da fiir « # 0 das t € [1,10) und das k € Z eindeutig be-
stimmt sind. Angenommen es giibe s, € [1,10) mit |z| = 10*-¢ = 10°-s. Ohne Einschrinkung
sei zudem ¢ > k. Dann ware

0=|z| — |z| = 10" -t — 10° - s = 10" (¢ — 10°~*s)

bzw. t = 10°%s. Falls ¢ = k ist, gilt offenbar t = s. Ist andererseits aber £ # k, so wére fiir
s € [1,10)
t=10"""%s ¢ [1,10),

was einen Widerspruch darstellt. Damit sind die Zahlen k € Z und ¢ € [1,10) aus Definition 1.2
eindeutig bestimmt.



1 Einfithrung

Lemma 1.1. Die Signifikante hat folgende Eigenschaften:
(a) S(S(z)) =S (z) sowie S (x)=S5(|z]).
(b) Fiir jedes € Z gilt S (10°z) = S (x).
(c) Fiir x # 0 gilt S (z) = 10'°ell=Lloglzl],

BEWEIS. Die Behauptungen (a) und (b) sind nach der Definition der Signifikanten klar. Wir
beweisen also nur den Teil (¢): Fir z # 0 gilt

(2] = 10%8le] = 1qlioglel]~Loglel +logls
— 1gUoslzl] . 1(losl=|—Llog|z|]
Da |log ||| € Z und 10"8l=I=leglzll ¢ [1,10), muss nach Definition 1.2 also
S (z) = 10toslz|—log|z|]

sein. O

Abbildung 4: Der Graph der Signifikanten S: Man erkennt deutlich, die Eigenschaft (b) aus
Lemma 1.1.

Beispiel 1.2. Man erkennt sofort aus der Definition der Signifikanten, dass zum Beispiel
S (m) = 7 gilt. Nach Lemma 1.1 jedoch koénnen wir auch berechnen

S () = 10toslml—logl|7l] — 1plog7—0 —

Genauso erhdlt man zum Beispiel

2
S (16) — S (42) — 102‘10g4—\_2~10g4j — 102~10g4—1 — (1010g4)2 . 10—1 _ 4 _

= —=16.
10 ’

Wir werden nun erkennen, dass die Signifikante S und die signifikanten Dezimalstellen in
natirlicher Art und Weise miteinander verbunden sind:

Satz 1.1. Fiir jedes x € R gilt:

(a) S(z)=>",10"""d, (z).
(b) Fiir jedes m € N ist dp, () = [10m718 ()| — 10 [10m72S (z)].

BEWEIS.
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Zu (a): Beachte zunichst, dass wegen di (z) € Ny g und d,, (z) € Zo 9 fiir n > 2 dann

D 10"y () = dy (z) + Y 10 " dnyga (2) € [1,10).
n=1 n=1

€l0,1)

Um nun zu zeigen, dass die Signifikante diese Darstellung besitzt, zeigen wir die
Eigenschaft aus Definition 1.2

x=10"-)"10"""d, (z),  mit einem k € Z. (1.1)

n=1

Sei zunéchst 0 < z < 1. Dann besitzt  die Dezimaldarstellung = Y>>, 107" - a,
mit a, € Zgg. Da x # 0 gibt es ein kleinstes ng € N mit a,, = a # 0. Sei ohne
Beschriankung der Allgemeinheit nun ng = 1, dann ist

107'a <) 107", <107 (a+1),

n=1

was per Definition 1.1 bedeutet, dass a = d; (x). Induktiv zeigt man analog, dass

ap = dp, (2), fiir alle n € N.
Damit ist also
oo (oo} oo oo
2= 10""a, =» 107"dy (z) = Y _ 1071 7"d, (2) =107 > 10'"d,, (2),
n=1 n=1 m=1 n=1
was gerade (1.1) mit k = —1 fiir 0 < < 1 entspricht. Ist z > 1, dann gibt es ein

(kleinstes) £ € N mit 0 < 10~“z < 1. Aus dem bereits Gezeigten folgt dann die Existenz
eines k € Z mit 10~‘z = 10*3"°7 | 101 7"d,, (z), was gerade

z =103 "10"""d,, (x)

n=1
bedeutet und (1.1) entspricht.

Zu (b): Ahnlich wie in (a) geniigt es die Behauptung fiir 0 < x < 1 zu zeigen, da sich der
Fall > 1 auf diesen zuriickfithren l4sst. Sei also 0 < z < 1. Wir werden die Aussage
nun mittels Induktion iiber m € N beweisen. Sei also m = 1. Dann ist klar, dass wegen
10715 (z) € [0,1) und damit |107'S (z)]| = 0 fiir m = 1 gilt

di (z) =[S (z)] =[10""'S ()] —10-0 = [10' 'S (z)| — 10 [10" 25 (z)] .

Damit ist die Behauptung fiir m = 1 richtig. Es gibt also ein m € N, so dass die obige
Behauptung fiir alle j € Ny, richtig ist. Sei fiir j € N nun b, := |10725 (z)|. Dann
gilt nach Induktionsvoraussetzung fiir j € Ny,

d; (z) = [1077'S (2)| =10 [10772S (z)] = bj41 — 10 b;,

wobei by = Ll()*lS (m)J = 0 wie gerade gezeigt. Fiir m + 1 ist also

m

> dj (x) 10T =10mFY " [bj g — 10 b;] 107
j=1

J=1

=107+ 37 (10798540 — 10707,
j=1
=10""1 (=by + 107 "bypp1) = 10 b1



1 Einfithrung

Seinun z = Y7, 10~ "a,, die Dezimaldarstellung von z. Da x # 0 gibt es ein kleinstes
ng € N mit a,, = a # 0. Sei wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit ng = 1. Wie
in (a) gilt dann

z=10"") 10"7d; (x).

Jj=1

Es gilt nun
10~ N " d; (2) 10™ T 4 (byyn — 10bym i)
j=1
=10 [10b,, 11 + bymyo — 1061 1]

=10~ [10mS (z)] .
Wegen (a) gilt zudem

[e’s) m—+1 e’}
[10™S ()] = |10™ Y 10" d; ()| = | Y 10™F d; (2) + Y 10mH T d (x)
j=1 j=1 j=m+42
m—+1 ) m—+1 ) (e’ )
= > 10" d; (2) = 10™ Y 10'7d; (2) < 10M > 101 d; (x)
j=1 j=1 j=1
=10z

=10™ .10z = 10"z,

das heiflt insgesamt

10~ N "y (2) 101 4 (byga — 10bya1) | = 1070F™) [10™S (x)]
j=1

< 10~ WM 10y = g,

Analog zeigt man noch die andere Ungleichung

2 <107 N " (2) 107 4 (b — 10by g1 + 1)
j=1
Nach Definition 1.1 gilt dann
st () = bz — 10bysy = po(m“)*ls (z)J ~10 [10“”“)*25 (I)J :

also ist die Behauptung fiir m 4+ 1 gezeigt. O

1.2 Die signifikante o-Algebra

Im Weiteren bezeichne 5 stets die Borelsche o-Algebra auf R und B1 die Borelsche o-Algebra
auf einem Intervall I C R. Fiir eine Funktion f: & — R definieren wir

o(f)={f"(B)|BeB}

als die von [ erzeugte o-Algebra auf ). Sie ist die kleinste o-Algebra auf €2, so dass f messbar
ist. Da das System {[a,b) C B |a,b € R} der halboffenen Intervalle ein Erzeuger von B ist,
gilt insbesondere

J(f):ar({ffl ([a,b))|a,b€R}).



1 Einfithrung

Fiir eine Familie von Funktionen (f,),c; mit f,: € — R und einer Indexmenge .J definieren

wir noch
9 (fL)LeJ =0 (U U(fb)) s

vedJ

als die von der Familie (f,),.; erzeugte o-Algebra auf Q. Sie die kleinste o-Algebra auf €, so
dass alle f, messbar sind.

Wir interessieren uns nun fiir eine ndhere Untersuchung der Signifikanten S: R — [1, 10).
Durch die Symmetrie der Signifikanten, werden wir uns jedoch auf die positiven reellen
Zahlen beschrianken. Deshalb ist es sinnvoll die folgende Definition zu treffen:

Definition 1.3 (signifikante o-Algebra). Die von S erzeugte o-Algebra
S=Rtno(S)=Rtno({S7"([1,¢])|1 <t <10})

heilt signifikante o-Algebra auf RT.

Die signifikante o-Algebra ist also fiir die Untersuchung der signifikanten Stellen einer

positiven reellen Zahl geeignet. Der folgende Satz (siehe [11]) gewéhrt einen Einblick in die

Struktur der signifikanten o-Algebra und gibt eine spezielle Charakterisierung der Mengen
AeS:

Satz 1.2. Fliir jedes A € S gilt

A= Do 107 . S (A) = DO {10¥ . S (z) |z € A}.
k=—c k=—o00

und tberdies ldsst sich die signifikante o-Algebra darstellen als

—+o00
S=RT"N0(dmn)ney = { J 10*B

k=—o0

Be‘B[l,lO)}.

BEWEIS. Da & =R*No (S) =Rt N {5~ (B)|B e B[1,10)} gibt es fiir jedes A € S ein
B € B1,10) mit
A=R"NS™(B)={zx>0|S(x) € B}.

Wir fithren nun folgende Uberlegung durch: Ist S (z) € B, so gibt es ein b € B mit S (z) = b,
das heiBt es gibt ein k € Z, so dass gilt = 10* - b, das heiBt = € 10*B. Falls umgekehrt
x € 10*B fiir ein k € Z, so gilt © = 10%b fiir ein b € B, so dass wegen 1 < b < 10 per
Definition folgt S (z) = b. Aus dieser kurzen Uberlegung erhalten wir

—+oo
A={z>0|S(xz)eB}={x>0[|FkecZ:zc10*B} = | ] 10*B.

k=—o0
Da zudem S (A4) = S ({x > 0] S (z) € B}) = B, ergibt sich

+oo
A= |J 10*5(4).

k=—o00

Da S nach Teil (a) von Satz 1.1 auf RT komplett durch dy,ds, ... bestimmt ist, gilt R*T N
o (S) CR*No (dm),,en- Da umgekehrt nach Teil (b) von Satz 1.1 auch dy, da, . . . vollstandig
auf RT durch S bestimmt sind, gilt ebenso RT Mo (dy,),,cy € RTNo (S), das heift insgesamt

S = RT No (S) =R" No (dm)mEN :
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Es bleibt also nur noch

+oo
S = { J 10"B

k=—o0

Be%[l,lO)}

zu zeigen. Sei dazu A € S. Wegen dem schon Gezeigten und wegen S (A4) € B [1, 10) ist dann

+0o0 too
A= 1okS(A)e{ U 1B

k=—o00

Be%[l,lo)},

k=—o00

das heifit S C { ;:oioo 10 B ‘ Be®B[1, 10)}. Sei nun umgekehrt

+oo +o0o
J 10*B, € { U 10*B|Be®, 10)} .
k=—o00 k=—oc0
Wie gerade gezeigt, gilt dann
+oo
J 10*By =R* NS~ (By) eRT N () =,
k=—o00

so dass auch { ;200700 10*B ‘ Be®Bl, 10)} C S gilt, womit die Gleichheit bewiesen ist. O

Die Darstellung S = { ;ioo 10*B ‘ BeB]l, 10)} aus Satz 1.2 impliziert, dass es fiir jedes

A€ Sein B e B1,10) gibt mit
—+o0

A= ] 10*B.
k=—o0
In der Tat zeigt der Beweis von Satz 1.2 sogar, dass dieses B eindeutig durch B := S (A)
gegeben ist. Aufgrund Strukturaussage aus Satz 1.2, konnen wir an einfachen Beispielen
feststellen, ob eine Menge zu S gehort:

Beispiel 1.3.
(a) Ay = {10" |k eZ} = {..., 10, 1, 0.1, 0.01, 0.001, ...} = {& > 0[S (z) = 1} gehért
zu S, denn offenbar ist A; = |J;°° __ 10¥ {1} und {1} € B [1,10). Jedoch gehért die
Menge {1} selbst nicht zu S, denn

—+oo +oo

{11c (Y sy = |J 10{1} =4,

k=—oc0 k=—o0
Wiirde {1} zu S gehoren so miisste nach Satz 1.2 die Gleichheit gelten.
(b) Ay = {x>0|dy (x) =1, ds () = 7} = {217, 91.70583, 0.09175, 6.17012, ...} gehort
zu S, da
A =R*ndy" ({1})ndz" ({7}),
und nach Satz 1.2 gilt S = Rt N o (dm),,en-
(c) Das Intervall [2, 3] gehort nicht zu S, denn

+o00 +o0 +oo
2,3 # (J 10*s(23)= |J 10"[2,3]= J [10%2,10"3].
k=—o0 k=—oc0 k=—o0
Allgemein gilt fiir jedes Intervall der Form [a, b] mit 1 < a < b < 10, das S ([a, b]) = [a, ]

und daher
—+00

+oo
[a,0] # | 10°S([a,0]) = |J [10%a,10%],

k=—o0 k=—o0

was wiederum zeigt [a,b] ¢ S.



1 Einfithrung

Insbesondere zeigt Teil (¢), dass es ,einfache” Mengen gibt, die {iberraschenderweise nicht
zu S gehdren. Dies ist ein fundamentaler Unterschied zur Borelschen o-Algebra auf R™ bzw.
R. Jedoch gehoren ,komplizierte” Mengen wie As in Teil (b) zu S, eben gerade weil solche
Mengen eindeutig durch die signifikanten Dezimalziffern bestimmt sind. Dies verdeutlicht
gerade die Wahl von S als passende o-Algebra um die signifikanten Stellen einer positiven
reellen Zahl zu untersuchen.

Das folgende Lemma liefert weitere interessante Eigenschaften der signifikanten o-Algebra
und verdeutlicht gewisse Invarianzeigenschaften:

Lemma 1.2. Fir die signifikante o-Algebra gelten die folgenden Aussagen:
(a) S ist selbstahnlich beziglich der Multiplikation mit Zehnerpotenzen, das heifst

A=10%4, fir jedes k € Z und jedes A € S.

(b) S ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation mit positiven Zahlen, das heif$t

aA €S, fiir jedes o > 0 und jedes A € S.

(¢) S ist abgeschlossen unter dem Wurzelziehen, das heifst
VA={x>0]z"c A} e S, fiir jedes n € N und jedes A € S.

BEWEIS.
Zu (a): Nach Satz 1.2 gilt
+oo
A= ] 10°5(4).
{=—c0
Jedoch impliziert Lemma 1.1, dass fiir jedes k € Z gilt S (10¥A) = S (A), das heiBt
umgekehrt nach Satz 1.2
+oo
A= [J 105 (10¥4) =10"A.

{=—o00

Zu (b): Wegen (a) kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass 1 <
a < 10. Denn falls 0 < a < 1, so gibt es ein k € Z mit 1 < o/ := 10*a < 10 und analog
fiir @ > 10. Sei nun A = | J°°__10*B € S, fiir ein B € B [1,10). Dann ist

+oo
ad= ] 10*aB
kj;om
— |J 10*[(@BN[a,10)) U (@B N[10,10a))
k=—o00
“+o0
_ k:L_Joo 10* [(aB N e, 10)) U (TOB N [1,04))} ,

Nun ist (@B N [, 10))U (5B N [1,@)) € B[1,10), das heiBt aA besitzt die Darstellung
“+o0
ad= ] 10"B’

k=—o0

mit einem B’ € B [1,10), was wegen Satz 1.2 bedeutet, dass «A € S.
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Zu (c): Da die Intervalle der Form [1,¢] mit 1 < ¢t < 10 die o-Algebra B [1, 10) erzeugen,
reicht es die Behauptung fiir

—+oo
J 10%[1,10°]

k=—o00

mit 0 < s < 1 zu zeigen. Es gilt nun fir n € N

+oo +oo
VA= | 10ri0e= |J 107 {1,105/”} U 10" U {10’”/“ o‘m*”/"}

k=—oc0 k=—oc0 k=—o0

so dass mit B = U7n;10 [10™/7,10" /"] € B [1,10) die Darstellung

+oo
VA= |J 10"B
k=—o00
gilt, so dass nach Satz 1.2 gilt VA € S. |

Bemerkung. Im Allgemeinen gilt fiir n € N nicht A™ € S, falls A € S ist. Das heifit S ist
im Allgemeinen nicht abgeschlossen gegeniiber dem Potenzieren. Ein Gegenbeispiel liefert
Beispiel 1.4. &

Beispiel 1.4. Betrachte die Menge aller positiven Zahlen deren erste signifikante Dezimal-
stelle gerade 1 ist, das heifit die Menge

+oo

A={z>0]d(z)=1}={z>0[1<S@)<2}= [J 10°[1,2) €8
k=—o00
Nun ist gerade
+o00
34= | 10"3,6) = {z > 0[dy (x) € {3,4,5}} € S,
k=—oc0

und genauso erhélt man

\/Z:{x>0’x26A}={x>0’1§S( ) < V2oder V10 < S (2) < \ﬁ}

— DO 10 ([1,v2) U [VI0,v20) ) € 8

k=—oc0
Nun ist jedoch

+oo 2
A2:<U10’f12> U102k14

k=—o00 k=—o00

Damit gilt offenbar S (A?) = [1,4), aber

A2 £ U 10%S U 10% [1,4),

k=—o0 k=—o00

was wegen Satz 1.2 bedeutet A2 ¢ S.
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Abbildung 5: Veranschaulichung der Mengen A, 34 und v/A aus Beispiel 1.4.

Wir haben nun bereits viele Eigenschaften von S studiert und vor allem Unterschiede zur
»klassischen” Borelschen o-Algebra aufgezeigt: Satz 1.2 gab eine wichtige Aussage iiber
die Struktur von S und liefert eine wichtige Eigenschaft von Mengen A € S. Schlieilich
liefert Lemma 1.2 interessante Abgeschlossenheitsaussagen iiber S. Jedoch haben wir auch
festgestellt, dass es grundlegende Unterschiede zur Borelschen o-Algebra gibt — zum Beispiel
besagt Beispiel 1.3, dass im Gegensatz zur Borelschen o-Algebra keine endlichen Intervalle
zu S gehoren.

Das nachfolgende Resultat liefert nun eine fundamentale Aussage tiber die Beziehung zwi-
schen (R*,S) und (]0,1),%(0,1)), in dem es eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeitsmafe
auf den jeweiligen messbaren Rdumen gibt. Fiir einen messbaren Raum (9, X) bezeichne
im Weiteren P (£2,%) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, X). Ferner sei an
die Definition des Bildmafles erinnert: Fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, X, P), einen
messbaren Raum (€', ¥) und einer messbaren Funktion X : Q — Q' wird das Bildmaf§ Px
auf (,%) fir A € &’ definiert als

Px(A)=P(X '(4)=P{we|X (w)€A}).
Damit wird (€', %', Px) ebenfalls zu einem Wahrscheinlichkeitsraum.

Es folgt nun das angesprochene Resultat iiber die Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R*,S)
und ([0,1),B[0,1)):

Satz 1.3. Sei L: RT — [0,1) definiert gemdfl L (z) = logS (z). Ferner sei dann
®: P(RT,S) — P([0,1),B10,1)) definiert gemdfp ® (P) := Py,. Dann ist ® eine bijek-
tive Abbildung zwischen den Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R*,S) und ([0,1),9B[0,1)).

Bemerkung. Satz 1.3 besagt, dass jedes Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf ([0,1),9[0,1)) in
eindeutiger Art und Weise mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (R™, S) derart identifiziert
werden kann, dass Q = Pr. '

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir die Wohldefiniertheit der Bildmafe Py, auf ([0,1),98[0,1)).
Fir0<a<b<1gilt

L™ ([a,b]) = 57" (log™" ([a,b])) = S~ ([10%,10°]) = 57 ([s,1]) ,
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mit s := 109, ¢ := 10° und 1 < s < t < 10. Da die Intervalle der Form [a, b] bzw. [s,t] gerade
B[0,1) bzw. B [1,10) erzeugen, gilt somit o (L) = Rt No (S) = S. Damit ist L insbesondere
messbar. Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R1,S) ist also Pr, ein wohldefiniertes
Wahrscheinlichkeitsmafl auf ([0,1),9[0,1)). Wir zeigen nun noch: Fiir jedes A € S gibt es
ein eindeutiges B € B [0, 1), so dass

+oo
A= |J 10*10%, (1.2)

k=—o00

wobei 108 = {10b | be B}. Wir wissen bereits nach Satz 1.2, dass es fiir jedes A € S ein
eindeutiges B’ € B [1,10) gibt, so dass

“+o0
A= U 10" B'.

k=—oc0
Es gilt nun B’ = 10% fiir
B :=logB' = {logh' |b' € B'} € B10,1).

Damit ist .
A= |J 10*10"%.
k=—oc0
Zur Surjektivitat: Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf ([0,1),9[0,1)). Wir zeigen, dass
es dann ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (RT,S) gibt mit Q = ® (P) = Pr. Ist die
Darstellung (1.2) gegeben, so definieren wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R*,S)
durch

P(A)=Q(B).
Es gilt nun

Lil(B):{x>0|logS(x)6B}:{z>0|5(x)6103}
={z>0|3k €Z3Is € B: z =10°10°}

+oo
= |J 10*10% = 4.

k=—o0

Daraus ergibt sich
PL(B)=P(L7'(B)) =P (A)=Q(B),

das heifit ® (P) = P, = Q.
Zur Injektivitdt: Seien P und P’ WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R*,S) mit P, = P;. Das

heift fiir alle B € B [0,1) gilt Py, (B) = P}, (B). Jedoch ist fiir A = (J;>° _ 10¥108 € S
wegen A= L' (B)

P(A)=P(L7"(B)) = PL(B) =P (B) = P' (L7 (B)) = P'(4).

Da A € S beliebig gewéhlt war, gilt also P = P’. Damit ist die Abbildung ® zudem
injektiv. O

Die Abbildung ® ist nicht die einzige bijektive Abbildung zwischen den Mengen P (R*,S)
und P ([0,1),98[0,1)). Beispielsweise hétten wir genauso die Abbildung Lo: Rt — [0,1)
definiert geméafl

Lo (@) = ¢ (S(2) = 1)

Ne el

10
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1
—15 -10 ) -10 1 ) 10 15

Abbildung 6: Der Graph von L (z) = log S (x) = log |z| — |log|z|].

und die zugehorige Abbildung ¥: P (R, S) — P ([0,1),8B[0,1)) mit ¥ (P) := P, be-
trachten kénnen. Die spezielle Rolle von

L(z) =logS (z)
ist die Beziehung zu dem Benfordschen Gesetz: Um einen ersten Einblick darin zu gewinnen

definiere durch

—+o0
BH{z>0|S(z)<t})=DB < U 10" [1,t]> = logt, fir alle 1 <t < 10 (1.3)
k=—o0
eine Mengenfunktion B auf (R, €), wobei € := {Uz:“ioo 10% [1, 1] ‘ 1<t< 10}. Da nun

{[1,t]|1 <t < 10} ein Erzeuger von B [1,10) ist, ist dann

RN {s™'([1,¢])|1 <t <10} :R+m{ DO 10% [1, ]

k=—o0

1<t<10}=€

ein Erzeuger von S, denn

S=R"No(S)=RT"NS1(B[1,10)) =R NS (¢ ({[1,]|1 <t < 10}))
=Rtno (ST {[L#]1<t<10}) =0 (RT NS ({[1,#]]|1 <t < 10}))
=o(¢),

wobei die Vertauschung von Urbild-Bildung und o-Algebra-Erzeugung ausgenutzt wurde.
Da € zudem durchschnittsstabil ist, gibt es wegen dem Fortsetzungssatz von Carathéodory?
dann genau ein WahrscheinlichkeitsmaB B auf ganz (R™,S) mit der Eigenschaft (1.3). Dieses
werden wir spiter die Benford-Verteilung? auf (R*,S) nennen. Sie spielt eine herausragende
Rolle unter allen Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R*,S). Eines der ,natiirlichsten” Wahr-

scheinlichkeitsmaBe auf ([0,1),% [0,1)) ist die Gleichverteilung®Xo 1. Die spezielle Wahl von
L in Satz 1.3 erklért sich nun an der Tatsache

By = Ao.1. (1.4)

Um dies zu erkennen, betrachten wir auf dem Erzeuger J := {[0,¢] |0 < ¢ < 1} von B0, 1)
gerade

By ([0,¢]) =B (L' ([0,¢])) =B (57" ([1,10'])) =B ({ > 0| S (z) < 10'})
= lOg 10t =t= )}\0,1 ([O,t]) ,

so dass die Aussage auf dem durchschnittsstabilen Erzeuger J von B [0, 1) giiltig ist und
damit auch auf ganz ([0,1),9[0,1)) richtig ist.

siehe zum Beispiel [13] Kapitel 1.
2siehe Definition 2.5.
3Die Gleichverteilung auf ([0,1),%[0, 1)) ist das Lebesgue-Ma8 auf ([0,1),%B [0, 1)).
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2 Benford Eigenschaft und
Charakterisierungen

Das von Newcomb und Benford beobachtete empirische Benfordsche Gesetz (1.1) wollen
wir nun mathematisch prézisieren. Zunéchst gilt es einmal zu prézisieren, welche Objekte
betrachtet werden. In unserem Fall wird es sich um reelle Zahlenfolgen, reelle Funktionen
mit Definitionsbereich [0, +00), ZufallsgroBlen und Wahrscheinlichkeitsmafle handeln. Wir
werden dann formulieren, was es fiir die jeweiligen Objekte heifit, dass sie die sogenannte
Benford-Eigenschaft besitzen. Danach werden wir verschiedene Kriterien kennenlernen, um
die Benford-Eigenschaft fiir die verschiedenen Objekte zu charakterisieren.

2.1 Definitionen

Zunichst betrachten wir reelle Zahlenfolgen (), .. Es ist natiirlich davon zu sprechen,
dass eine Zahlenfolge (z,,),, oy die Benford-Eigenschaft hat, falls im Grenzwert der Anteil der
Folgenglieder mit signifikanter Anfangsziffer d € Ny g gerade gegen log (1 + é) konvergiert
und analog fiir alle weiteren signifikanten Dezimalstellen. Wir werden jedoch stattdessen eine
dquivalante Definition mithilfe der Signifikanten treffen. Dies fiihrt auf folgende

Definition 2.1. Eine reelle Zahlenfolge (z,,) besitzt die Benford-FEigenschaft, falls

neN

1
lim N card{n € Ny x| S (z,,) <t} =logt, fir alle 1 <t < 10.

N—oc0

Wir sagen auch kurz, dass die Folge () Benford ist.

neN
Bemerkung.

(a) Mittels charakteristischen Funktionen ldsst sich obige Eigenschaft umschreiben in

N
o1 .
A}gr(l)o N E,l Lioyup,g (S (z,)) = logt, fiir alle 1 <t < 10.

Hierbei handelt es sich um den Ceséro-Limes der Folge (1{0}u[1,t] (S (a:n)))neN.

(b) Aquivalent zu Definition 2.1 ist: Fiir alle m € N, alle D; € Ny g und alle Dy, € Zg g gilt
m -1
lim icard{neN |Vk € Nyt di () = Dy} =log | 1+ [ Y _10m7*D
Noso N 1,N 1,m - Uk \Ln k £ k

Dies ist der Tatsache geschuldet, dass nach Satz 1.1 S eindeutig durch die signifikanten
Dezimalziffern dy, ds, ... bestimmt ist. &

Besitzt eine Folge (x,) die Benford-Eigenschaft, so gilt also insbesondere

neN

. 1 1
A}gnoo N card {n € Ny y | d1 (z,) =1} = log (1 + 1) =log 2,

12
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so dass der Anteil der Folgenglieder mit signifikanter Anfangsziffer 1 gerade log 2 ist und
analog fur alle anderen Anfangsziffern

N—o0

1 1
lim N card{n € Ny n |di (z,,) = d} = log <1 + d) , fiir alle d € Ny 9.

Damit gentigt eine Folge mit Benford-Eigenschaft dem empirischen Benfordschen Gesetz (1.1).

Zwei der prominentesten Folgen sind die Folgen der Primzahlen (P,),, .y = (2,3,5,7,11,...)
und die Folge der Fibonacci-Zahlen (Fn)neN =(1,1,2,3,5,...), wobei diese durch die be-
kannte Rekursion

FIL+1:FTL+FTL—17 F1:F2:17

gebildet wird. Eine interessante Frage ist nun, ob diese beiden Folgen gerade die Benford-
Figenschaft haben. Es wird sich in Beispiel 2.4 zeigen, dass die Primzahlen nicht Benford
sind, wohingegen die Fibonacci-Zahlen Benford sind. Abbildung 7 und Tabelle 1 geben einen
ersten Hinweis hierfiir: Fiir N € N definieren wir fiir eine Folge (x,), oy

1
on (d) = i card{n € Ny y |d1 (z,,) = d}, fiir d € Ny g.

Dann gibt g (d) den Anteil der ersten N Folgenglieder an, welche die signifikante Anfangs-
ziffer d haben. Falls die Folge Benford ist, so gilt fiir hinreichend grofies N und beliebiges
€ > 0 dann ‘QN (d) —log (1 + $)| < €, so dass g (d) sehr nahe bei log (1 + %) liegt.

Die Anzahl der jeweiligen Anfangsziffern der ersten 100 bzw. 10.000 Fibonacci-Zahlen und
Primzahlen sind in Tabelle 1 gelistet. Bildet man die ,,Dichten” g1¢.000 (d) fiir beide Folgen,
so erhélt man Abbildung 7. Erstaunlich ist hierbei, wie genau die Fibonacci-Zahlen dem

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9

r N =100 30 18 13 9 8 6 5 7 4
" | N =10.000 | 3011 | 1762 | 1250 | 968 | 792 | 668 | 580 | 513 | 456

p N =100 25 19 19 20 8 2 4 2 1
™ | N =10.000 | 1601 | 1129 | 1097 | 1069 | 1055 | 1013 | 1027 | 1003 | 1006

Tabelle 1: Vergleich der Anfangsziffern der ersten 100 und 10.000 Fibonacci- bzw. Primzahlen.
Die Daten wurden aus [4] entnommen.

Benfordschen Gesetz geniigen. Definiert man den Fehler ey fir N € N zum Beispiel als
maximale Abweichung vom empirischen Benfordschen Gesetz, das heifit

)

1
EN = rr%axg‘gN (d) —log (1 + d)

so betragt er bei den Fibonacci-Zahlen fiir N = 10.000 gerade einmal 0,0001574.

Wir betrachten nun Borel-messbare Funktionen f: [0, +00) — R. Wir gehen dabei stets

implizit davon aus, dass eine o-Algebra ¥ auf [0,+00) gegeben ist und betrachten auf R
stets die Borelsche o-Algebra 9. Das natiirlichste Maf} auf (R, ) ist das Lebesgue-Maf3 A.

In Anlehnung an Definition 2.1 fiir Folgen ist es sinnvoll zu sagen, dass eine Funktion
f: [0,400) — R die Benford-Figenschaft besitzt, falls der Anteil jener Funktionswerte
f(7), wobei 0 < 7 < T, mit signifikanter Anfangsziffer d gerade im Grenzwert T—+o00
log (1 + é) ist. Hierbei wird der ,,Anteil” gerade als Lebesgue-Maf} interpretiert. Dies fithrt
mittels der Signifikanten im Allgemeinen Fall auf folgende

,,,,,

Definition 2.2. Eine Borel-messbare Funktion f: [0,+00) — R besitzt die Benford-
Eigenschaft oder heift kurz Benford, falls

lim %)}\({0 <7t <T|S(f(1)) <t})=logt, fiir alle 1 < ¢ < 10.

T—o0

13
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010.000 (d) 010.000 (d)
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 d

Abbildung 7: Wihrend bei den Fibonacci-Zahlen (griin) mit blofem Auge keine Abweichung
vom Benfordschen Gesetz (blau) zu entdecken ist, sieht man bei den Primzahlen
(rot) eine deutliche Abweichung.

Bemerkung. Wegen Satz 1.1 ist Folgendes dquivalent zur Definition 2.2: Fiir alle m € N, alle
D, € NLQ und alle D;, € Zo79 gilt

-1
1 SN
Jim ZXN({0 <7 <TIVk € Ny di (f (7)) = Di}) =log | 1+ (;_1 10 ka)

&

Der Ursprung des Benfordschen Gesetzes liegt in der Beobachtung, dass bestimmte Datensétze
gerade der Gleichung (1.1) gentigen — das heifit der Ursprung liegt gerade in der Statistik und
Stochastik gewisser Daten. Um das Auftreten des Benfordschen Gesetzes in diesen Bereichen
zu erkliren, bendtigen wir dhnliche Definitionen wie fiir Zahlenfolgen und Funktionen nun
auch fiir Zufallsgroflen und Wahrscheinlichkeitsmafe.

Dabei sei daran erinnert, dass eine Zufallsgrofle X : € — R nichts anderes ist als eine
messbare Abbildung zwischen den Rdumen (2, ¥) und (R, B). Ist die Zufallsgrofle auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, 3, P) gegeben, definiert man ihre Verteilung Px als

Px ((—00,1]) == P (X' ((—00,1])) = P({X € (—00,}) = P({X <t}), firalletcR.

Das so gegebene eindeutige Wahrscheinlichkeitsmafl Px macht (R, 9, Px) zu einem Wahr-
scheinlichkeitsraum. Ferner ist die Verteilungsfunktion Fp eines Mafles P auf (R, ) definiert
durch

Fp (t) == P ((—o0,t]), fir alle t € R.

Wir schreiben kurz Fx fiir die Verteilungsfunktion Fp, von Px und nennen Fx die Vertei-
lungsfunktion der Zufallsgroffe X . Fiir die spéteren Betrachtungen treffen wir noch folgende

14
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Definition 2.3.

(a) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (R,B) heifit stetig, falls P ({t}) = 0 fiir alle ¢ € R.
Genauso nennen wir eine Zufallsgrole X : 2 — R stetig, falls deren Verteilung Px
stetig ist.

(b) Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R,B) heifit absolutstetig (beziiglich des Lebesgue-
MaBes ), falls fiir jedes B € B mit A (B) = 0 auch P (B) = 0 ist. Genauso nennen
wir eine Zufallsgrofe X : Q — R absolutstetig (beziiglich des Lebesgue-MaBes A), falls
deren Verteilung Px absolutstetig ist.

Nach dem Satz von Radon-Nikodym ist die Absolutstetigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmafes
dquivalent zur Existenz einer messbaren Abbildung fp: R — [0, +00) mit

b
P ([a,b]) = /fp () A (dz), fiir alle [a,b] C R mit a < .

Dieses fp nennen wir Dichte von P. Fiir eine Zufallsgrée X schreiben wir kurz fx fir fp,
und nennen fx auch kurz Dichte von X. Da Dichten fiir festes P nur A-fast-iiberall eindeutig
bestimmt sind, gibt es im Allgemeinen mehrere sogenannte Dichte-Versionen. Jedoch werden
wir im Hinblick auf die A-fast-tiberall Eindeutigkeit trotzdem von der Dichte fp sprechen.

SchlieBlich bezeichnen wir fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R, B) noch |P| als jenes
Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, B), welches definiert ist durch

|P|(B) =P, (B)=P({zxeR||z| € B}), fiiralle B € B.
Offenbar gilt |P| ([0, +00)) = 1 und |P| ((—o0,0)) = 0. Eine kurze Rechnung ergibt zudem
Fip (t) = (Fp (t) + Fp (=t) + P ({=1})) Lj0,400)
und
Sip @) = (fp (t) + [P (=1)) 10, 400),
wobei der Transformationssatz fiir Dichten* angewandt wird, falls P eine Dichte fp besitzt.

Wir kommen nun zur vorher angesprochenen Definition der Benford-Eigenschaft fur
Wahrscheinlichkeitsmafle und Zufallsgrofen:

Definition 2.4.

(a) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (R, B) besitzt die Benford-Figenschaft oder heifit
kurz Benford, falls

P({x eR|S(z) <t})=logt, firr alle 1 <t < 10.
(b) Eine ZufallsgroBe X : 2 — R auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, P) besitzt die
Benford-FEigenschaft oder heifit kurz Benford, falls Px Benford ist, das heifit
P({S(X)<t})=Px ({zxeR|S(x) <t}) =logt, fiir alle 1 < ¢ < 10.
Bemerkunyg.

(a) Wieder lassen sich mithilfe von Satz 1.1 dquivalente Definitionen mit den signifikanten
Dezimalziffern treffen.

(b) Es ist
P({z €R|S (@) <t}) = P({S € {0} U LAY = P (5~ ({0} U[L,1]))
= Ps ({0} U[L,1]),

so dass die Benford-Eigenschaft fiir Wahrscheinlichkeitsmafle eine Forderung an das
Bildmaf beziiglich der Signifikanten ist.

4siehe zum Beispiel [13] Kapitel 1.
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(¢) Fir t = 1 erkennt man inbesondere
0=logl=Ps({0}U[1,1]) = Ps ({0} U{1}) = P({S = 0}) + P({S = 1}),

so dass P ({S =0}) = P({S =1}) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Benford-
Eigenschaft von P ist. L)

Beispiel 2.1. Fiir k € Z sei das Wahrscheinlichkeitsmafl P(*) definiert durch Angabe der
Dichte (beziiglich des Lebesgue-MaBles A)

1
fi () = ml[lok,1ok+l)~

Dann ist P*) stetig, auf dem Intervall [10’C , 10k+1) konzentriert und es ergibt sich

®) ({z eR|S (z) < t}) = P®) ( U 101 t) Z P® ([10¢,10%])

l=—o0 l=—00
IOkt)}\(d )
k k 10k £ k k
= P® ([10%,10%1]) = / o 1n10 (In 10"t — In 10%)
10%
1
mlnt—logt

so dass P*) Benford ist. Ferner gilt fiir jede Folge () rez nichtnegativer Zahlen mit der
Eigenschaft 32/°° _a; = 1 noch

+oo +oo
Z ay PP {z e R|S (z) <t}) = Z oy logt = logt,
k=—o00 k=—o0

so dass auch jede Konvexkombination Zk__oo osz der WahrscheinlichkeitsmaBe P®*
wieder Benford ist. Dies verdeutlicht, dass es ,sehr viele” Wahrscheinlichkeitsmafle mit
Benford-Eigenschaft gibt.

Beispiel 2.2. Sei U eine auf [0, 1) gleichverteilte ZufallsgroBle, das heilt Py = X,1 bzw.
Py ([a,b]) =b— a, fir alle [a,b] C[0,1) mit a < b.

Dann ist wegen der Stetigkeit von U insbesondere Py ({0}) = 0 und es gilt

PUSW)<t}) =Py (IS <t}) = Py ( U w0 [u])

k=—o0
=Y Py (107" [Lt]) =(t—1)-> 107"
n=1 n=1
= % # logt,

so dass U nicht Benford ist. Wir betrachten nun stattdessen die Zufallsgrofe X := 10Y. Dann
gilt fiir 1 <t <10

P{S(X)<t})=P({So10” € [1,¢]}) = P (U " (log (S~* ([L,1]))))
=Py <log< U 10% [1,t]>> =Py ( DO [k,k+logt}>

k=—o0 k=—o0

= Py ([0,1ogt]) = No,1 ([0,logt]) = logt,

so dass X = 10V die Benford-Eigenschaft besitzt.
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2 Benford Eigenschaft und Charakterisierungen

Sei nun X eine Zufallsgrofie mit Benford-Eigenschaft, das heifit P ({S (X) < t}) = logt fiir
alle 1 <t < 10. Dann gilt fur die Verteilungsfunktion der Zufallsgroie S (X) : Q [1,10)

dann
0, falls t < 1,

Fgixy(t) = P({S(X) <t}) = (logt, falls1<t<10,
1, falls ¢ > 10.
Da Fg(x) A-fast-iiberall differenzierbar ist, ergibt sich die Dichte von S (X) dann als

fS(X) (t):%FS(X) (t):%IOgt:ﬁ‘%, fﬁr1§t<10.
Daher ist
0, falls t < 1,
fS(X) (t) = ﬁ : %, falls 1 <t < 10,
0, falls ¢ > 10,

die Dichte von S (X). Damit ergibt sich aber auch

10 10

BIS(N) = [S(0aP = o fo) (@A (o) = 5 [0

1 9
In10 (10 ) In10 3, 9087

Wie bereits am Ende des Kapitels 1 angedeutet, folgt nun die Definition der Benford-
Verteilung auf (RT,S):

Definition 2.5. Das eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsma8l B auf (R*,S) mit der
Eigenschaft

“+ o0
B({S<t})=B ( U 10 [1,t]> =logt,  firalle 1 <t < 10,

k=—o0

heiBt Benford- Verteilung auf (RT,S).

Es folgt nun eine erste Charakterisierung von Benford-Wahrscheinlichkeitsmaflen mithilfe
der Benford-Verteilung;:

Satz 2.1. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R,*B) ist genau dann Benford, wenn
|P|(A) =B (A), fir alle A e S.

Insbesondere gilt falls P (R*) = 1, dass P genau dann Benford ist, wenn P (A) = B (A) fiir
alle AeS.

BEWEIS.

»=""1 Sei P Benford, das heif3t

P({zeR|S(z) <t}) =logt, fir alle 1 <t < 10.

+o0
zle | J 10* [1,t]}>

k=—o00

peziell fir A=), __ ;i mit 1 <t < ilt dann
Speziell fir A = J;2° 105 [1 1 10 gilt d

|P|(A) = P (A) =P, ( Do 10% [1,15}) =P ({x €R

k=—o00

— P({e € R[S (j2]) < t}) = P({z € R[S (x) < t}) = log

]B( DO 10F [1,t]> =B(4),

k=—o0

17



2 Benford Eigenschaft und Charakterisierungen

da S (z) = S(|z|) fir alle x € R. Somit gilt also |P|(A) = B(A) fir alle A € S der
obigen Form. Da jedoch & := { Foo 10k [1,4] ‘ 1<t< 10} ein durchschnittsstabiler
Erzeuger von § ist und |P| = B auf € gilt, muss auch |P| =B auf ganz S gelten.

<"1 Gelte |P|(A) =B (A) fir alle A € S. Dann gilt insbesondere fiir A = U;ﬁ’ioo 107 [1,¢] €
Smit1<t<10

P{zeR[S(z)<t})=P({zeR|S(jz]) <t}) =P ({z e R||z| € A})
= |P|(A) =B (A) :B( DO 10% [Lt]) = logt,
k=—o00

so dass P Benford ist. O

2.2 Die Gleichverteilungs-Charakterisierung

In diesem Abschnitt folgt ein erster zentraler Satz, der die Benford-Eigenschaft fiir Folgen,
Funktionen, Wahrscheinlichkeitsmafle und Zufallsgroflen charakterisiert. Sei fiir eine reelle
Zahl x der gebrochene Anteil definiert als

(x) =2 — |z].

In diesem Abschnitt werden wir wesentlich die Theorie der Gleichverteilung modulo 1 benutzen.
Dazu definieren wir:

Definition 2.6.

(a) Eine reelle Zahlenfolge (z,) heifit gleichverteilt modulo 1, falls

neN

1
lim —card{n € Ny y|(zn) < s} =s, fiir alle 0 < s < 1.
N—oco N ’

(b) Eine Borel-messbare Funktion f: [0, +00) — R heiit gleichverteilt modulo 1, falls

%)}\({0§7<T|<f(7')>§s}):s, fiir alle 0 < s < 1.

lim
T—o0

(c¢) Eine Zufallsgrofie X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, X, P) heifit gleichverteilt
modulo 1, falls

Pixy ([0,s]) = P ({{X) < s}) =5, fir alle 0 < s < 1.

(d) Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, B) heifit gleichverteilt modulo 1, falls

“+oo
P({x€R|<x><s}):P< U [k,k—i—s])zs, fir alle 0 <s < 1.

k=—o00

Bemerkung. Teil (¢) besagt gerade, dass eine Zufallsgrofie X genau dann gleichverteilt modulo
1 ist, wenn Py der Gleichverteilung Xo 1 auf [0, 1) entspricht. &

Es folgt nun der erste zentrale Satz in diesem Abschnitt, welcher in seiner urspriinglichen
Form fiir Folgen in [8] zu finden ist. Hierbei wird wie im Weiteren auch, die Konvention
log 0 := 0 verwendet.
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2 Benford Eigenschaft und Charakterisierungen

-~
Satz 2.2 (Gleichverteilungs-Charakterisierung).

(a) Eine Folge (), cy ist genau dann Benford, wenn die Folge (log |z,])
verteilt modulo 1 ist, das heifit wenn

nen gleich-

1
lim — card{n € Ny y | (log |z,|) < s} = s, fir alle 0 < s < 1.
N—oco N ’

(b) Eine Borel-messbare Funktion f: [0,+00) — R ist genau dann Benford, wenn
log | f| gleichverteilt modulo 1 ist, das heifit wenn

1
lim =A{0<7<T|{logl|f (7)) <s})=s, fir alle 0 < s < 1.
T—oo T’

(¢) Eine Zufallsgrife X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, X, P) ist genau dann
Benford, wenn log|X| gleichverteilt modulo 1 ist, das heifst wenn

P ((log | X|) < s) = s, fir alle 0 < s < 1.

(d) Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R,B) ist genau dann Benford, wenn

P({z eR|(log|z|) < s}) =s, fir alle 0 < s < 1.
L J

BEWEIS. Der Beweis fiir die verschiedenen Objekte aus (a)-(d) verlduft vollkommen analog.
Daher erfolgt der Beweis nur fiir Teil (a). Es gilt zunéchst fir alle 0 < s < 1

1
lim Ncard {n € Ny v | (log|z,|) < s}

N—o00
+oo
log |z, | € U [k,k—f—s]}

k=—o0

1
= lim Ncard {n e Ny n

N—o0

N—o0

. 1
= lim Ncard {n €Ny nv

+oo
zal € (] 10°[1, 108]}

k=—o0

1
= lim ﬁcard {n e Ny v |S(Jzn]) <10°}

N—o0

1
= lim Ncard {neNy n|S(z,) <10°}.

N—o0

w="1 Sei (x,), .y Benford, das heifit limy o % card{n € Ny n | S (z,) < 10°} =log10° =
s, fiir alle 0 < s < 1. Dann gilt nach obiger Gleichheit, dass (log |z,|),,cy gleichverteilt
modulo 1 ist.

»<"1 Sei nun (log|z,|),cy gleichverteilt modulo 1. Dann gilt also fiir alle 0 < s < 1, dass
limy o0 1 card {n € Ny n | (log |z,|) < s} = s. Nach obiger Gleichheit gilt daher
1 X
lim —card{n € Ny y|S (z,) <10°} = s, firalle 0 <s <1,
N—oo N ’
so dass mit s := logt gilt
1
lim —card{n € Ny ny|S(z,) <t} =logt, fiir alle 1 <t < 10.
N—oo N ’

Also ist (z,,),, .y Benford. O

neN

Die Theorie der Gleichverteilung modulo 1 ist weit entwickelt, so dass es viele verschiedene
Kriterien gibt, um eine Folge, eine Funktion, eine Zufallsgréfie oder ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf Gleichverteilung modulo 1 zu testen. Es folgen nun zunéchst einige Resultate, welche
hier ohne Beweis erwidhnt werden. Fiir Details siehe [14]:
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2 Benford Eigenschaft und Charakterisierungen

Lemma 2.1.

(a) Eine Folge (xy,),cy ist genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn fiir jedes k € Z\ {0}
und jedes b € R die Folge (k- x,, + b) gleichverteilt modulo 1 ist.

(b) Eine Funktion f: [0,+00) — R ist genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn fiir jedes
k € Z\ {0} und jedes b € R die Funktion k - f + b gleichverteilt modulo 1 ist.

neN

(¢c) Fine Zufallsgrofe X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P) ist genau dann
gleichverteilt modulo 1, wenn fir jedes k € Z\ {0} und jedes b € R die Zufallsgrifle
k- X + b gleichverteilt modulo 1 ist.

Lemma 2.2. Sei (2,), .y eine reelle Zahlenfolge.

(a) Falls lim, o0 (Tpy1 — @) = 0, fiir ein irrationales 6 € R, so ist (x,,)
modulo 1.

nen gleichverteilt

(b) Falls (2y,),cy periodisch ist, das heifit falls x4, =y fiir ein gewisses p € N und fiir
allen € N, so ist die Folge (n0 + x,,),,cy genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn 6
irrational ist.

(c) Falls die Folge (x,),,cn
Folge ( Ln )nEN unbeschrankt.

logn

gleichverteilt modulo 1 und monoton wachsend ist, so ist die

Wir erhalten eine direkte Folgerung aus Lemma 2.1:

Folgerung 2.1. Eine Folge (x,),cy st genau dann Benford, wenn fir jedes k € Z und
jedes a € R mit o - k # 0 die Folge (a . x’fb)neN Benford ist.

k

BeEwEIs. Im Fall o = 0 ist klar, dass die Folge (a . xn)neN

Fir a # 0 und z,, # 0 gilt

nicht gleichverteilt modulo 1 ist.

log |a:cffb| =k -log|z,| +log|a].

Fiir jedes b € R gibt es dann (mindestens) ein o € R\ {0} mit b = log |a.

Wenden wir nun Teil (a) von Lemma 2.1 an, so ist die Folge (log|7y|), <y genau dann
gleichverteilt modulo 1, wenn fiir jedes k£ € Z\ {0} und jedes b € R dann die Folge
(k -log|zn| 4 b),, ey gleichverteilt modulo 1 ist. Schreiben wir b = log ||, so ist (log |zy]),,cx
also genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn fir jedes k € Z\ {0} und jedes o € R\ {0} die
Folge (k - log |x,| +log|al),y gleichverteilt modulo 1 ist. Die Bedingung & € Z\ {0} und
a # 0 ist aber dquivalent zu o -k # 0. Mit obiger Gleichheit ist dann (log|2,|),, oy also genau
dann gleichverteilt modulo 1, wenn fiir jedes k € Z und jedes o € R mit k- « # 0 gerade
(log |axﬁ’)neN gleichverteilt modulo 1 ist. Mittels Satz 2.2 folgt dann die Behauptung. 0O

Beispiel 2.3. Wir betrachten die Folge (2"),, .. Wegen
log |2""| = n - log 2
gilt mit x,, :=n -log2
Tnt1 — Tp = (n+1)log2 —nlog2 = log2 € R\Q.

Daher ist die Folge (z,,),cy nach Teil (a) von Lemma 2.2 gleichverteilt modulo 1. Nach
Satz 2.2 ist die Folge (2"), o\ also Benford. Etwas allgemeiner ist die Folge (a™), oy mit a # 0
Benford, falls log |a| irrational ist. So sind beispielsweise auch die Folgen (3"), oy, (7"),,cn

oder (1/a™), . Benford.

Zusammenfassend erhalten wir also

Folgerung 2.2. Die Folge (a™),, oy ist Benford genaw dann, wenn log|a| irrational ist.
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 8: Verdeutlichung der Aussage von Satz 2.2 anhand der ersten 120 Folgenglieder
der Folge (9"/10"),, oy -

BEwEIS. Nach Teil (a) von Satz 2.2 gilt, dass (a"), oy genau dann Benford ist, wenn
(n-loglal), cy gleichverteilt modulo 1 ist. Nach Teil (b) von Lemma 2.2 ist die Folge
(n -logla| 4 0), oy aber genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn log |a| irrational ist. O

Es folgt nun noch ein wichtiges Kriterium fiir die Gleichverteilung modulo 1:

Satz 2.3 (Kriterium von Weyl). Eine Folge (v,),,cy st gleichverteilt modulo 1 genau dann,
wenn fir jedes k € Z\ {0}

1 X
lim — "™ =
N—oo N

n=1

Fiir einen Beweis siehe [14]. Der néichste Satz basiert auf einem Resultat aus [5]:

Satz 2.4. Seien A, i, x,y € R mit X # 0 und x| > |y|. Dann ist die Folge (X - 2™ 4 - y") ,cn
genau dann Benford, wenn log |z| irrational ist.

BEWEIS. Da z # 0 ist und |z| > |y| gilt zunéchst
peyt

li =0.
nsno N - g
Wegen
1 n n n| /Ay" n——+oo
og [Az™ + puy"| —log |Az"| = log 1+W 0,
x

ist die Folge (log [Az™ + py™|),,c genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn es (log [Az™]),, oy
ist. Es geniigt also (log [A\z"[), oy auf Gleichverteilung modulo 1 zu untersuchen. Wir erhalten
nun

lim (log|Az"*"| —log|Az"|) = lim log|z| = log|x|.

Eine Anwendung von Teil (a) von Lemma 2.2 liefert nun, dass (log|Az"]), oy gleichverteilt
modulo 1 ist, falls log || € R\Q. Ist log |z] € Q, so nimmt

(log [Az"[) = (log A + 7 - log |z[)
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nur endlich viele Werte an, womit (log [A\z"), ¢y nicht gleichverteilt modulo 1 sein kann. Die
Behauptung folgt somit aus Satz 2.2. ]
Beispiel 2.4 (Fibonacci-Zahlen und Primzahlen).

(a) Wir betrachten zunichst die Folge der Fibonacci-Zahlen (F},)
von Binet gilt fiir jedes n € N

1'71n:i " — *l s Inltq):1+\/5
NG i) 2
: . Lgn _ 1 n . 1
Wir haben also eine Folge der Form (W‘I) -7 (—1/) )nEN mit |®| > |1|. Da log ®
irrational ist, ergibt eine Anwendung von Satz 2.4, dass (F},) Benford ist.

(b) Sei nun (P,)

neN- Nach der Formel

neN

nen die Folge der Primzahlen. Nach dem Primzahlsatz gilt

lim " =1
n—oo n - logn

Insbesondere gibt es also ein C > 0 und ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt
P, < C-nlogn.
Damit ist

log P, <1 logC  log(logn) n—oo
logn — logn logn

L,

so dass wegen Teil (¢) von Lemma 2.2 (log P,),,cy nicht gleichverteilt modulo 1 ist,
was aber wegen Satz 2.2 bedeutet, dass (P,), cy nicht Benford ist.

Im Hinblick auf die folgenden Resultate sei an einen wichtigen Konvergenzbegriff fiir eine
Folge von ZufallsgroBen (Xy), oy erinnert: Sei fiir jedes n € N dann X, eine Zufallsgrofe auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,,, %, P,,). Wir sagen die Folge von Zufallsgrofien (X,,),, oy
konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsgrofie X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,%, P), falls

lim Fy, (t) = Fx (t), fir alle t € R an denen Fx stetig ist.

n—oo

Wir schreiben hierfiir auch kurz X,, = X. Da Fx, (t) = P,({X, <t}) und Fx (t) =
P ({X <t}) lasst sich die Konvergenz in Verteilung auch mithilfe von Wahrscheinlichkeits-

. D
maflen charakterisieren, denn X,, — X genau dann, wenn

lim P, ({X, <t})=P({X <t}), fir alle t € R mit P ({X =t}) =0.

n— oo

Fiir eine Zufallsgrofie Z auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, X, P), welche P-fast-sicher
nur Werte in [0,1) annimmt, so dass die Verteilung Pz ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf
([0,1),9B[0,1)) ist, definiert man fiir k¥ € Z den k-ten Fourier-Koeffizienten von Py als

1 1
Pz (k) = / o2kt Py (dt) = / e Fy (dt) .
0 0

Man nennt die komplexe Folge (1/3; (k))k , dann die Folge der Fourier-Koeffizienten von
€

Py. Nach dem Transformationssatz fiir die Integration beziiglich Bildmaflen gilt zudem fiir
jedes k € Z

1
Pz (k)= / o27kt Py (dt) = / o27kZ 4P,
0 Q
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Wegen

1
‘PAZ(k)] §/|ei2”kt|PZ (df) = 1,
0

ist (ﬁz (k))k . beschrankt und zudem gilt stets
€

1

Py (0)= / 2™ py (dt) = / Py (dt) = 1.
0

0

Das folgende Lemma beinhaltet nun einige wichtige Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten,
welche wir fiir die nachfolgenden Betrachtungen bendtigen werden:

Lemma 2.3. Seien Z und W Zufallsgréfien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, %, P),
welche alle P-fast-sicher nur Werte in [0,1) annehmen. Dann gilt:

(a) Es gilt P; = Py genau dann, wenn fir alle k € Z
Py (k) = Pw (k).

(b) Sind Z und W unabhingig, so gilt fir alle k € Z

Pizw) (k) = Pz (k) - Pw (k).

(¢) Sei fiir jedes n € N nun Z, eine Zufallsgrofie auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q("), x(m), P(”)), welche P™ -fast-sicher nur Werte in [0,1) annimmt. Die Folge von

Zufallsgrifen (Zy),cyn konvergiert genau dann in Verteilung gegen Z, wenn

o —

lim Py (k) =Py (k),  fir alle k € Z.

n—oo

BEWEIS.

Zu (a): Siche zum Beispiel [2].

Zu (b): Wegen der Unabhéngigkeit von Z und W und der Messbarkeit von cos (27+) und
sin (27) sind fiir jedes k € Z\ {0} auch e*™*Z = cos (27k - Z) + isin (27k - Z) und
e!2™"W — cos (2mk - W) + isin (27k - Z) unabhiingig. Daraus ergibt sich schlieflich fiir
k € Z\ {0} mit der Unabhéngigkeit

P<Z+W> (k.) — ei27‘rk:s P(Z+W) (dS) _ /ei2ﬂk<Z+W> dP = /eiZTrk(Z+W) dpP

Q Q
eiQTrkZ ei27‘rkW dP = /eiZTrkZ dP - /eiQTrkW dP
Q Q

I
S O O

1
oi2mks Py (ds) . /eiQﬂkt Py (dt) = ﬁz (k) ./IBW (k)
0

Da m 0)=1=1-1= P, (0) - Py (0) gilt die Aussage also fir alle k € Z.
Zu (c): Siehe zum Beispiel [7]. O
Es folgt nun ein weiteres Lemma, welches Auskunft iiber die Unabhéngigkeit einer Zufallsgrofie

von einer konstanten Zufallsgréfie gibt:

Lemma 2.4. Sei X eine Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P) und
Y: Q — R definiert gemdfl Y (w) := ¢ fir ein ¢ € R. Dann sind X und Y unabhdngig.
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BEWEIS. Es reicht die Unabhéngigkeit auf Mengen der Form {X <z} und {Y <y} zu
iiberpriifen. Es ist zunéchst fir y € R

@, falls ¢ >y,

Y < = < =
VY =yh={e=y} {Q, falls ¢ < y.

Daher gilt nun fiir alle z,y € R
PHX <zpn{Y <y}) = P{X <a}n{c<y})

0, falls ¢ > y,
|\ PHX <z}), fallsc<y,

=P{X<a})- PH{Y <y}),
so dass X und Y unabhéngig sind. (]

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, 8B) mit Verteilungsfunktion Fp. Dann werden
wir nun zeigen, dass es dann stets eine Zufallsgrofie X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(V.Y p) gibt, so dass Fp = Fy gilt.

Lemma 2.5. Sei P ein Maf$ auf (R,B) und Fp: R — [0, 1] die Verteilungsfunktion von
P. Dann gibt es eine Zufallsgroffe X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (', %/, 1) mit
Fp = Fx. Insbesondere gilt also px = P.

EWEIS. Sei Q' := (0,1), ¥/ = ,1) und p == Ng 1. Definiere dann Fp : Q' — R geméi
B Sei 0,1), ¥ =9(0,1 d p == Ng,1. Definiere d Fp: QY R 3
Fp (t) =inf{z e R|Fp (x) > t}.

Falls Fp, (t) < y, so ist also Fp(y) > t. Ist andererseits nun Fp (y) > t, so ist y €

{r eR|Fp (_x_Z t}, also insbesondere y > inf {x € R| Fp (z) > t} und daher y > Fp (1).

Somit ist Fp ()t) < y genau dann, wenn Fp (y) > ¢. Damit ist
{Fp <y} ={te(0.1)|Fp (t) <y} ={t € (0,1) [t < Fp(y)} = (0,Fp (y)] N (0,1).
Also ist F'; messbar und
pp (—oo,yl) = 1 ({Fp < v}) = Xoa ({Fp <u}) = 20a (0, Fp ()] N (0,1) = Fp (y).
Damit ist X := F die behauptete Zufallsgrofie auf (', X/, p). a

Ist eine Zufallsgrofie Z gleichverteilt auf [0,1), das heiit Pz = Mg 1, so sind die Fourier-
Koeffizienten besonders einfach, denn

1 1
— ) ) 1, falls k=
PZ (k) _ /6127rkrt AO,l (dt) — /612wkt dt = {0’ f:llz . 7& 87
0 0 ’ '

Nun folgt ein Resultat, welches Aussagen iiber die Gleichverteilung modulo 1 fiir Zufallsgrofien
beeinhaltet:
Satz 2.5. Seien X und Y Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P).

(a) Falls X gleichverteilt modulo 1 ist und Y wunabhingig von X, so ist auch X +Y
gleichverteilt modulo 1.

(b) Falls (X) und (X + 0) mit einem 0 € R\Q die gleiche Verteilung besitzen — das heifst
Pixy = Pix49) — soist X gleichverteilt modulo 1.
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(c) Sei (Xn),ey eine Folge unabhingig und identisch verteilter Zufallsgréfien auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P), so dass X1 nicht nur abzahlbar viele Werte an-
nimmt®. Dann gilt

lim P<{<2Xk><s}> =3, fur alle 0 < s < 1.

Das heifst es gibt eine Zufallsgrofe Z auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (', )
mit

<ZXk> — 2 7 mit pg = Ao,
n—-+oo

BEWEIS.

Zu (a): Fir alle k € Z gilt wegen Teil (b) von Lemma 2.3 wegen der Unabhéngigkeit von X
und Y

P<X+Y> (k) = ?(;)(k) f<Y\> (k).

Da X gleichverteilt modulo 1 ist, das heiit Pxy = Xo,1 gilt Pix) (k) = 0 fiir alle k& # 0
und damit auch -
P(X+Y> (k) =0,

_— —

unabhéngig von Py (k). Da zudem stets Py (0) = E)(\)(O) = 1 gilt, erkennt man,
dass insgesamt

1, falls k=0,

0, falls k #£0,

Pix+y) (k) =Ny (k) = {

so dass wegen Teil (a) von Lemma 2.3 ebenfalls P xyy = Mo,1 gilt, was aber gerade
heifit, dass X + Y gleichverteilt modulo 1 ist.

Zu (b): Falls 6 irrational ist, so ist auch () irrational, so dass wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen kénnen 6 = (f) — also 0 < 6 < 1. Da die Zufallsgréfien X und
Z:Q — R mit Z (w) := 6 nach Lemma 2.4 unabhéngig sind, gilt wieder

Pix oy (k) = Pixtz) (k) = Pix) (k) Przy (k) = Pix) (k) - 60 (k) -
Wegen 85 (k) = fol 27kt 5o (dt) = €27k gilt also fiir alle k € Z
Pix 1oy (k) = 2™ Py (k).

Wenn (X) und (X + 60) die gleiche Verteilung besitzen — also P x) = Pix ) — so gilt
fiir alle k € Z - o
Pixy (k) = Px 1) (k) = €™ Py (k).

Da 6 irrational, ist der Ausdruck e?7* fiir alle k # 0 ungleich 1, so dass die Gleichheit
nur dann gelten kann, wenn fiir alle k # 0 gilt

Pixy (k) = 0.

Da zudem stets E; (0) =1, gilt dann wieder f@?)(k) = Xoj (k) fur alle k € Z, so
dass wegen Teil (a) von Lemma 2.3 gelten muss P x) = Xo,1. Also ist X gleichverteilt
modulo 1.

Zu (c): In Weiterfiihrung der Aussage von Teil (a) von Lemma 2.3 gilt fiir die Fourier-
Koeffizienten von >_;_, X} einer unabhéngigen Folge

n

Py xy (0) = kl'[l Pixp (0),  firalle £ € Z.

5Das heifit P ({X1 € C}) < 1 fiir jede abzéhlbare Menge C € B.
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Da die Folge (X,),cy zudem identisch verteilt ist, gilt ferner

n

Py x) ) =[] Pxyy (0) =
k

n
k=
=1

e

Py (e)] " firalle feZ.

Da fiir alle £ € Z dann ’]70:) (6)‘ <1 ist, gilt

lim P~ o (0) = lim [Pr) (0] =0,

n— 00 k=1 n— 00

falls ‘?@S (E)‘ < 1 ist. Wir wissen zudem, dass stets ﬁ):) (0) = 1. Die Frage ist nun,
ob es auch moglich ist, dass auch fiir andere £ # 0

Py (00)] = 1

gelten kann. Sei also ¢y € Z mit ¢y # 0 und

%(60)‘ = 1. Dann gibt es ein
0 < ¢ < 1mit P/QS(EO) = ¢/27¢, Damit gilt mittels dem Transformationssatz fiir

Lebesgue-Integrale dann

X1

1
0=1— o~ i27¢ P< ) (50) -1 /eiZWZot o i2m¢ P(X1> (dt)
0

1
1— eiZwlo(tff/zo) P(Xl) (dt) —1_ /ei27r€o(t7€/€o> P(X1) (dt)
0

1-—

1
0/

1
/61277508 P(X1—€/£0> (ds)
0
Damit muss fol e2m0s Py /0y (ds) = 1 € R sein. Damit muss aber der Imaginérteil
des Integrals

1
ei27rlos P{Xl—ﬁ/éo) (ds)

0
1

= / COs (27’1’608) P(X1—€/£0> (dS) +i
0

sin (27m4os) P x, —¢/e,) (ds)

o—

verschwinden, das heif}t also fol sin (274os) P(x, —¢/e,) (ds) = 0. Daraus ergibt sich

1 1
0=1- /ei%éoS Pix,—¢/p) (ds) =1 — /cos (27mlos) Pix,—e/e,) (ds)
0 0

[1 — cos (27mLos)] Prx, —e/ep) (ds)
—_—
>0

[1 — cos (2mly (X1 — &/10))] AP,

>0

Il
O o~

wobei im letzten Satz der Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale angewandt wurde.
Die Gleichheit kann aber nur gelten, falls fiir P-fast-alle w € € gilt

1 = cos (2mly (X7 (w) — &/e0)) = cos (2mly (X1 (w) — &/t0 — | X1 (W) — &/t0]))
= cos (27 (bp X7 (w) — &)) .
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Das bedeutet aber P-fast-sicher {4 X1 = £ + k fiir ein k € Z. Damit ist
P({toX1 € € +2}) > P({foeX1 = € +k}) = 1.

Das heifit P ({¢oX1 € £+ 7Z}) = 1 und X; nimmt insbesondere nur abzdhlbar viele
Werte an, was einen Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also kann es so ein £y # 0
nicht geben und es folgt

lim P~ o (6) = lm [P, (z)]” —Moa(0),  firalle f e Z.

n—00 k=1 n—00

Nach Teil (¢) von Lemma 2.3 gilt also

T}LIQOP<{<;X;€> <s}> = s, fur alle 0 < s < 1.

Nach Lemma 2.5 kénnen wir nun eine Zufallsgrofle Z auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(€, %, 1) wahlen, so dass puz = MXg1, so dass also nach der Definition der Konvergenz

in Verteilung
<Z Xk> L2z
1 n—-+o0o

Mithilfe von Fourier-Koeffizienten kann man die Benford-Eigenschaft von Zufallsgrofien leicht
charakterisieren: Eine Zufallsgrofie X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, X, P) ist genau
dann Benford, wenn

O

1, falls k=0,
Plogix)y (k) = {0 falls k& # 0.

Dann ist ndmlich log | X | gleichverteilt modulo 1, was wegen Satz 2.2 dquivalent zur Benford-
Eigenschaft von X ist.

Im Hinblick auf das Grenzverhalten von Folgen von Zufallsgréfien, welches wir in Kapitel 3
nédher betrachten, tétigen wir noch folgende

Definition 2.7. Eine Folge von Zufallsgréfien (X,,)
Benfordsche Gesetz, falls

nen konvergiert in Verteilung gegen das

lim P({S(X,) <t}) =logt, fur alle 1 <t < 10.

n—oo

Bemerkung. Die Definition besagt nun, dass keine der Zufallsgrofien X,, Benford sein muss,
jedoch die ZufallsgroBen S (X,,) in Verteilung gegen S (X) konvergieren, wobei X eine
Zufallsgrofle ist, welche Benford ist. &

Mit dieser Begriffsbildung erhalten wir als direkte Folgerung aus Satz 2.5:

r \
Satz 2.6. Sei (X,),cy eine Folge unabhdngig identisch verteilter Zufallsgréfien auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P), so dass X1 nicht nur abzdhlbar viele Werte
annimmt. Dann konvergiert die Folge (IT_, X&) in Verteilung gegen das Benfordsche
Gesetz, das heifit

neN

o (fo(f17) <)) v

BEWEIS. Da log|-|: R — R eine messbare Funktion ist, ist auch die Folge (log|Xp|),cy
unabhingig und identisch verteilt. Natiirlich nimmt dann auch log | X | nicht nur abzéhlbar
viele Werte an. Nach Teil (¢) von Satz 2.5 gilt dann aber

P <{<10g£[lxk|> < s}> =P <{<;log|Xk> < s}> I s, firalle 0 <s <1,
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so dass ((log[Tp_; [Xk])), oy in Verteilung gegen eine Zufallsgrofie X auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€', ¥, ) konvergiert mit px = Xo,1. Nach Definition 2.6 ist X dann
gleichverteilt modulo 1. Also konvergiert die Folge ((log [Tj_; X&), oy in Verteilung gegen
eine Zufallsgrofle, welche gleichverteilt modulo 1 ist, was wegen Satz 2.2 und Definition 2.7
heifit, dass ([,_; X k)pen in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz konvergiert. O

Bemerkung. In Satz 3.9 werden wir noch sehen, dass mit denselben Voraussetzungen von

Satz 2.6 sogar
P <{ (H Xk> ist Benford}) =1
k=1 neN

gilt. Das heiflt fiir P-fast-alle w € Q ist die Zahlenfolge (log [Ty Xk (w)]),,cy gleichverteilt
modulo 1, was in Hinblick auf Teil (a) von Satz 2.2 dquivalent dazu ist, dass die Folge
(ITh=1 Xk (W), e fiir P-fast-alle w € € Benford ist. &

Beispiel 2.5.
(a) Sei X eine exponentialverteilte Zufallsgrofie mit E [X] = 1, das heifit

Fx(t)=1j400) [1—¢7"], firteR.

Dann ist fir 1 <t < 10

P({S(X)gt})P({Xe Do 10’“[1,15]}) = io Py (107 [1,1])

k=—o0 k=—o0
+o0 +oo . .
= 3 [Fx (10°) = Fx (10%)] = 37 [ent" - 10|
k=—o00 k=—oc0
# logt,

so dass X nicht Benford ist. Betrachtet man jedoch eine Folge von unabhéngigen
exponentialverteilten Zufallsgrofien (X,),, oy mit E [X,,] = E [X;] = 1, so liefert Satz 2.6,

dass jedoch
i < = ‘[
nhm P ({S (kl |1 Xk> t}) logt,

womit (TT7_; X&) in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz konvergiert.

(b) Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsgrofie, das heifit

neN

1 22
fx (x) = T, fir z € R.

e
V2T

Genau wie in (b) erhdlt man durch Nachrechnen

+oo

PHS(X)<th) = Y  [®(10%) — & (10%)] # logt,

k=—o0

wobei @ (s) == [ joo fx () A (dz) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
sei. Man schlussfolgert nun also wieder, dass X nicht Benford ist. Betrachtet man aber
wieder eine Folge von unabhéngigen standardnormalverteilten Zufallsgrofen (X, ), oy
und wendet Satz 2.6 an, so konvergiert aber ([],_; X k)pen i Verteilung gegen das
Benfordsche Gesetz.

Sei (Xy,),cn €ine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten ZufallsgréBen. Die Voraus-
setzung, dass X7 nicht nur abzéhlbar viele Werte annimmt, ist zum Beispiel immer dann erfiillt,
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wenn X eine Dichte fx, besitzt, denn dann ist fiir jedes abzéhlbare C' = |~ {¢, } € B

namlich
P({X,eC}) /led)k Z/fxld)}\ Zo_o<1
n=1
{Cn

Etwas allgemeiner ist die Voraussetzung aus Satz 2.6 auch dann erfiillt, wenn die Verteilungs-
funktion Fx, linkseitig stetig auf R ist. Denn dann gilt

P{XieCh)=P ({Xl € U {Cn}}> = ZP({XI = cn})

n=1

_Z {X1 <P\ {X1<cn}) =

Z (FX1 cn) — xahcr,?foFxl (cn) ) = Z (Fx, (cn) — Fx, (c)) =0 < 1.

2.3 Skaleninvarianz-Charakterisierung

Wie bereits von Benford selbst beobachtet, tritt das Benfordsche Gesetz in den unterschied-
lichsten Bereichen — das heifit auch auf unterschiedlichen Skalen auf. Sollte es sich beim
Benfordschen Gesetz wirklich um ein ,Naturgesetz” — im Sinne von einer Eigenschaft des
Dezimalsystems — handeln, so sollte es unabhéngig von der Skala, das heiffit unabhéngig von
Mafeinheiten gelten. Gentigt also zum Beispiel ein Datensatz in Metern dem Benfordschen
Gesetz, so sollte dieser dann auch umgerechnet in Fufl oder Meilen dem Benfordschen Gesetz
geniigen.

Wir werden nun zeigen, dass dies in geeigneter Formulierung eine Charakterisierung der
Benford-Eigenschaft ist. Jedoch kommt es hierbei wesentlich auf die richtige Formulierung an:
Betrachten wir zum Beispiel den messbaren Raum (R*,B7) und ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
P auf diesem. Dann kénnte man P skaleninvariant nennen, wenn

P(aB)=P(B), fiir jedes B € BT und jedes a > 0 (2.1)

gilt. Angenommen es géiibe so ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R*,837"). Dann bezeichne
Fp: R — [0,1] die Verteilungsfunktion

Fp(x) = P((0,2]).
Aus der Skaleninvarianz (2.1) folgt dann
Fp(1)=P((0,1)) = P(a(0,1]) = P((0,a]) = Fp (e), fir alle a > 0.

Das heifit Fpp ist auf ganz R konstant. Da aber Fp (0) = 0 und lim,_, 4o, Fp (z) = P (R") =
1 kann es ein solches P nicht geben. Es wird sich zeigen, dass diese Bedingung nicht fiir alle
B € 871 gefordert werden darf.

Genauso konnte man auf die Idee kommen eine Zufallsgrofie X auf (2,%, P), welche
P-fast-sicher nur Werte in R™ annimmt, skaleninvariant zu nennen, wenn X und X fiir
alle @ > 0 die selbe Verteilung besitzen, das heiffit wenn

P.,x = Px, fiir alle o > 0. (2.2)

Wir erkennen sofort, dass dann die Zufallsgroe X, welche P-fast-sicher konstant 0 ist,
skaleninvariant ist, denn aX ist dann fiir jedes o > 0 ebenfalls P-fast-sicher konstant 0.
Jedoch ist dann X auch die einzige Zufallsgrofe, welche geméfl (2.2) skaleninvariant ist. Denn
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angenommen es gibt eine Zufallsgrofie X, welche (2.2) erfiillt und nicht P-fast-tiberall 0 ist.
Dann gibt es ein M > 0 und ein p > 0, so dass

P{|X]>M})=p>0.

Damit gilt dann fiir & > 0 auch P ({|aX| > M}) = P ({|X] > M/a}) und wegen der Ober-
halbstetigkeit® von P gilt dann

lim P ({|X > Aj}) — P({|X] = +o0}) = 0.

a—0+0
Somit gilt fiir hinreichend kleines o > 0 dann
P({laX|> M}) <p=P{|X]> M}),

so dass X nicht (2.2) erfiillen kann. Somit gibt es keine Zufallsgrole aufer jene die P-fast-
tiberall 0 ist, welche geméf} (2.2) skaleninvariant ist.

Definieren wir nun aber p auf (R*,87%) durch

b
w([a, b)) = / A (tdt) —1n g, fiir alle [a,b] C RT mit a < b.

Dann gilt fiir jedes a > 0

ab
dt b
w(afa, b)) = p([aa, ab]) = /7 =Inb+Ina—(lna+Ina) =1n—, fiir alle [a,b] C RT,
a

aa

so dass p geméB (2.1) — in voller Ubereinstimmung mit dem bereits Gezeigten — skaleninvariant
ist. p ist ndmlich kein endliches Maf, denn p (RT) = +o0.

Wir erkennen, dass Wahrscheinlichkeitsmafle und Zufallsgrofien nicht skaleninvariant geméafl
(2.1) und (2.2) sein kénnen. Trotzdem kénnen Wahrscheinlichkeitsmafie und Zufallsgrofien
skaleninvariante signifikante Dezimalziffern besitzen:

Definition 2.8. Sei 2 eine o-Algebra auf RT mit 2 O S. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P
auf (R*,2A) hat skaleninvariante signifikante Dezimalziffern, wenn

P(aA)=P(A), fiir alle A € S und alle o > 0.

Zunichst ist fiir alle & > 0 dann a4 nach Lemma 1.2 wieder in S, so dass die obige Definition
sinnvoll ist. Bis jetzt ist aber nicht klar, ob es iiberhaupt ein Wahrscheinlichkeitsmaf} gibt,
welches diese Eigenschaft besitzen kann. Sei nun B die Benford-Verteilung auf (R*,S). Dann
gilt fir A =J;>° 10 [a,b] € Smit 1 <a < b < 10

k=—o0

—+o00 +o0 —+o0
ad= ] 10" a5 = [ ] 10°Fe) g p) = | ] 10*C,

k=—o00 k=—o0 k=—o00

wobei sich durch Nachrechnen zeigt, dass

[10<10g”‘>a, 1O<1°ga>b] , falls 0 < (loga) < 1 — logb,
C= [1, 10<1°g‘1>*1b] u [10<1°g0‘>a7 10) , falls 1 —logb < (loga) < 1—loga,
[100e8 @) —1q 10Meee)=1p] falls 1 —loga < (loga) < 1.

6Ein MaB p auf einem messbaren Raum (2, ) heiflt oberhalbstetig, wenn fiir jede antitone Mengenfolge
(An)pen aus X dann limp oo o (An) = p (ﬂzo:l An)A
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Damit ist zundchst C' € 9B [1, 10). Nach Definition 2.5 gilt zudem fiir alle 1 < s <t < 10

+oo
B ( U 10F [s,t]) =logt —log s.

k=—oc0

Hieraus ergibt sich

B (aA)
—+oo
=B ( U 10’“0)
k=—o00
log (10<10g ">b) —log (10<10g O‘>a) , falls 0 < (loga) < 1 — logb,
=< log10 — log (1O<1°g “>a) + log (10<1°g0‘>_1b) , falls 1 —logb < (loga) < 1—1loga,
log (100 @)=1p) —log (10%e®)~1q) | falls 1 —loga < (loga) < 1
=logb — loga,

so dass B skaleninvariante signifikante Dezimalziffern hat.

Der folgende Satz zeigt nun, dass die Benford-Verteilung B auch das einzige Wahrschein-
lichkeitsmaB auf (RT,S) ist, welches diese Eigenschaft besitzt:

Satz 2.7 (Skaleninvarianz-Charakterisierung). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(RT,2A) mit 2 2 S. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P hat skaleninvariante signifikante Dezimalziffern.
(ii) Fir alle A€ S gilt P(A) =B (A), das heifst P ist Benford.

BEWEIS. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R™,2) und bezeichne P* die Einschriankung
von P auf (R*,S). Es sei an die Funktion L: RT — [0, 1) definiert gemé8 L (x) == log S ()
aus Satz 1.3 erinnert. Es bezeichne nun ) das Bildmafl von P* unter L, das heif3t

Q= P;.
Sei nun A = [J;>°__10*B’ € S mit B’ € B[1,10) und o > 0. Wie im Beweis von Satz 1.3
gezeigt, gibt es dann genau ein B € B [0,1) mit A = Uzioo 10¥10B. Es gilt zunichst
+oo +oo
ad= ] 10710 = | ] 10*1008 107
k=—o0 k=—o0
+oo
— U 10k10<10g a}—&-B’
k=—o00

wobei (loga) + B := {{loga) +b|b € B}". Sei nun t := (loga) € [0,1). Damit gilt also

+oo +oo +oo
O(A — U 10k10t+B — U 10k10|_t+BJ+<f+B> — U 10k+ \_t+BJ 10<t+B>
k=—o00 k=—o00 k=—o0
+oo
= |J 10105,
l=—o00

Die Aussage (i) bedeutet gerade
P*(A) = P*(ad), fiir alle & > 0 und alle A € S.

“Im Allgemeinen sei fiir eine reelle Zahl 2 und eine Menge A C R dann (z + A) := {(z + a) |a € A}.
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Dies ist nun unter Ausnutzung von A = [J;{>° 10107 und oA = (J;2° _ 10510¢+5) unter

der in Satz 1.3 eingefiihrten Korrespondenz® dquivalent zu
QB)=Q((t+B)), firallete[0,1) undalle B € B[0,1). (2.3)

Nach Lemma 2.5 kénnen wir nun eine Zufallsgréfie X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, 3, u) wahlen, deren Verteilung gerade @ ist, das heiit ux = Q. Da dann X p-fast-sicher
nur Werte in [0, 1) annimmt, ist dann insbesondere Q@ = pux = p(xy. Dann ist (2.3) wiederum
dquivalent dazu, dass (X) und (X +t) fiir alle ¢ € [0,1) dieselbe Verteilung besitzen. Nach
Teil (b) von Satz 2.5 folgt daraus, dass X gleichverteilt modulo 1 ist. Ist umgekehrt X
gleichverteilt modulo 1, so ist nach Teil (a) von Satz 2.5 dann wegen der Unabhingigkeit von
X und t dann (X + ¢t) gleichverteilt modulo 1, da X und ¢t wegen Lemma 2.4 unabhéingig
sind. Das heifit insgesamt ist (2.3) dquivalent dazu, dass die ZufallsgroBe X gleichverteilt
modulo 1 ist. Dies bedeutet aber

Q= pxy = Noj1-

Es gilt nun aber auch @ = P;. Wegen (1.4) gilt auch fiir die Benford-Verteilung By, = Ao 1.
Das heifit wir haben P; = B, — es gilt also nach Satz 1.3

so dass fiir alle A € S gilt

2.4 Spieltheoretische Charakterisierung

Wir werden nun eine Anwendung der Theorie iiber das Benfordsche Gesetz und zugleich
eine weitere interessante Charakterisierung der Benford-Verteilung kennenlernen. Dabei
handelt es sich um das sogenannte Multiplikationsspiel oder auch multiplication game. Bei
der Untersuchung dieses einfachen Spiels werden wir dann in natiirlicher Art und Weise auf
die Benford-Verteilung B stoflen:

Regeln des Multiplikationsspiels. Wir haben zwei Spieler — im Weiteren stets Spieler
A und Spieler B genannt. Die beiden Spieler wihlen unabhéngig voneinander eine natiirliche
Zahl. Spieler A gewinnt, wenn das Produkt der beiden Zahlen mit den Ziffern 1, 2 oder 3
anfangt — andernfalls gewinnt Spieler B.

Wir formalisieren dieses Spiel zunéchst, so dass es sich einfacher mathematisch behandeln
lasst. Da jeder Spieler eine natiirliche Zahl wéhlt, kénnen wir die Ergebnisse dieser Auswahl
als Tupel (4,7) € N x N schreiben. Die Ergebnisse des Spiels — das heifit gewinnt A oder
gewinnt B — kénnen wir demzufolge in eine unendliche Matrix M = (a;;) jen mit

i,

1, falls -7 mit 1,2 oder 3 beginnt,
a;; =
* 0, sonst,

schreiben. Das heifit, wahlt A die Zahl ¢ und B die Zahl j, so steht eine 1 in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte, falls A gewinnt und ansonsten eine 0. A wird nun mit einer gewissen
Wabhrscheinlichkeit p; die Zahl ¢ auswéhlen, wihrend B mit der Wahrscheinlichkeit ¢; die
Zahl j auswéhlt. Damit erhalten wir die Folgen

P=(p1,pa,-.) € 0,1 und Q= (q1,qa...) €[0,1]",

8Dabei wurden Wahrscheinlichkeitsmafie u auf (R*, 8) und v auf ([0,1),% [0, 1)) eindeutig miteinander
identifiziert, falls fiir alle A = Uk:OO—oo 10¥108 dann p (A) = v (B) gilt.
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ipizl und iqul,
i=1 j=1

welche dann als Wahrscheinlichkeitsmafle auf (N, (N)) aufgefasst werden kénnen. Eine
Strategie fir Spieler A in diesem Spiel ist also nichts weiter als ein Wahrscheinlichkeitsmaf} P
auf (N,B (N)), wobei P ({i}) = p; die Wahrscheinlichkeit angibt, dass A die natiirliche Zahl
¢ wahlt und analog fiir Spieler B mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl @. Insofern bezeichnen
wir in diesem Abschnitt Wahrscheinlichkeitsmafie auch als Strategien. Bezeichnen wir nun
mit w (P, Q) die Wahrscheinlichkeit, dass A gewinnt, wenn A die Strategie P wihlt und B
die Strategie Q, so gilt offenbar?

w(P,Q) = ZZpiqg‘aij-

i=1j=1

Wir bezeichnen im Weiteren mit 2J die Menge aller Strategien. Um méglichst oft zu gewinnen
wird A nun versuchen P so zu wahlen, dass egal wie B seine Strategie () wahlt, der Wert
w (P, Q) moglichst grofl wird. Da A davon ausgeht, dass B rational handelt, wird er versuchen
den ,worst-case-Fall” zu maximieren. Spieler A sucht also den Wert

V4= sup inf w(P,Q).
4 Pegj Qew FQ)
Umgekehrt wird Spieler B versuchen den seine Strategie so zu wahlen, dass egal wie A die
Strategie P wihlt der Wert w (P, Q) moglichst klein wird. Da auch B davon ausgeht, dass A
rational handelt, wird er ebenfalls versuchen den fiir ihn schlechtesten Fall zu minimieren,
also sucht B den Wert
Ve = inf sup w(P,Q).
B Qcan Pe% (P,Q)
Es stellt sich nun heraus, dass zwischen V4 und Vg folgender Zusammenhang besteht:

Lemma 2.6. Es gilt stets V4 < Vpg.

BEwEIs. Fiir alle Py € 27 gilt offenbar

inf w (P, Q) < inf P,Q).
ngmw( 0 Q)fégmgggpnw( Q)

Bilden wir das Supremum tiber P € 2 auf der linken Seite, so erhalten wir also

Va= sup inf w(P,Q) < inf sup w(P,Q)=Vg.
A PeaanEQU (P.Q) QGwPern (P,Q) B

|
Unser Ziel ist nun zu zeigen, dass V4 = Vp ist und dann optimale Strategien P* und Q* fiir A
und B zu finden. Dabei nennen wir Strategien P* und Q* optimal, falls V4 = Vg = w (P*,Q*).
Dazu modifizieren wir das Spiel noch etwas. Dazu stellen wir zunéichst fest: Wahlt A die
Zahl ¢ und B die Zahl j und beginnt das Produkt i - 7 mit der Ziffer d, so beginnt auch
(¢10™) - (j10™) fur alle n,m € N mit der Ziffer d, das heifit A hétte auch die Zahl i - 10"
und B die Zahl j - 10™ wéihlen kénnen ohne das Ergebnis zu verdndern. Somit sind die
zugehorigen Eintrdge in der Matrix M redundant. Ferner erkennt man leicht, dass es nicht
notwendig ist natiirliche Zahlen zu wahlen, denn wahlt A die Zahl ¢ = 4yizi3 ... und B die
Zahl j = j1j2js3 ..., so hat das Produkt

(i1,4213...) - (J1,J2d3 - - )

€[1,10) €[1,10)

dieselbe Anfangsziffer wie das urspriingliche Produkt i-5. Dies entspricht gerade den Ubergang
zur Signifikanten S (i - 7).

9Die Wahrscheinlichkeit, dass B gewinnt, falls A Strategie P wihlt und B Strategie Q ist dann 1 —w (P, Q).
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Wir kénnen das Multiplikationsspiel also derart modifizieren, dass wir statt natiirlichen
Zahlen nun sogar reelle Zahlen aus dem Intervall [1,10) wéahlen. Statt abzdhlbar vielen
Moglichkeiten die Zahlen zu wahlen, haben wir nun <berabzdhlbar viele Moglichkeiten. Wahlt
Spieler A nun die Zahl x und Spieler B die Zahl y, so gewinnt also Spieler A wenn

1<z-y<4 oder 10 <z -y <40.

Letztlich ist es noch Vorteilhaft nicht Zahlen x,y € [1,10) zu wihlen, sondern Zahlen
s,t € [0,1) zu wihlen und diese dann mittels z = 10° und y = 10 bzw.

s=logzx und t=1logy
ineinander umzurechnen. Dann gewinnt A, falls
0<s+t<log4 oder 1<s+1t<logd40 =1+ log4.
Dies kénnen wir noch zusammenfassen zu
0<(s+1t) <log4.

Die Gewinnregion von Spieler A ist in Abbildung 9 grafisch verdeutlicht. W&hlt Spieler
B die Zahl ¢ € [0,1), so gewinnt Spieler A, wenn er eine Zahl s wihlt, so dass das Tupel
(s,t) in dem roten Bereich liegt. Zusammenfassend erhalten wir folgende Modifikation des
Multiplikationsspiels:

Regeln des modifizierten Multiplikationsspiels. Die Spieler A und B wéhlen unab-
héngig voneinander eine reelle Zahl aus dem Intervall [0,1). Spieler A gewinnt, wenn die
Summe der beiden Zahlen modulo 1 im Intervall [0,log4) liegt — andernfalls gewinnt Spieler
B.

Wir wollen nun fiir diese Modifikation des Spiels zeigen, dass V4 = Vg ist. Die zugehori-
gen Strategien sind nun Wahrscheinlichkeitsmafie auf ([0,1),%B [0, 1)). W&hlt Spieler A die
Strategie P und Spieler B die Strategie @, so wird in [6] gezeigt, dass dann

1 1 1
://1[0 log 4) 5+t>)P /
0 0 0

gilt. Eine einfache Moglichkeit fiir Spieler A besteht darin, die Zahlen gleichverteilt zu wahlen,
das heifit geméaf der Gleichverteilung Ao 1 auf [0,1). Wahlt nun Spieler B die Strategie d; —
er wahlt also stets die Zahl ¢ € [0,1) — so gewinnt A er wenn eine Zahl s € [0,1) so wéhlt,
dass das Tupel (s,t) im rot schraffierten Bereich von Abbildung 9 liegt. Genauer bedeutet
das

L010g) ({s + 1)) Q (dt) P (ds)

O\w

—

1

1
w (No,1,0¢) = //1[010g4) ((s+1")) 0 (dt") No,1 (ds) /1[Olog4) (s +1)) Ao, (ds)
0 0

1([0,10g4)—¢) (5) No,1 (ds) = No1 (([0,log4) — 1)) = No,1 ([0,log 4))

Il
o\ =}
—

I
—_
o)

03
S
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10

Spieler B

Spieler A

0.8 .

0.4+ .

Spieler B

0.2} B

0 | { { | | d
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Spieler A

Abbildung 9: Die rote Flache ist die Gewinnregion von A. Oben im Bereich [1,10) und
unten nach dem Ubergang zum Logarithmus im Bereich [0, 1).

wobei die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles ausgenutzt wurde. Man beachte, dass
w (No,1,9¢) = log4 unabhéngig davon welches ¢ Spieler B wahlt. Betrachten wir nun den
Fall, dass B eine beliebige Strategie () wahlt, so gilt

11 11
w(No,1,Q 1j0,10g4) ({8 +1)) No,1 (ds) @ 1([0,10g4)—1) (5) No,1 (ds) @ (dt)
= =] [

1
= /%0,1 ((10,1og4) —t)) Q (dt) = /)\o,l (10,log4)) Q (dt) = Ao,1 ([0, log4))
0 0
= log4.
Damit gilt in jedem Falle

Va = f P, > f A = inf log4 = log4.
A= Iglelgpn(glgmw( Q) ln w( 0,1, @) Jnf log og
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Wéhlt umgekehrt Spieler B seine Zahl t geméafl Ao 1 und Spieler A seine Zahl geméf §,, so
erhalten wir analog
w (05, No,1) = log4

und dies wieder unabhéngig davon welche Zahl s Spieler A wéihlt und im Falle einer beliebigen
Strategie P ebenfalls
w (P, No1) = log4, fir alle P € 20.

Wir erhalten also

Ve = inf sup w(P,Q) < sup w (P, ANo1) =w (P, No1) = log4.
QEW pegy Pe

Daher gilt Vg < log4 < V4. Da wegen Lemma 2.6 stets V4 < Vg gilt, haben wir also
bewiesen
Va=Vp =logd.

Man nennt V := V4 = Vi dann auch den Wert des Spiels fiir Spieler A. Wenn also sowohl
Spieler A als auch Spieler B ihre Zahlen s,t € [0,1) geméaf der Gleichverteilung Xo 1 wéhlen,
so gilt nach obigen Gleichungen w (Mo 1, Xo,1) = log4. Also ist Ao 1 eine optimale Strategie
fiir beide Spieler. Spielt A immer gemé&f der Gleichverteilung auf [0,1), so gewinnt er
(auf lange Sicht) unabhdngig davon wie B spielt, mindestens mit einer Wahrscheinlichkeit
von log4 =~ 0,6021 — also in etwa 60% der Félle. Dies ist insofern tiberraschend, da der
Ausgangspunkt den Anschein eines unfairen Spiels fiir Spieler A machte!'?: SchlieBlich gewinnt
A nur” falls drei von neun moéglichen Ziffern als Anfangsziffer des Produkts auftauchen. Die
Ausfithrungen zeigen aber das Gegenteil — es handelt sich um ein unfaires Spiel fiir Spieler B.

Jedoch interessieren wir uns nicht fir die Verteilung der s,t € [0,1), sondern eher fiir
die Verteilung der Zahlen = 10° und y = 10" im Intervall [1,10). Wir erinnern uns an
das Vorgehen, um das Spiel zu modifizieren und betrachten nun die finale Version des
Multiplikationsspiels:

Finale Version des Multiplikationsspiels. Die Spieler A und B wéihlen unabhéngig
voneinander je eine reelle Zahl grofler Null. Spieler A gewinnt, wenn das Produkt der beiden
Zahlen die erste signifikante Dezimalziffer 1, 2 oder 3 besitzt — andernfalls gewinnt Spieler B.

Die von A bzw. B ausgewéhlten reellen Zahlen a > 0 bzw. b > 0 werden so normiert, dass
sie im Intervall [1,10) liegen — wir bilden also die Signifikante. Dies &ndert nichts an der
signifikanten Anfangsziffer von a - b. Wir bezeichnen wie vorher

x=.5(a) und y=2S(b).
Wir schreiben nun = 10° und y = 10¢, so dass
s =log S (a) und t=1logS (b).

Mit der in Satz 1.3 eingefiihrten Abbildung L: RT™ — [0,1) gemifl L = logoS gilt also
s = L(a) und t = L (b). Da die Zahlen s,t € [0,1) fiir die optimale Strategie gleichverteilt
gewdhlt werden sollen, suchen wir also ein Wahrscheinlichkeitsmafl g mit der Eigenschaft

pr = AXo,1. (2.4)

Nach Satz 1.3 gibt es nun genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf (R*,S) mit dieser
Eigenschaft, welches in (1.4) als die Benford-Verteilung B charakterisiert wurde. Die von
Spieler A bzw. Spieler B ausgewéhlten Zahlen a und b miissen bei der optimalen Strategie also
geméfl der Benford-Verteilung gewdhlt werden. Zusammenfassend erhalten wir also

10Man wiirde das Spiel unfair fiir Spieler A nennen, wenn V4 < 1/2.
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Satz 2.8 (Spieltheoretische Charakterisierung). Die Benford-Verteilung B ist sowohl
fir Spieler A als auch Spieler B eine optimale Strategie fir die Wahl von a > 0 und
b > 0 fir das Multiplikationsspiel.

Wir verallgemeinern das bisherige Spiel so, dass Spieler A das Multiplikationsspiel dann
gewinnt, wenn fiir ein gewisses B € B [1,10) gilt

x -
. B d —= € B.
HARN TS oder 10 E

Im bisherigen Spiel war B = [1,4). Gehen wir dann ebenfalls zum Logarithmus iiber und
bilden log B € %8 [0,1), so gewinnt A wenn mit s := logz und ¢ := logy gilt

(s +1t) €logB.

Wihlt Spieler A als Strategie wieder die Gleichverteilung X ; und Spieler B die Strategie @
so erhalten wir wieder wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles

11 11
w (No,1, @ //llogB )) Ao,1 (ds) Q //1(10gB # (8) Ao,1 (ds) Q (dt)
00 00

1
)}\0,1 ((log B—1t))Q (dt) = /)}\0’1 (log B) Q (dt) = Xo,1 (log B) .
0

I
o— _

Damit gilt wieder V4 > X¢ 1 (log B). Analog zeigt man Vg < Mg 1 (log B), so dass auch hier
Va=Vp = N\o,(log B)

gilt. Auch hier ist es fiir beide Spieler die optimale Strategie die Zahlen s, ¢ € [0, 1) gleichverteilt
auf [0,1) zu wihlen. Transformiert man dies wieder auf das urspriingliche Intervall [1, 10)
zuriick, so ergibt sich wie in (2.4), dass es fir beide optimal ist die Zahlen x und y geméaf
der Benford-Verteilung B zu wéhlen. Der Wert V' des Spiels fiir Spieler A ist dann V' =
»\071 (10g B)

Man kann das Multiplikationsspiel auch als Spiel auf bestimmten kompakten topologischen
Gruppen betrachten. Das soll hier nun aber nur skizziert werden — fiir die Details siehe [15].
Die zugrundeliegende Menge X := [1,10) ist ndmlich mit der Multiplikation

zy falls 10 < z -y < 100

{x-y, falls 1 <z -y < 10,
TRy =
10

eine kommutative Gruppe, welche mittels

X 52+ e?mlosr o

isomorph zum Einheitskreis (T, -) ist. Demnach handelt es sich um eine kompakte topologische
Gruppe (X, *). Genauso handelt es sich bei der Menge Y := [0, 1) versehen mit der Addition
Modulo 1 — das heifit s+t := (s + ) — um eine kommutative Gruppe, welche ebenfalls mittels

Ysyr—e?™eT

isomorph zum Einheitskreis (T, -) ist. Daher ist (Y, +) ebenfalls eine kompakte topologische
Gruppe. Die Abbildung ®: Y — X definiert gemifl ® (y) := 10¥ ist dann ein Gruppeni-
somorphismus zwischen X und Y. Betrachten wir auf Y = [0,1) die Borelsche o-Algebra
8 [0, 1) und darauf die Gleichverteilung X ; — also das Lebesgue-Ma$ auf [0, 1) — so gilt fiir
das Lebesgue-Mafl bekanntermaflen die Translationsinvarianz

N1 (y+ B)=No1(B), fir alle y € Y und alle B € %8 10,1), (2.5)
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”

wobei ,,+” im Sinne der Gruppenoperation Modulo 1 zu verstehen ist. Im Sinne der Theorie
der kompakten topologischen Gruppen ist das Lebesgue-Mafl Ao ; ndmlich das Haar-Mafi
der Gruppe (Y, +). Mittels des Isomorphismus’ ® tibertragt sich (2.5) auf (X, %) dhnlich wie
in (2.4) zu

B(zxA)=B(A4), fiir alle € X und alle A = 107 mit B € [0,1).

Dies bedeutet im Sinne der Theorie kompakter topologischer Gruppen, dass die Benford-
Verteilung auf [1,10) gerade das Haar-Maf} der Gruppe (X, %) ist und spiegelt die Eigenschaft
der skaleninvarianten signifikanten Dezimalziffern geméfl Satz 2.7 wider.

2.5 Basis-Invarianz-Charakterisierung

Geniigt Datensatz dem empirischen Benfordschen Gesetz (1.1), so sollte die Giiltigkeit nicht
davon abhéngen zu welcher Basis b man die Daten betrachtet. Sei nun A € S. Wie in
Lemma 1.2 gezeigt, gilt dann fiir n € N auch /A € S. Nach [10] ist es nun so, dass ein
Basiswechsel von der Basis b zur Basis b dann gerade dem Ubergang von {/A zu A bedeutet.
Deshalb ist es sinnvoll, folgende Definition zu tatigen:

Definition 2.9. Sei ¥ eine o-Algebra auf RT™ mit ¥ O S. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P
auf (R*, ) hat Basis-invariante signifikante Ziffern, falls

P(A):P(C/Z), fiir alle A € S und alle n € N.

Beispiel 2.6.

(a) Wir betrachten das Dirac-Maf d;, welches im Punkt 1 konzentriert ist. Fir alle A € S
gilt dann

51 (A) = 1, falls1e€ A,
Y0, falls1¢ A,

_J1, falls1e VA,

)0, falls1¢ VA,

=0 (VA4),
da fiir alle n € N dann 1 € A genau dann, wenn 1 € /A = {z > 0| 2" € A}. Nach
Definition 2.9 hat dann §; Basis-invariante signifikante Ziffern. Andererseits hat das

Dirac-Maf} 3, welches im Punkt 3 konzentriert ist, keine Basis-invariante signifikanten
Ziffern, denn mit A = {z > 0|5 (z) € [3,4)} gilt J35 (A) = 1 wohingegen fiir

VA = {w>0‘5(m) € [V3,2) U |V30,v40) } € 1,2 U 5,7

gilt

5 (VA) =0.

Damit haben wir also d3 (A) # d3 (\/Z) und 63 hat keine Basis-invariante signifikanten
Ziffern.

(b) Betrachten wir die Gleichverteilung X1 auf [0,1). Sei nun

A={z>0]d () =1} ={x>0|S () €[1,2)} = G 10 [1,2).

k=—o0
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Da N1 (RT\[0,1)) = 0 reicht es

= G 107" [1,2)
n=1

zu betrachten. Es ist nun

No1 (A Z»“Ol (107" [1,2)) 210":7

Andererseits ist aber

VA ={z>0|ze A} = [j 107" ([1,v2) U [VI0,v20) ),

n=1

woraus sich dann sofort ergibt

s (V) = 3 30, 0 ([143) 0 i )

:Z " (V2= 1+ V20— V10)
" =(v2-1)(1+v10)
(ﬁ—l)(1+\@)>—

>1

Nl

Das heifit es gilt g1 (4') < Xon (\/A’), woraus sich sofort ergibt, dass X1 keine

Basis-invarianten signifikanten Ziffern besitzt.

Wir betrachten nun die Benford-Verteilung B auf (R™, S). Wir betrachten nun zunéchst
“+o00

A= |J 10°(1,10°),  mit einem 0 < s < 1.

k=—o0

Sei nun n € N. Im Beweis von Teil (¢) von Lemma 1.2 wurde gezeigt

“+o00 n—1
Va= | 1w [10]'/"710““’/").
k=—o0 7=0
Damit haben wir
n—1 » . n—1 ‘ .
B (\/Z) =3B ([101/",10“*”/”)) - (1og 1099/ _ log 101/")
§=0 j=0
n—1

_ <‘7+8])_5_]og10510g1_B(A).
0 n n

Damit gilt die Gleichheit fir alle A € S der obigen Form. Analog zeigt man die
Eigenschaft fiir beliebige A = (J{>° _10*B € S.

Beispiel 2.6 zeigt insbesondere, dass das Dirac-Maf §; und die Benford-Verteilung B Basis-
invariante signifikante Ziffern besitzen. Jede Konvexkombination

P, =ad+(1—a)B, mit einem 0 < o < 1,
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hat dann wegen

-r, ()

auch Basis-invariante signifikante Ziffern. Damit gibt es also tberabzdhlbar viele Wahr-
scheinlichkeitsmafle P, mit Basis-invarianten signifikanten Ziffern. Das Hauptresultat dieses
Abschnitts wird nun aber zeigen, dass es eben genau nur diese Wahrscheinlichkeitsmafle P,
sind, welche diese Eigenschaft erfiillen.

Fiir das Hauptresultat dieses Abschnitts bendtigen wir noch etwas Vorbereitung: Sei
(©,%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7: @ —  eine messbare Abbildung. Wir
nennen 7' dann P-majlerhaltend oder sagen P ist T-invariant, falls Pr = P, das heif}t

Pr(A)=P(T'(A) =P(A), firalle AeX.
Fir n € N betrachten wir nun die Abbildung T,,: [0,1) — [0,1) definiert gema8
T, (z) == (nx).
Wir suchen nun alle Wahrscheinlichkeitsmafie P auf ([0,1),% [0, 1)), welche T),-invariant fir
alle n € N sind.

Lemma 2.7. Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf ([0,1),81[0,1)) ist genau dann fir alle
n € N T,,-invariant, wenn fiir ein gewisses 0 < a <1 gilt

P = adg + (1 —Oé) )\0,1.

BEWEIS. Den Beweis fithren wir mithilfe der Fourier-Koeffizienten
1
ﬁ(k) = /ei27”CS P (ds), fir k € Z,
0

welche wir in Abschnitt 2.1 eingefiihrt hatten. Wir wollen nun zunéchst die Fourier-Koeffizienten
des Bildmafes Pr, bestimmen. Es gilt

1
ﬁ;(k}) _ ei27rks PTn (ds) _ /ei27ran(s) P (dS)
0

1
Ci27rk<ns) P(dS) _ /CiZWk(nsf [ns]) P(dS)
J (2.6)

=1

1
ei27rkns efiQWk:Lnsj P (ds) _ /eiZ‘n'(kn)s P (dS)
0

Il
W T — i T T —

Nun werden wir die Aquivalenz zeigen:

< Sei P = adp + (1 — &) No,1. Zunéchst gilt

1
5o (k) = /eig’rks 8o (ds) = 2™ 0 = 1, fir alle k € Z.
0
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Ferner ist bereits bekannt

S o b k=0
P00, falls k £ 0.

Fasst man dies nun zusammen haben wir also

B (k) = 1, falls k=0,
), falls k#£0.

Damit gilt wegen (2.6) fiir n € N und k € Z mit k # 0
Pr (k) =P (nk) =P (k).
und natiirlich auch fT: (0) =1, so dass
Pr. (k) =P(k), firalleke Zundallen e N.

Da die Fourier-Koeffizienten das Maf} eindeutig bestimmen, gilt also Py, = P — also ist
P T, -invariant fiir alle n € N.

=: Sei nun P T,-invariant fiir alle n € N. Dann gilt wegen (2.6) fiir alle n € N insbesondere
Pn)=P(n-1)=Pp, (1)=P(1) =«

und genauso N . o .
P(-n)=P(-n-1)=Pr, (-1)=P(-1).

Da fiir Fourier-Koeflizienten stets gilt

ol

1 1
(k) = /ei2ﬂ'ksP(dS) — /e—i%’fs P(ds) = /ﬁ(—k)7 fur alle k € Z,
0 0

erhalten wir also
falls £ > 1,

«,
P(k)={1, fallsk=0,
a, falls k < —1.

Nun ist fir z ¢ Z

1 L 1L 1 (&
i i S = (Y

Also haben wir

N
1 : 0, fallsxz e R\Z
li § i2mnx — ’ ’
B N ¢ {1, falls x € Z.
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Daraus ergibt sich mittels des Satzes von der majorisierten Konvergenz

1 N
P({O}):/l{o} (s)P(ds):/ lim 3" P (ds)
0

Damit ist « reell und 0 < o < 1. Somit hat P diegleichen Fourier-Koeffizienten wie
ado + (1 — a) No,1 und da die Fourier-Koeffizienten das Mafl eindeutig bestimmen, gilt
demnach P = adp + (1 — &) Xo,1- O

Es folgt nun das bereits erwdhnte Hauptresultat dieses Abschnitts, welches eine weitere
Charakterisierung der Benford-Verteilung mittels Basis-invarianten signifikanten Ziffern
liefert:

r 2
Satz 2.9 (Basis-Invarianz-Charakterisierung). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf
dem messbaren Raum (RT,X), wobei ¥ DO S gelte. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) P hat Basis-invariante signifikante Ziffern.
(ii) Fir alle A € S gilt mit einem gewissen 0 < o < 1

\ P(A) =ad, (A)+ (1 —a)B(A). |

Bevor wir Satz 2.9 beweisen, erhalten wir zunéchst direkt eine wichtige

Folgerung 2.3. Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem messbaren Raum (R, ),
wobei 2 O S gelte. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P hat Basis-invariante signifikante Ziffern.
(ii) Fir alle A€ S gilt P(A) =B (A), das heifst P ist Benford.
BEWEIS VON SATZ 2.9. Wie im Beweis von Satz 2.7 bezeichne P* die Einschrankung von
P auf (RT,S) und
Q=P
mit der in Satz 1.3 definierten Abbildung L (z) := log S (x). Zunéchst zeigen wir, dass P*

genau dann Basis-invariante signifikante Ziffern besitzt, wenn @ fiir alle n € N T),-invariant

ist. Fiir A = |J;>° __ 10% [1,10%) mit einem 0 < s < 1 haben wir nimlich einerseits

Qr, (0.5) =@ (17 (0.5 =@ [ U {JHS)

X n n
7=0
“+o0 n—1 ‘
ol U w|y {101/",10“*”/")
k=—oo  j=0

+oo n—1
U 10k U |:101/n’ 10(j+<5)/n>
3=0

k=—o0

= pP*
(9
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und andererseits

Q([0,s)) = P* ( Do 10’610[075)) = P* ( DO 10 [1,108)) = P*(4).

k=—o0 k=—o0

Falls also P* (A) = P* (\/Z) fiir alle 7 € N gilt, so haben wir

Q([0,5)) = P* (4) = P* (VA) = @r, (0,5)). (27)

also ist @) fiir alle n € N T),-invariant. Falls andererseits @) fiur alle n € N T,-invariant ist
folgt aus der Gleichheit in (2.7) das P* Basis-invariante signifikante Ziffern besitzt.

Aussage (1) ist also dquivalent dazu, dass @ fiir alle n € N T),-invariant ist. Nach Lemma 2.7
ist dies aquivalent zu
Q=adb+(1—a)i, mit einem gewissen 0 < a < 1,
was wegen @ = P}, (61), = 6o und der Gleichung (1.4) dquivalent ist mit
P =ad + (1 - a)B,

was gerade (7i) bedeutet. O

Das Kapitel wird nun mit zwei Folgerungen abgeschlossen, welche Aufschluss iiber den
Zusammenhang zwischen skaleninvarianten signifikanten Dezimalziffern und Basis-invarianten
signifikanten Ziffern geben:

Folgerung 2.4. Hat ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (RT,X) mit ¥ D S skaleninvariante
signifikante Dezimalziffern, so besitzt es auch Basis-invariante signifikante Ziffern.

BEWEIS. Nach Satz 2.7 ist die Skaleninvarianz dquivalent dazu, dass P Benford ist. Bezeichnet
P* wieder die Einschrankung von P auf S, so impliziert die Darstellung P* = 0-6;+(1 — 0) B
mit Satz 2.9, dass P Basis-invariante signifikante Ziffern besitzt. |

Die Umkehrung von Folgerung 2.4 gilt im Allgemeinen nicht. So besitzt nach Satz 2.9 dann
P:=1-6;+ (1 —1)B = 4; Basis-invariante signifikante Ziffern, aber §; hat keine skalenin-
varianten signifikanten Dezimalziffern: Fiir A = |J/2° __10% [1,2) gilt némlich &; (4) = 1,
aber fiir 2- A = U?:ioo 10* [2,4) gilt &; (2 A) = 0. Dieser Fall tritt immer dann ein, wenn
P = ad; + (1 — @) B mit einem « # 0. Daraus erhalten wir abschlieBend noch

Folgerung 2.5. Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf (RT,X) mit ¥ 2 S. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P ist Benford.

(ii) P hat Basis-invariante signifikante Ziffern.

(iii) P hat skaleninvariante signifikante Dezimalziffern.
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fiir Produkte von ZufallsgroBBen

In diesem Kapitel steht die Untersuchung von Folgen von ZufallsgréBen (X,),,cy mit Blick
auf die Benford-Eigenschaft im Grenzverhalten n — 400 im Vordergrund. Insbesondere
interessieren wir uns fiir das Grenzverhalten des Produkts

[[Xe=X1-X2-...-X,, firneN
k=1

Ein erstes wichtiges Resultat in dieser Thematik ist bereits Satz 2.6. Dieser besagt, dass fiir
eine unabhéngig und identisch verteilte Folge von Zufallsgréfien (X,,),, oy, so dass X; nicht
nur abzéhlbar viele Werte annimmt, die Folge der Produkte ([]j_; Xn),en in Verteilung
gegen das Benfordsche Gesetz konvergieren, also

P<{S (H Xk> <t}> m>logt, fur alle 1 <t < 10.
k=1

Wir wollen nun weitere Resultate dieser Art herleiten.

3.1 Abhangige ZufallsgroBen

In Erinnerung an das im Abschnitt 2.2 eingefithrte Konzept der Konvergenz in Vertei-
lung sei an die Definition 2.7 erinnert: Eine Folge von Zufallsgréfen (Xy,),, oy auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, P) konvergiert in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz,
falls

lim P({S(X,)<t})=logt, fiiralle 1<t < 10.

n—roo

Sei nun X eine Zufallsgrofe auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ¥, P). Wir untersuchen

nun das Verhalten der geometrischen Folge

Damit ist die Folge (X,), oy insbesondere nicht stochastisch unabhéngig. Unser Ziel ist
nun eine Verallgemeinerung der Resultate fiir Zahlenfolgen der Form(a™),, .y auf Folgen von
ZufallsgroBen der Form (X™), . Das Hauptresultat fiir Zahlenfolgen war hierbei Satz 2.2,
welcher besagt, dass die Benford-Eigenschaft einer Folge (a"),, .y dquivalent zu log|a| € R\Q
ist. Das Analogon fiir Zufallsgréfien ist folgender

Satz 3.1. Sei X eine Zufallsgrifie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0,3, P). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) P ({(X”)nGN ist Benford}) =1.
(i) P ({log|X|€ Q}) =0.

BEWEIS. Fiir w €  ist die Zahlenfolge (X" (w)), oy Wegen Satz 2.2 genau dann Benford,
wenn log | X (w)| irrational ist. Daraus ergibt sich direkt die behauptete Aquivalenz. O
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Zur Vorbereitung auf das néchste Resultat benttigen wir noch folgendes

Lemma 3.1. Sei X eine Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 2, P), welche
eine Riemann-integrierbare Dichte fx besitzt. Dann gilt

lim P ({(nX) <s})=s, fir alle 0 <s < 1.

n—oo

BeEWwEIS. Da (nX) = (n (X)) gilt, konnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass X nur
Werte in [0,1) annimmt. Die Dichte fx: [0,1] — R von X erfiillt dann fiir alle 0 < s < 1
die Bedingung

P({X <s})= /fX (t) dt, fiir alle 0 < s < 1.
0

Da {(nX) < s} = {X € UZ;(% [£ k"'s)} erhalten wir mittels der Substitution ¢ = 2 dann

n’ n

n—1 n—1
k k+s k k+s
P < = - = =~
o <m=r({reU [ 50)}) =L r({re -5
k=0 k=0
n—1 (k+5)/" n—1 S
1 k+z
- fX(t)dtZ/an< )dz
k=0 K/n k=07
s n—1
1 k+z
::/pgfzz:fX < )‘ja
n n
0 k=0
so dass die Dichte von (nX) gegeben ist durch
1n—1 k‘%Z
=— fur alle 0 < z < 1.
Jinxy (2) nkz_ofx< p ), iir alle 0 < z <

Die rechte Seite sind gerade Riemann-Zwischensummen mit dquidistanter Zerlegung der
Breite !/n. Da fx Riemann-integrierbar ist, gilt daher fiir alle 0 < 2 <1

n—1

1
1 k+z
li = lim — = dt =1. .
Jim fix) (2) nggonkg_ofx< p ) O/fx (t)dt =1 (3.1)

Sei € > 0. Wegen (3.1) gibt es dann ein Ny € N, so dass fiir alle n > Ny gilt
|f<nx> (Z)—1| <&, fiir alle 0 < 2z < 1.

Nach der Definition der Riemann-Integrierbarkeit héngt dieses Ny insbesondere nicht von z
ab. Damit erhalten wir fiir alle n > Ny

1 1

/’f(nX) (Z)—1|dz§/€dz:e,

0 0

so dass in jedem Falle lim sup,,_, fol ’f<nX> (2) — 1’ dz <e. Da ¢ > 0 beliebig war, ist damit
gezeigt das

n—roo

1
lim / | finx) (2) = 1| dz = 0.
0
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Damit erhalten wir schliellich

P ({(nX) < 5} — )| = / Foxy (2)dz — 5| = / (Finxy (2) — 1) d2
0 0

s 1
< | | fmx) (2) =1 dz < [ | frx) (2) — 1] da.
/ /

Da lim,,_, oo fol |f<nX> (2) — 1‘ dz = 0, folgt also

|P ({(nX) < s}) — 5] =220, fiir alle 0 < s < 1. O

Mit diesem Lemma kénnen wir nun folgendes Resultat beweisen:

Satz 3.2. Sei X eine Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P), welche
eine Riemann-integrierbare Dichte fx besitzt. Dann gilt:
(a) Die Folge (X™), cx
(b) (X™), cn ist mit Wahrscheinlichkeit 1 Benford, das heif$t

konvergiert in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz.

P ({(X™),,ey ist Benford}) =

BEWEIS.
Zu (a): Es gilt

P{S(X™ <t}) P<{|X| 10k[1,t]}>
k——o—oi_oo
= ({log|X| U [k,k+logt)}>
k=—oc0

= P ({(log|X]") € [0,logt)}) = P ({{nlog |X|) <logt}).

Da X eine Riemann-integrierbare Dichte besitzt, besitzt auch log|X| eine Riemann-
integrierbare Dichte, denn fiir s € R haben wir mit der Substitution ¢ = log z und
dz =1n10 - 10*dt dann

P({log|X| < s}) = P({|X]| <10°}) = P({0 < X <10°} U{~10° < X < 0})

- 7Sfx (z)dz + /O fx (u)du= 7S(fx (2) + fx (=2)) dz
0 —1os 0

/ In10- 10" (fx (10°) + fx (—10")) dt,

— 00

so dass
fiog)x| (£) =1n10-10" (fx (10") + fx (—10"))
die Dichte von log|X]| ist. Lemma 3.1 liefert also fiir alle 1 < ¢ < 10 dann

P({S(X™) <t}) =P ({(nlog|X]|) <logt}) == logt.

Damit konvergiert (X™), .y in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz.
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Zu (b): Wie in (a) gezeigt, besitzt die ZufallsgroBe log|X| eine Dichte und ist damit insbe-
sondere stetig, das heifit P ({log|X| =t}) = 0 fiir alle ¢ € R. Deshalb gilt

P({log|X| € Q}) = {log | X| = ¢} P ({log IXI =q}) =0,

so dass log | X | mit Wahrscheinlichkeit 1 irrationale Werte annimmt. Nach Satz 3.1 ist
dies dquivalent zu P ({(X™), oy ist Benford}) = 1. O

Beispiel 3.1. Sei X gleichverteilt auf [0,1). Nach Satz 3.2 konvergiert die Folge (X"), _y
in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz. Wir wollen nun die Konvergenzgeschwindigkeit
feststellen. Da X P-fast-sicher nur Werte auf [0,1) annimmt, gilt

(oo}
{S(X™) <t}= {X"E U 107 [l,t]}, fir alle 1 <t < 10.
k=1

Damit haben wir fiir alle 1 <¢ < 10 und alle n € N

Fy(xm (1) = P({S(X") < t}) = iP ({107" < X" <107%t})

k=1
= gP ({10_'“/" <X < 107’“/%1/"}) — 2 (FX (1071«/%1/",) By (10%/”))
= i (tl/"lo—k/n k:/n) Z 10— (t )

b
I
—

l/n _ 1

M _ ) Z 10~*/n — Ty

Mittels der Regel von L’Hospital erhalten wir schliefflich

/\

1 elint _q _ﬁ Int- ellnt
oo 1077 — 1 :nlggoen T TRy n10.e2 10
— lim Int-ennt _ Int —logt
n—oo In10 - exm10  In10 ’
so dass
|Fs(xn (t) — logt| Lima N} fiir alle 1 <t < 10.

Dies bestétigt die Aussage von Teil (a) des Satzes 3.2 fiir eine gleichverteilte Zufallsgrofie X,
welche als Dichte gerade fx (t) = 1j9,1) (t) besitzt. Wir wollen nun zeigen, dass

lim n - (Fsxn) (t) —logt)

n—oo

existiert und diesen Grenzwert bestimmen. Nach zweimaligen Anwenden der Regel von
L’Hospital erhalten wir (ohne jeden Rechenschritt detailiert anzugeben) fiir alle 1 < ¢ < 10

nt'/" —n —nlogt (107" — 1)

lim n (Fg(xn) (t) —logt) = lim

n— oo n— oo 101/" —1
.t/ =14 LIt (107" —¢/7) —logt (10" — 1)

= lim T 1

n—o0 —LIn10-107

—In10-Int 107" 4+ (Int)*tY»  —In10-Int+ (Int)?

= lim =

n=o0 21n10-10% + L (In10)* ¢/~ 2In10

logt logt log 10
B loge (loge - logge ) N logt(logt — 1)
a QIngglCO a 2loge '
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3 Asymptotisches Benfordsches Gesetz fiir Produkte von Zufallsgréfen

Damit gilt

n—+oc_logt (logt —1)

, fir alle 1 < t < 10.
2loge

n (Fg(xn) (t) — logt)

Fir t = 1 ist Fgx») (1) —logl = 0 —0 = 0, so dass in diesem Fall der Ausdruck
n (Fgxn (1) —log1) fiir alle n € N gleich 0 ist. Damit gilt |Fg(xn) (t) —logt| € o(1/n).

0.8 t

0.6 1

0.2t

Abbildung 10: Veranschaulichung der Konvergenz von Fg(xn») (t) gegen logt (griin) fiir n = 2
(rot), n =5 (blau) und n = 10 (violett).

Beispiel 3.2 (Zufallszahlen am Computer). Sei X eine Zufallsgrofie auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€, ¥, P), welche gleichverteilt auf [1,10°) ist — das heiBt Px ist gerade das
normierte Lebesgue-Ma$ auf [1,10°). Nach Satz 3.2 konvergiert dann die Folge der Produkte
(X™), ey in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz — das heifit

P{S(X™) <t}) 2252 logt,  fiiralle 1 < ¢ < 10.

Fiir groffe N € N gilt also etwa P ({S (X*") <t}) =~ logt. Fiir die erste signifikante
Ziffer ist also fiir alle d € Ny g dann P ({d; (X") =d}) ~ log (1 + %). Simuliert man die
Realisierungen der gleichverteilten Zufallsgrofie X mittels des ,, Mersenne- Twister-Algorithmus”
am Computer, so erhélt man sogenannte Pseudo-Zufallszahlen, welche als Realisierungen
einer solchen Zufallsgrofle interpretiert werden kénnen.

Mittels des Mersenne-Twister-Algorithmus wurden 100 Realisierungen der Zufallsgrofie
X simuliert. Diese Realisierungen seien mit sc(ll), xél), e ,xgt)o bezeichnet. Fiihrt man diese
Prozedur nun N-mal durch, und betrachtet die Produkte

- (k) - (k) - (k)
xy, Ty yenn, T700,
k]:Il ) kl;[l > kl_[l 100

so besagt Satz 3.2, dass die so gewonnenen 100 Zahlen in etwa dem Benfordschen Gesetz
geniigen sollten. Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse einer solchen Simulation fiir N = 10 und
Abbildung 11 visualisiert die Resultate.
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d | di (T2 X) =d | log (1+2) 100 | Jar (T2, Xe) —log (1+1) - 100)
I 30 30,10 0,10
7 17 17,60 0,60
3 ¥ 12,50 1,50
1 10 9,69 0,31
5 9 7,92 1,08
6 6 6,69 0,69
7 g 5,80 2,20
8 6 5,12 0,88
9 0 1,58 1,58
> 100 100 -

Tabelle 2: signifikante Anfangsziffern des Produktes der Mersenne-Twister-Pseudo-
Zufallszahlen fir N = 10.

Abbildung 11: Gegeniiberstellung des Benfordschen Gesetzes (blau) mit den Ergebnissen der
Simulation (rot).

Trotz des relativ kleinen N erkennt man schon eine deutliche Ahnlichkeit mit dem empiri-
schen Benfordschen Gesetz (1.1). Fir deutlich groBere Werte von N sind im Hinblick auf
Satz 3.2 noch bessere Resultate zu erwarten. Beispiel 3.2 zeigt, dass die Konvergenzgeschwin-
digkeit fiir grofe N in etwa 1/n ist.

Satz 3.3. Sei X eine Zufallsgrofe auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, X, P). Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:

(i) (X™),en konvergiert in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz.
(ii) Es gilt lim,,_,o B [e2™1081XI] = 0.

BEWEIS.

(ii)=(i): Sei fir n € N

Y, =1log S (X").
Es gibt nun ein eindeutiges £ € Z, so dass S (X") = 107¢|X|". Dann gilt

Y, =log (107°|X|") = n-log |X| — ¢
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und da 0 <Y, <1 und ¢ € Z, gilt per Definition von (-)
Y, = (n-log |X|)

Die Folge (X™),, oy konvergiert nun in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz, falls

firalle0 <s<1
P({(n-log|X|) < s}) = P({log 5 (X") < s})
=P ({S(X") <10°}) 22F25 10g 10° = s,

das heifit falls die Folge ((n -log|X]|)),cy in Verteilung gegen eine auf [0, 1) gleichver-
teilte Zufallsgrofe konvergiert. Nach Teil (¢) von Lemma 2.3 ist dies genau dann der
Fall, wenn

Prrogixy (B) 22525 X1 (k),  fiir alle & € Z.

Wegen (i) gilt nun fiir jedes k € N

0= lim E [ei%knlog\Xl} — lim /ei27'rkn10g|X| dpP

n—roo n—oo
Q
1
: i2rks s P
= lim [ ™™ Piogix)y (ds) = Hm Paogxy (k) -
0

Wegen m (k) = Piog x|y (—Fk) gilt zudem auch fiir jedes k € N

lim P, og)x)) (—k) = 0.

n—oo

Da stets m (0) = Xo,\1 (0) = 1, haben wir somit
55 n—+4oo [ .
P(n log| X|) (k) —_— »\0’1 (]f), fir alle k € Z.
(i)=(ii): Angenommen (%) gilt nicht, das heifit

lim sup ‘E {emmloglxq ‘ > 0.

n— 00

Dann gibt es eine Teilfolge (n ),y aus N und ein § > 0, so dass |E [e2mmn logpﬂ ’ >0
fiir alle £ € N. Dann haben wir jedoch mit den Bezeichnungen wie vorher

‘Pyﬂk (1)) = ’P<nk log| X |) (1)‘ = ‘E |:ei27rnk 10g|X|” > 5,

so dass (nj log | X|) nicht in Verteilung gegen eine auf [0, 1) gleichverteilte Zufallsgrofie
konvergiert, so dass (i) nicht gelten kann. O

Mittels Satz 3.3 erhalten wir nun als direkte Folgerung eine vollstdndige Charakterisierung
der Konvergenz in Verteilung von (X™), . gegen das Benfordsche Gesetz mittels Fourier-
Koeffizienten:

Folgerung 3.1. Sei X eine Zufallsgrifie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, %, P).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (X™),en konvergiert in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz.

x> n——+00

(ii) FEs gilt P(10g|X|> (n) —— 0.1

HWahrscheinlichkeitsmafe p mit der Eigenschaft 7 (n) notes, 0 heiflen Rajchman-Mafse.
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BEWEIS. In (2.6) haben wir gesehen, dass fiir die Fourier-Koeffizienten mit einer Zufallsgroie
Y stets gilt

o —

Puyy (k) =Py, (n-k),  fiiralle k € Z und alle n € N.

Im Beweis von Satz 3.3 haben wir zudem gesehen, dass (i) genau dann gilt, wenn fiir alle
k € N gilt m (k) 22%° ). Kombiniert man diese beiden Tatsachen, so gilt (7) genau
dann, wenn

n—-+oo

Pliog/x)y (k- )

was aber dquivalent ist zu

0, fir alle k € N,

P(log\X|) (TL) m) 0. O

3.2 Unabhangige ZufallsgroBen

Auch in diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir das asymptotische Verhalten der Folge
der Produkte ([],_, Xk),en von Zufallsgrofien, welche unabhingig sind.

Zunéchst erhalten wir ein Resultat fiir zwei Zufallsgrofien:

Satz 3.4. Seien X und Y unabhingige Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,%,P) mit P({X -Y =0}) =0. Dann gilt:

(a) Wenn X Benford ist, so ist auch die Zufallsgréfie X - Y Benford.

(b) Wenn S (X) und S (X -Y) dieselbe Verteilung besitzen, so ist entweder X Benford oder
es gilt P ({log S (Y) € +Z}) =1 fiir ein m € Z\ {0}.

BEWEIS.

Zu (a): Wir beweisen die Aussage mithilfe von Fourier-Koeffizienten. Wenn also X Benford
ist, so ist gilt nach Satz 2.2

Pogix)y = o1
Es gilt nun mit ¢ == |log | X|] € Z

(log| X 1) =log|X| — [log|X|| =log|X|— £ =1log|X|—¢-log10
= log | X| — log 10* = log (104 1X]) .

Da 0 < (log|X|) < 1, gilt dann 1 < 107¢|X| < 10, das heiit nach Definition der
Signifikanten S (X) = 10~ | X/, also

(log | X|) =1log S (X).

Somit ist die Benford-Eigenschaft von X dquivalent zu P,g g(x) = No,1 oder mittels
Fourier-Koeffizienten ausgedriickt

Pogsix) (k) =N (k),  fiir alle k € Z.
Analog zeigt man (log |X - Y|) =logS(X -Y). Da P({X -Y =0}) =0, gilt
0=P{X - Y=0})=P{X=0}u{Y=0})>P({X =0}) >0,
also P({X =0}) = 0 und analog P({Y =0}) = 0. Daher gilt wegen log0 = 0
auch P ({log S (X) =0}) = P ({logS(Y) = 0}) = 0. Zusammenfassend gilt dann also
P-fast-sicher die folgende Gleichungskette

logS(X-Y)=(log|X -Y]) = (log|X| + log |Y|) = (log S (X) +log S (Y)). (3.2)
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Da X und Y unabhéngig sind, gilt dies auch fir log S (X) und log S (V) und Teil (b)
von Lemma 2.3 liefert

-PlogS(X~Y) (k) = P<log S(X)+log S(Y)) (k)
= Pogs(x) (k) - Pogsyy (), fiir alle k € Z. (3.3)

= No.1 (k) + Plogsv) (k).
Da nun X(L\l (0) = 1 und sonst Xo,\l (k) = 0 erhalten wir aus (3.3) dann m (0) =
1 und P, s(x.v) (k) = 0 fiir alle k € Z mit k # 0. Also gilt wieder P s(x.v) (k) =
X(),\l (k) fir alle k € Z und damit
Pogs(x-v)yy = No1-

Dies ist dann wieder nach Satz 2.2 dquivalent zur Benford-Eigenschaft von X - Y.

Zu (b): Wenn S (X) und S (X -Y) dieselbe Verteilung besitzen — das heifit also Pg(x) =
Pg(x.y) — so gilt natiirlich auch Pog s(x) = Plog 5(x.v) und (3.3) liefert

-PlogS(X) (/ﬂ) = -PlogS(X) (k) . PlogS(Y) (k) s fir alle k € Z.

Also ist

Pogsix) (k) - (1 — Pogsor) (k)) -0, firallekec Z

Fall 1: Falls m(k) # 1 fiir alle k£ # 0, so muss m(k) =0 flralle k #0
gelten. Es ist dann wieder wegen m (0) = X()’\l (0)=1

Pogsx) (k) = Aox (k),  fiir alle k € Z.

Wir haben also Pog s(x) = Ao,1 und wegen Satz 2.2 ist daher X Benford.

—_—

Fall 2: Ist andererseits Plog g(y) (ko) = 1 fiir ein kg # 0, so gilt

Pog s(v) (ko) = ™.

Im Beweis von Teil (¢) von Satz 2.5 wurde gezeigt'?, dass dann gilt
P({kologS(Y)=0+Z})=1.

Daraus ergibt sich schlielich P ({logS (V)= k—tZ}) =1. O

Bemerkung. In Satz 3.4 gibt es die Voraussetzung P ({X -Y = 0}) = 0. Das man diese
Voraussetzung wirklich benétigt erkennt man an folgendem Beispiel: Wire zum Beispiel X
Benford und Y P-fast-sicher konstant 0, so wiren X und Y unabhéngig, aber X - Y waire
ebenfalls P-fast-sicher konstant 0, so dass X - Y nicht Benford ist. &

Die Aussage von Teil (a) von Satz 3.4 ist dahingehend iiberraschend, da tiber die Verteilung
von Y keinerlei Voraussetzungen aufler P ({X -Y =0}) = 0 gemacht werden. Lediglich
die stochastische Unabhéngigkeit ist eine Voraussetzung die nicht ohne Weiteres wegfallen
darf. Denn ist U eine auf [0, 1) gleichverteilte Zufallsgrée, so ist die ZufallsgroBe X = 10Y
nach Beispiel 2.2 Benford. Da die Zufallsgrofie 1 — U ebenfalls gleichverteilt auf [0,1) ist,
ist die Y := 10'~Y ebenfalls Benford. Jedoch ist X - Y = 10Y - 10~V = 10 nicht Benford,
obwohl beide ZufallsgroBen Benford waren. Dieses Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung der
stochastischen Unabhéngigkeit in Satz 3.4 nicht wegfallen darf.

12in diesem Fall ist mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 2.5 £ = 0.
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Im Hinblick auf die Thematik der skaleninvarianten signifikanten Dezimalziffern aus
Abschnitt 2.3 erhalten wir noch folgende interessante Eigenschaft von Benford-Zufallsgrofien:
Sei X eine Benford-Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, ¥, P) und sei fiir
ein a > 0 dann Y = « die konstante Zufallsgréfle mit Wert a. Nach Lemma 2.4 sind dann
X und Y unabhéngig und es gilt P({X - Y} =0) =P ({aX =0}) = P({X =0}) =0, also
gilt nach Teil (a) von Satz 3.4, dass auch Y - X = aX Benford ist, das heifit es gilt

P({S(X)<t})=P{S(aX) <t}) =logt, fiir alle 1 <t < 10.
Eine weitere interessante Folgerung aus Satz 3.4 ist:

Folgerung 3.2. Sei X eine Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P) mit
P({X =0}) = 0. Gilt fir ein a € R mit der Eigenschaft log|a| € R\Q, dass S(X) und
S (aX) dieselbe Verteilung besitzen, so ist X Benford.

BEeEwEIs. Die Zufallsgrofle Y = « ist nach Lemma 2.4 unabhéngig von der Zufallsgrofle X.
Nach Voraussetzung ist dann auch P ({aX =0}) = P({X -Y = 0}) = 0. Nach Teil (b) von
Satz 3.4 ist dann entweder P ({log S (a) € LZ}) =1 fiir ein m € Z oder X ist Benford.

Falls fiir ein m € Z P ({logS(a) € £Z}) = 1, ist wegen P ({logS(a)=LZ}) <
P ({log S (o) € Q}) dann P ({log S () € Q}) = 1. Daher gilt entweder P ({log S (o) € Q}) =
1 oder X ist Benford. Angenommen P ({log S (o) € Q}) = 1. Im Beweis von Satz 3.4 wurde
gezeigt, dass die Beziehung log S (Y) = (log |Y'|) besteht. Angewandt auf Y = « haben wir
also

log S (a) = (log|al).

Da (log|a|) = log |a| — |log |a|] ist (log |a|) rational genau dann, wenn log || rational ist.
Nach Voraussetzung ist log |a| irrational, also haben wir {log S () € Q} = {log || € Q} = &,
so dass P ({log S (o) € Q}) = 0 gilt. Somit muss X Benford sein. O

Wir betrachten nun eine Folge stochastisch unabhangiger Zufallsgréfien (X,,),, o In Fort-
fiihrung der Aussage von Teil (a) von Satz 3.4 ist das endliche Produkt []}_, X Benford,
wenn mindestens einer der Faktoren X7, ..., X,, selbst Benford ist. Sind die Zufallsgrofien
X1, ..., X, auch noch identisch verteilt, so miisste also jede Zufallsgrofie Benford sein damit
[Tr_, Xk selbst Benford ist. Viel sinnvoller erscheint es in diesem Falle asymptotische Be-
trachtungen anzustellen — das heiffit wir mochten szl X} fiir n — oo auf die Konvergenz in
Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz untersuchen.

Fiir das Hauptresultat dieser Thematik, benétigen wir noch einige Begriffsbildungen aus
der Ergodentheorie:
Definition 3.1. Sei (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T': Q@ — ) eine messbare
Abbildung.

(a) Das Tripel (2, X, T, P) heifit ein maftheoretisches dynamisches System.

(b) Die Abbildung T heifit maferhaltend oder P heifit T-invariant, falls P = Pp.

(c) Eine Menge A € ¥ heiBit T-invariant, falls T~ (A) = A (bis auf eine P Nullmenge).
Die Menge aller T-invarianten A € ¥ bezeichnen wir mit 7 (X) C X.

(d) Das mafitheoretische dynamische System (2, 3, T, P) heifit ergodisch, falls die Abbildung
T maferhaltend ist und fiir alle T-invarianten Mengen A € ¥ gilt P (A) = 0 oder
P(Q\A) =0.

Wir geben nun zwei Resultate ohne Beweis an, welche wir fiir den Beweis des Hauptresultates

bendtigen:

Satz 3.5 (Bedingte Erwartung). Sei (Q, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zu-
fallsgrife aus £ (Q, 2, P). Sei ! C X eine Unter-o-Algebra. Dann gibt es eine Zufallsgrofie
Z auf (Q,%, P), welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
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(I) Z ist X'-messbar, das heifst fiir alle B € B ist Z=1 (B) € ¥'.

II) Fiir jedes A € X/ gilt
(
/1AZdP=/1AXdP.
Q

Q
Die Zufallsgrofie Z ist P-fast-eindeutig bestimmt.
BEWEIS. Siehe zum Beispiel [13] Kapitel 8. O
Insbesondere aufgrund der P-fast-sicheren Eindeutigkeit ist die folgende Definition gerecht-
fertigt:

Definition 3.2 (Bedingte Erwartung). Die Zufallsgrole Z aus Satz 3.5 nennen wir bedingte
Erwartung von X beziiglich ¥/ und schreiben hierfiir

Z=E[X|¥].

Der folgende Satz ist einer der Hauptsétze der Ergodentheorie:

Satz 3.6 (Birkhoffscher Ergodensatz). Sei (2,3, T, P) ein mafStheoretisches dynamisches
System, T maperhaltend und Y eine Zufallsgrife aus £ (Q, %, P). Dann gilt

N—-1

1

5 S vor FEESEY(T(R)],  P-fast-sicher.
n=0

Ist das majStheoretische dynamische System sogar ergodisch, so gilt

N-1
Z Yorr X2t | Y], P-fast-sicher.

n=0

1
N
BEWEIS. Siehe zum Beispiel [13] Kapitel 20. O

Bemerkung. Ausfihrlich geschrieben bedeutet die Aussage aus dem Birkhoffschen Ergoden-
satz gerade

N-—1
% SV (1 (@) EES B[ T(D)] (@), fir Pfastalle w € 2,

n=0

und fiir ergodische Systeme

N—-1

1

5 STV (T (w) / YdP,  fiir P-fast-alle w € Q.
n=0 Q

Das heifit falls Ergodizitéit vorliegt ist der Grenzwert von + Zg;ol Y (T" (w)) P-fast-iiberall
konstant. &

Folgerung 3.3 (Birkhoffscher Ergodensatz in C). Sei (2,3, T, P) ein maftheoretisches dy-
namisches System, T maferhaltend und f: Q — C eine Abbildung aus £* (Q, %, P). Dann
qilt

N-1
% Z form M2t B 1T (3)], P-fast-sicher.
n=0

Ist das mafStheoretische dynamische System sogar ergodisch, so gilt

N-1

1 o0

N E folm Nodeo, [f1, P-fast-sicher.
n=0
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BEwEIS. Wegen f = Rf +iSf erfolgt der Beweis mittels Satz 3.6 durch Zerlegung von f in
Real- und Imaginéarteil. O

Als néchstes erhalten wir nun eine niitzliche Charakterisierung der Ergodizitdt von mafitheo-
retischen dynamischen Systemen:
Satz 3.7. Sei (0,3, T, P) ein maftheoretisches dynamisches System. Fiir 1 < p < 400 sei
der lineare Operator T: P (2, %, P) — P (Q, %, P) definiert gemdafs
(Tf) (W) = f (T (w)).
Ferner sei FixT == {f € P (0, %, P)|Tf = f}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (Q,%,T,P) ist ergodisch.
(ii) Fix T besteht nur aus P-fast-iberall konstanten Funktionen.
BEWEIS.
w(i)=(ii)": Sei Tf = f. Dann definiere fir o € R
A={weQ|f(w)<a}={f<a}.
Dann gilt wegen Tf = f bzw. (Tf) (w) = f (w) fur P-fast-alle w € 2
THA)={weQ|T(w) e} ={we|f(T(w)<a}
={w e Q(Tf) (W) <o} ={w e Q[ f(w) <a}
= A’
wobei im Weiteren per Definition C = D genau dann, wenn C' = D bis auf eine

P-Nullmenge gilt. Also haben wir 77! (4) = A und A ist eine T-invariante Menge.
Wegen der Ergodizitit von (Q, X, T, P) gilt also P (A) = 0 oder P (A) = 1. Das heifit

P{f<a)=0 oder P({f<a}) =1
Damit muss f P-fast-iiberall konstant sein.
»(ii)=(i)": Sei A eine T-invariante Menge, das heifit
T7'(A) = A
Dann gilt
(Tla) (W) =14 (T (w)) = 1p-1(a) (W) = 14 (w), P-fast-iiberall.

Also ist 14 € Fix T und wegen (7)) muss dann 14 (w) = 1 fiir P-fast-alle w € Q oder
14 (w) = 0 fiir P-fast-alle w € Q gelten. Damit ist

P(A):/lAszl oder P(A):/lAdPZO,
Q Q

was gerade die Ergodizitdt von (2, X, T, P) bedeutet. O

Es folgt nun ein weiterer wichtiger Satz aus der Ergodentheorie, welcher sich als wesentlich
fiir den Beweis des Satzes 3.9 erweisen wird: Seien (Y,;92),7n) und (S, &, ) Wahrscheinlich-
keitsraume. Ferner sei fiir jedes s € S ps: Y — Y eine n-maflerhaltende Abbildung, das
heiBt 7,, = 7. Wir haben also eine Familie (¢;),. ¢ von n-maBerhaltenden Transformationen
auf Y.

Sei nun

X=YxSxS5x...,
Y =9PR36R6R®...,
H=NRUrRU....
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Ferner sei T: X — X definiert geméaf

T (y’ 51,52, .- ) = (gOsl (y) y 52,53, - - ) .
Dann erhalten wir folgenden

Satz 3.8. Seien (X,X,T,u) wie gerade definiert und g € L1 (X,%, u) p-fast-iberall T-
invariant, also g (T (y, s1,82,...)) = g (y, 1, 82, ...) fir p-fast-alle (y, s1,82,...) € X. Dann
gibt es eine Funktion f: Y — R, so dass u-fast-iiberall gilt

g(y7513827"'):f(y)'

Insbesondere gilt fir v-fast-alle s € S und n-fast-alle y € Y
fly)=f(es ()

Bevor wir Satz 3.8 beweisen, benotigen wir noch folgendes Hilfsresultat:
Lemma 3.2. Seien (X, %, u) und (Y,%',v) Wahrscheinlichkeitsriume und sei ferner g €
LX<V, 20Y, p®v), das heift
/ lg|d (p®v) < 4o0.
X XY
Falls nun fir jedes h € £ (Y, X', v) mit [, h(y) v (dy) =0 gilt

/g (z,y)h(y)v(dy) =0, fir p-fast-alle x € X,
y

so gibt es ein g*: X — R, so dass fiir p-fast-alle © € X und v-fast-alle y € Y gilt
g(z,y) =g (2).

BEWEIS. Sei H € £ (Y,Y',v) beliebig. Zunéchst gilt

Alsoist b (y) == H (y)— [, H (y') v (dy’) eine Funktion aus £ (Y, ¥/, v) mit [, h (y) v (dy) =
0 und nach Voraussetzung gilt dann

g(z,y) - H(y)v(dy) —

/
/g<x,y>-H<y>v<dy>—
Y

g (2, 9) v ( >-/H<y’>u<dy'>.

Y

<—
&
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3 Asymptotisches Benfordsches Gesetz fiir Produkte von Zufallsgréfen
Es gilt daher

/g<x,y>-H<y>u<dy>=/g(x,y>u<dy>~/H<y>u<dy>.

Y Y Y

Sei nun noch f € £ (X, %, u). Im Folgenden schreiben wir zur Vereinfachung fiir p (dz)
kurz dp und fir v (dy) kurz dv, da klar ist, dass die Integration in X beziiglich u erfolgt und
die Integration in Y beziiglich v erfolgt. Dann ergibt sich nun mittels des Satzes von Fubini

0=/0~f(:v)d =/ /g(x,y)H(y)dV—/g(x,y)dv-/H(y)dv f(@)dp
Y Y

X LY

:// Wi | s@an- [ [o@par [HE ) 7@
Y

X X Y

/g(w,y)H(y)dv f(w)du—/ / /g(m,y’)dv H(y)dv | f(2)du
Y

X Y LY

_ /g d,udy—// Y/g Ydv | f(z) H (y) dudv

XY

Y
=// 9(a) = [ ooy v f (@) H () dudv
XY

Y

I
M—

Da f und H beliebig gewihlt waren, folgt g (z,y) — [} g (z,9") v (dy') = 0 p ® v-fast-iiberall,
also

g(r,y)= /g (z,y)v(dy), 1 @ v-fast-iiberall.
y

Mit g* fy g (z,y) v (dy) ist die Behauptung gezeigt. a

Nun kommen wir zum Beweis des Satzes 3.8:

BEWEIS. Sei also g € £ (X, %, u) p-fast-iiberall T-invariant. Mit den Bezeichnungen aus
Satz 3.7 kénnen wir dies schreiben als g € FixT = { f € £ (X, %, p) | Tf = f}.In[9] wird ge-
zeigt, dass £ (X, X, p)NFixT dicht in FixT ist, so dass wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit g € £ (X, %, 1) N FixT annehmen konnen. Sei nun h € 2> (SN, Q," &, R, v)
mit |k (s1,82,...)] <M @, v-fast-iiberall und

/h(sl,SQ,...)V(dsl)u(SQ)...:O.

SN

Nach Lemma 3.2 reicht es zu zeigen, dass fiir H: Y — R definiert geméaf

H (y) = /g(y,sl,SQ,...)h(sl,SQ,...)V(dsl)y(dSQ)...,
SN

fiir n-fast-alle y € Y gilt
H (y) =0.

Wegen g (vs, (v), s2,83,...) = g(y, 51, 82, .. .), folgt induktiv fiir alle n € N und v-fast-alle
S$1,.+-,8n-1 €S

g ((@Sn—l OPsp_2©...0 3081) (y)aSTL?Sn-‘rla . ) = g(y751a527' . ) : (34)
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Fir n € N sei nun H,,: X — R definiert geméaf
H, (y,s1,82,-..) = /g (Y, 81,y Sn—1,tny bttty - ) b (tnytnst, .. ) v (dtn) v (dtpar) - - -
SN
Nun ist wegen (3.4)
H, (y,s1,82,---)

:/g(y,sl,...,sn_l,tn,tn+1, )Rttt ) v (dtn) v (dEpg1) -
SN

:/g ((Psns 0 00s) (U) s bty trgts o) B (b tngrs .- ) v (dEy) v (dEnyg) - .
SN
—H ((gpsn71 o...0 9081) (y)) .

Sei € > 0. Dann gibt es wegen
(X, Zu)=Fx8x8Sx...,.90606R®...,n0vovre...)

ein N € N und eine Funktion g.: ¥ x X ivzl S — R mit

€
/|g (y, 81,82, ) — ge (Y, 81,82, - ., sn)| 1 (dy) v (dsy) v (dsa) ... < I
X

Damit ist fiir n > N

/(g (y,81,82,---) — ge (Y, 81,82, -+ -, SN)) b (Spy Snt1,- - )V (dsp) v (dsps1) - -

SN
:/g(y,sl,SQ,...)h(sn,sn+1,...)I/(dsn)u(dsnﬂ)...
SN
—/gE (Y, 81,82,y SN) B (Sn, Snt1,---) v (dsp) v (dspy1) - - -
SN
:/g(y,sl,SQ,...)h(sn,sn+1,...)I/(dsn)z/(dsnﬂ)...
SN

— e (Y, 81, .-+, SN) - /h(sn,sn+1,...)V(dsn)y(dsn+1) e
SN

=0

:/g (y, 81,82, ) h (Sn, Snt1, .- ) v (dsp) v (dsps1) .- -
SN
:Hn (y,Sl,SQ, .. ) .
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Im Folgenden schreiben wir zur Abkiirzung dsy fur v (dsg), dtx fiir v (dtg) und dy fur g (dy).
Fiir n > N haben wir dann mittels des Satzes von Fubini

/ |Hp, (y, 1, 2, ...)| dydsidss...
X

§/ /|g (Y, 815y Sn—1y tny o) — Ge (Y, S1, 82, oy SN)| |1 (b trog1,y )| dbpy.e. | dydsy...
X N
§M/ /\g(y,sl,...,sn_l,tn,...)fgs (Y, 81,82, ..oy SN) | dtp... | dyds;...
b'e N

:M/(X/g(y,sl,...,sn_l,tn,...)—gE(y,sl,SQ,...,SN)|dydsl...dsn_ldtn... dsy,...
SN

€ €
<M/Mdsndsn+1... =M - i =e.
SN

Da die Abbildung ¢, fiir jedes s € S p-maflerhaltend ist, folgt dann nach dem Transformati-
onssatz fiir die Integration beziiglich Bildmafien

/ H ()] 7 (dy) = / |H ()] n, (dy) = / H (02 (1) 7 (dy) -

Induktiv folgt also fiir jedes n € N und alle s1,...,5,-1 € S

/ H ()| (dy) = / H (6001 0@ s -0 0n1) ()| 1(dn)
Y Y

und daher nach dem Satz von Fubini auch

/\H(y)ln(dy) - /1u<dsl>u<d52>... -/|H<y>|n<dy>

LSN 1l Y

- /1u<dsl>u<d52>... -/|H((%n,1 0 Pun_g -0 0s) )| 7 (dy)
LSN J Y

/ /\H((ml 0 Pura-r00w) )| n(dy) | v (ds1) v (dsy) ...

Y

= / ’H ((gosn_l OQg _5...0 9051) (y))|17(dy)1/(d51) v(dss)....
X

Daraus ergibt sich schliefilich fiir n > N wegen (3.5)

/|H<y>|n<dy>:/|H<(sosn_lo...ososl)(y))\n(dywmsl)u(dsz)...
Y X

= /|Hn (y,81,82,...)|n(dy)v(dsy) v (ds2)... <e.
X

Da e > 0 beliebig war, gilt also H (y) = 0 fir n-fast-alle y € Y. O

Nun haben wir alle Vorbereitungen fiir das Hauptresultat des vorliegenden Kapitels getroffen
und erhalten
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r 2
Satz 3.9. Sei (X,),y eine Folge unabhingig und identisch verteilter Zufallsgrifien auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 3, P), so dass X1 nicht nur abzdhlbar viele Werte
annimmt, das heifsit also P ({X; € C}) < 1 fiir jedes abzihlbare C' € B. Dann gilt:

(a) Die Folge ([Tj— X&), en
(b) P ({(ITjs=1 X&), ey ist Benford}) = 1.

konvergiert in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz.

J

Bemerkung. Bevor wir Satz 3.9 beweisen, treffen wir noch eine kleine Vorbereitung zur
Vereinfachung des Beweises. Bezeichne im Weiteren Ny := NU {0} die Menge der natiirlichen
Zahlen mit Null. Sei fiir n € N

Y, =1logS(X,) €[0,1).

Dann ist die Folge (Y,),,cy immer noch unabhéngig und identisch verteilt. Wir wollen nun
zeigen, dass wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit eine Zufallsgrofie Yy auf (Q2,%, P)
wihlen kénnen, so dass die Folge (Y5),,cy, unabhéngig ist und Py, = Ao 1.

Nach Lemma 2.5 gibt es eine Zufallsgrofie Yy auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P’)
mit P{/O = No,1. Wir betrachten nun den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, X, P) definiert gemés
Q=0xQ 32 :=¥®3und P := P’ ® P. Mit den Abbildungen }p: ' x Q@ — R und
Vo: U x Q — R, welche wir fiir n € N gemaf

Vo (W' w) =Yy (W) und Vo (W w) =Y, (w)

definieren. Dann sind die Abbildungen Yy, V1, Vs, ... messbar, denn {Yy < t} = {Yy <t} xQ
und {Y, < s} = Q@ x {V, <s}. Damit sind Yo, V1, Va,... Zufallsgrofen auf (Q, 3, P).
Auflerdem haben wir
Py, (oo, ) =P({Yo <t}) =P({Yo <t} x) =P ({Yo < t})- P(Q)
=P ({Yo <t}) = No,1 ((—00,1]),
also Py, = Xo,1 und analog Py, = Py, = Py,. Schliellich gilt
P({Yo <t} n{Vn <s})

=P (({Yo <t} x )N (Q x{Y, <s})) =P ({Yo <t} x{Y, <s})

=P ({Yo <t}) P({Yn < s}) =[P ({Yo < t}) - P(Q] [P () - P({Yn < s})]

“P({Yy <t} x ) P x (¥, < 5}) P (<t P ({0 < 5},

(3.6)

so dass Yy und Y, fir jedes n € N unabhéngig (beziiglich P) sind. SchlieBlich gilt fiir alle
m € N und jede Wahl von paarweise verschiedenen ki, ..., %k, € Nund s1,...,s, € R dann
noch wegen der Unabhéngigkeit der Folge (Y},),,cy (beziiglich P)

P({Ve, <5130 .0 {Vh, < sm})
=P (Y x {Yi, <s1})N...0 (2 x {Yi, <511))

=P (' x ({Yi, <s1}0...0{Yi, < 5m}))

=P (V)P ({Y, <s1}0...0 (Y5, < sm})

—P' (@) P({¥i, 1)) .. P({Yi, < sm})

=[P () - P{Yi, <s1})] .- [P(Q) - P ({Yi,, < 5m})]
=P (Y x {Vi, <s1})-...- P(Q x {Yi, <5m})

P (Ve <s1}) oo P({Vh < 5},

(3.7)

so dass die Folge (Vn ),y unabhingig (beziiglich P) ist. SchlieBlich kann man mit (3.6) und
(3.7) zeigen, dass auch die Folge (V»),,cy, unabhéngig beziiglich P ist. Wir kénnen also
stets einen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2,3, P) und eine Folge unabhéngiger

60



3 Asymptotisches Benfordsches Gesetz fiir Produkte von Zufallsgréfen

ZufallsgréBen (Vn), ey, auf (2, X, P) konstruieren mit Py, = No,1 und Py, = Py, = Py,
fiir alle n € N.

Um die Aussage des Satzes 3.9 zu beweisen, wollen wir zeigen, dass

n
P ({ <Z yk> ist gleichverteilt modulo 1}) =1
k=1 neN

gilt. Angenommen wir hitten dies bereits gezeigt. Dann ist die Zahlenfolge

(Snea) -(sme)
k=1 neN k=1 neN

fir P-fast-alle (w’,w) € ' x Q gleichverteilt modulo 1. Dann muss die Aussage jedoch wegen
P = P'@P fiir P-fast-alle w € Q gelten, das heiBt (37;/_; Y5 (w)),, oy ist fiir P-fast-alle w € Q
gleichverteilt modulo 1, also P ({(Zzzl Yk), ey ist gleichverteilt modulo 1}) = 1. Haben
wir also die Aussage fiir die modifizierten Zufallsgroflen Yy, Vs, . .. beziiglich P gezeigt, so gilt
sie auch fir Y7, Y5, ... beziiglich P. Zusammenfassend kénnen wir damit ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit (2, %, P) = (2,3, P) annehmen. Wir konnen also ohne Einschriankung
davon ausgehen, dass es eine ZufallsgréBe Yo auf (2, %, P) gibt, so dass (Y,),,cy, unabhéngig
ist und Py, = XNo1. &

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes 3.9:

BEWEIS. Teil (a) wurde bereits in Satz 2.6 bewiesen. Wir missen also nur Teil (b) beweisen.
Dazu betrachten wir fiir n € N

Y, =log S (X,) = (log|X,|) €[0,1),

wobei die letzte Gleicheit schon im Beweis von Teil (a) von Satz 3.4 gezeigt wurde. Die Folge
(Yn),,en ist weiterhin unabhédngig, identisch verteilt und Y7 nimmt nicht nur abzéhlbar viele
Werte an. Nach letzter Bemerkung kénnen wir nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit
eine ZufallsgréBe Yy auf (2, %, P) wihlen, so dass (Yy,),,cy, unabhéngig ist und Py, = Mo 1.

Ferner sei
suppPy, ={y € [0,1)|Ve > 0: P({|]Y1 —y| <¢e}) > 0}

={y€[0,1)[Ve>0: Py, (U: (y)) > 0},
wobei U (y) =={xz € [0,1) ||z —y| < e}.

Wir zeigen nun zunéchst, dass [0, 1) \ supp Py, offen ist. Sei dazu y € [0, 1) \ supp Py, . Dann
gibt es ein ¢ > 0 mit Py, (Us (y)) = 0. Wir miissen zeigen, dass es dann ein ¢’ > 0 gibt,
so dass U (y) € [0,1) \ supp Py,. Sei dazu y' € U. (y), das heiit es gilt ¢ := |y —¢/| < .
Offenbar gilt dann wegen der Dreiecksungleichung

Uees (') C U (y) -
Damit ist 0 < Py, (Us—s (v')) < Py, (U (y)) = 0 und somit ¢y’ € [0, 1) \ supp Py, , das heifit
Ue (y) €[0,1)\ supp Py, . Also ist [0,1) \ supp Py, offen.

Wir zeigen nun
[Oa 1) \ supp PY] = U UE(q) (Q) )
q€QN([0,1)\ supp Py, )
wobei fiir ¢ € QN ([0,1) \ supp Py, ) dann e (¢q) :=sup{e > 0| U: (¢) C [0,1) \ supp Py, }. So
ein ¢ (q) gibt es immer, da [0,1) \ supp Py, offen ist. Sei zunéchst

YIS U Us(q) (q) :

QGQQ([O,l)\ supp Pyl)
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Dann gibt es ein ¢ € QN ([0,1) \ supp Py,) mit x € Uc(y) (¢). Per Definition von ¢ (¢) gilt
Ue(g) € [0,1) \'supp Py,, also x € [0,1) \ supp Py,. Ist nun umgekehrt = € [0,1) \ supp Py, ,
so gibt es wegen der Offenheit von [0, 1) \ supp Py, ein € > 0 mit Ue (z) C [0,1) \ supp Py,
Wegen der Dichtheit der rationalen Zahlen in R, gibt es dann ein ¢ € Q N ([0,1) \ supp Py, )
mit
€
|z —q| < 3
Fiir jedes x' € Ug (q) gilt dann wegen |z —2'| < |z —¢| + |¢—2'| < 5§+ § < € auch
z' € U (), das heifit es gilt 2 € Us (q) C U (x ) C [0,1) \ supp Py, . Per Definition von € (q)
heifit das § < e(g). Daher gilt wegen Us (q) C Uc(y) (¢) auch z € U (y) (¢) und damit

S U Us(q) (q) .
q€Qn([0,1)\ supp Py, )

Damit ist die Gleichheit gezeigt. Insbesondere ldsst sich [0, 1) \ supp Py, also als héchstens
abzéhlbare Vereinigung

[0, 1)\ supp Py, = | J UL, (4n),

schreiben, wobsei fiir alle n € N dann U, (¢,) C [0,1) \ supp Py, und ¢, € [0,1) \ supp Py,
Es folgt nun

L)
PYI ([0,1)\SuppPy1):Py1 (UUEn (QH> <ZPY1 En n _07
~———

n=1 -0

also Py, (supp Py,) = 1. Ferner enthélt supp Py, mindestens eine irrationale Zahl «, denn
wiirde supp Py, nur rationale Zahlen enthalten, so ware

1= PYl (suppPyl) < PYl (Qﬂ [0’ 1)) = P({Yl € Qm [Oal)}) =0,
was ein Widerspruch ist.
Definiere nun
SY] = {<y1 +y2++yn>|n€N7 Yk € Supppyl} < [Oal)

Da supp Py, mindestens eine irrationale Zahl a enthélt, ist fiir jedes n € N die Zahl (na) € Sy,.
Nach Teil (a) von Lemma 2.2 ist die Folge (na), oy gleichverteilt modulo 1 und daher ist
die Menge {(na)|n € N} dicht in [0,1). Damit ist auch [0,1) 2 Sy, 2 {(na)|n € N} dicht
in [0, 1).

Der weitere Beweis beruht auf der Anwendung des Birkhoffschen Ergodensatzes. Wir
definieren uns ein mafitheoretisches dynamisches System durch

X =[0,1)"
und -
2 =) B[0,1).
n=0
Wir betrachten dann das Produktmafl
pi= No,1 ® Py, ® Py, ® Py, ®
Das heifit fiir jede Rechteckmenge By x By X...X By, x[0,1)X. .. mit By, By, ..., By, € 8[0,1)

ist
/,L(Bo><Bl X...XBmX [0,1) X...)Z)}\OJ(B())PYI (Bl)Pyl (Bm)
= »\0’1 (B()) Pyl (Bl) '...'Pym (Bm)
=P ({Yo € Bo,Y1 € By,..., Yy € By }),
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wobei die Unabhéngigkeit und die identische Verteiltheit ausgenutzt wurde. Wir definieren
nun eine Transformation T: X — X geméf

T (50,81, 82,---) = ({(so + $1), S2,...).

Da Yy gleichverteilt modulo 1 und Y; unabhéngig von Yy ist liefert Teil (a) von Satz 2.5,
dass auch (Yj + Y1) gleichverteilt modulo 1 ist, das heifit Piyy4v,y = Ao,1- Damit folgt, dass
T p-maferhaltend ist, denn wegen

p(T7" (Bo x By X ... x By, x [0,1) x...))
=P{{Yp+Y1) € Bg,Ya € By,..., Y1 € B })
=Py, +v1) (Bo) + Py, (B1) - ...+ Py,,_, (Bn)
=Xo,1 (Bo) - Py, (B1) - ... Py, (Bm)
=u(Bg X By X ... X By, x [0,1) x...),

ist T" auf einem Erzeuger von ¥ p-maflerhaltend und damit auch auf ganz 3. Wir wollen nun
zeigen, dass (X, X, T, u) sogar ergodisch ist. Dabei wenden wir insbesondere Satz 3.7 und 3.8
an. Wir zeigen die Ergodizitat mittels Satz 3.7 durch das Zeigen der Aussage

(I) Fix T besteht nur aus p-fast-tiberall konstanten Funktionen.
Sei also g € Fix T, das heifit (Tg) () = g (x) fiir p-fast-alle x € X bzw.
9 (T (s0,81,82,--.)) = g(S0,81,82,-..), fir p-fast-alle (sg,s1,82,...) € X.

Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.8 sei nun (Y,9),n) :== ([0,1),28[0,1) , Mo 1) und (S, S,v) =
([0,1),%10,1), Py, ) zusammen mit der Transformation ¢ (y) = (y + s). Zunéchst gilt wegen
der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles dann

Noi (95 (B)) = Xo1 ((B—s)) = No1 (B), fir alle B € B,

so dass ¢, fiir jedes s € [0,1) eine Ao 1-maferhaltende Transformation ist. Nach Satz 3.8 gibt
es dann ein f: [0,1) — R, so dass u-fast-iiberall

g(80781,82,...) :f(S()). (38)
Zudem gilt fur N 1-fast-alle so € [0,1) und Py, -fast-alle s € [0,1)
f(s0) = f({s0+)).

Das heifit es gibt ein B € B[0,1) mit Py, (B) = P({Y1 € B}) = 1, so dass f(sg) =
f({so+ ) fiir alle s € B und Ao 1-fast-alle sg € [0,1) gilt. Wegen

Py, (supp Py, N B) = Py, (supp Py,) + Py, (B) — Py, (suppPy, UB)=1+1-1=1,

konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit B = supp Py, annehmen. Daher gilt die
Aussage f (so) = f ({so + s)) insbesondere fiir Ag ;-fast-alle sg € [0,1) und alle s € supp Py, .
Es gilt also auch fiir s1,s9 € supp Py,

f(s0) = f({so+s1)) = f(({s0+ 1) +52)) = f ({80 + 51+ 52)),

und induktiv daher fiir alle n € N und alle s1,...,s, € supp Py,

f(s0)=f((so+s14...+5n)),
jeweils fir Ao 1-fast-alle so € [0,1).

Betrachte nun fir & € R die Menge A := {sg € [0,1)| f (s0) < a} = {f < a}. Mit s €
supp Py, gilt

01 (A) ={s0 €[0,1) [ (so+s) € A} = {s0 € [0, 1) [ f ({30 + 5)) < o}
={s0€[0,1)]f (s0) <} = 4,

63



3 Asymptotisches Benfordsches Gesetz fiir Produkte von Zufallsgréfen

wobei wie im Beweis von Satz 3.7 ,=" die Gleichheit bis auf eine Xo; Nullmenge bedeuten
soll. Damit ist A eine pg-invariante Menge und somit

o1 (ADp ! (A)) = 0.

Wir wollen nun zeigen, dass dies nur dann méglich ist, wenn X1 (A) = 0 oder Ao (4) =1
gilt. Angenommen es gilt X 1 (4) > 0. Dann definiere durch

Mo (BN A)
No,1 (A)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf ([0,1),8[0,1)). Dann ist fiir B € 6 [0,1)

v(B) = (3.9)

Xo (A) - [V (B) = v ((B+5))| = Mo (AN B) = Mo (AN (B + 5))|
= ‘)\0,1 (A N B) — )}\071 (<A — 8> N B)‘
1

= / (1anB — 1a—snB) dAoa

15 (14— 1ag)) dAos

1

1
/
1
/ 1a—1ia_g|dNoy = /1AA(Afs)d)\0,1
0
Ao,
0.

IN

0

1 (AL (A = 5)) = Not (ADp ! (4))

Also gilt v(B) = v ({B+ s)) fur alle B € 810,1) und alle s € supp Py,. Fiir die Fourier-
Koeffizienten von v folgt daraus

1 1
/V\(k}) — /ei2ﬂkt v (dt) — /ei2ﬂk<t+s) v (dt)
0

(e}

1 1
— ei27'rk(t+s) efi27'rk Lt+sJ /6127rk t+s) )

[}

0

1
— eiQﬂ'ks X /ei27rkt v (dt) _ eiQﬂ‘k:S D (k) )
0

Da Sy, dicht in [0, 1) liegt, gibt es nun fiir jedes k # 0 eine Folge (sk;n), oy aus Sy; mit
limy, yoo k- Spip = % Damit folgt fir die Fourier-Koeffizienten

(k) = ei2mhsen (k) 22252 o (k) = — (k)

D

also U (k) = 0 fiir alle k # 0. Folglich hat v dieselben Fourier-Koeffizienten wie Mo 1 und es
gilt
Vv = )}\071.
Damit folgt aus (3.9)
»\()’1 (A N A)
Ao (A4)

Wir haben damit X1 (A) = 0 oder Ao 1 (A) =1 gezeigt.

No,1 (A) = =1
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Wegen A = {f < a} folgt wie im Beweis von Satz 3.7, dass dann f X i-fast-iiberall
konstant sein muss. Also ist g € Fix T wegen (3.8) auch pu-fast-iiberall konstant. Daher ist
Aussage (I) gezeigt, woraus sich wegen Satz 3.7 die Ergodizitat von (X, X, T, ) ergibt.

Wir wenden nun den komplexen Birkhoffschen Ergodensatz (vergleiche Folgerung 3.3) fiir
g: X — C aus £ (X, %, u) definiert geméif

g (s0,51,82,...) = f(s0)

mit einem f: [0,1) — C aus £ ([0,1),B[0,1), N\o,1) an. Dann folgt wegen der Ergodizitit
von (X7 E? T’ /’L)

-1
1 0 ..
i Z goTmh ——— Nt /gdu, p-fast-iiberall.

n=0
Nun ist aber

(goT"™) (s0,81,82,---) =g ((So+ 81+ ---+ Sn) s Snt1sSnt2y---)
=f((so+s1+...+5n).

Ferner gilt nach dem Satz von Fubini wegen = X1 ® Py; ® Py, ®

11 1
/gdu:// - (s0) No,1 (dso) Py, (ds1) Py, (ds2). /f s0) Ao,1 (dso) -
X 00 0

Damit gilt fiir p-fast-alle (sg, $1,82,...) € X

N-1
1 o0
3 FGsot st st ) A /fd)}\ol

n=0

Ferner haben wir

lim —Zf S0+ 814 ...+ Sn))

N—ooo N
1 N-1
_NIHOON—1Zf (s0F 814+ 50))
N—
. N 1
ZNE?EOOm'N;f“"“sl*“'”"))

N-1

N . 1
T W NIHOONZOf<<So+81+~--+Sn>>

zhm—Zf ((so+s1+...+5n).

N—oo N
Daher gilt auch
1N
N Z F{so+s1+s2+...458n)) Nz, /fd)&o 1, p-fast-tiberall.
n=0
Wegen 1= X1 @ Py, ® Py, ® ... = Py, ® Py, ® Py, ® ... gilt fiir P-fast-alle w €
1 < /
N 00
F @)+ Y @) + o+ Y @) 2 [ fann, (3.10)
n=0 0
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Wir betrachten nun speziell fiir k € Z\ {0} die Funktion f (t) := ¢!?"*!. Dann ist

N

N
1 _ 1 1270k (Yo ()4 Y1 (@) o+ Y ()
NZ_: w) + Y1 (w) + ..+Yn(w)>)fﬁw;e o(w)+Y1
N

_ % Z o127k YD () i2mk(Y1 (@) F.. Y ()
n=0

N
_ ei2mkYo(w) L Z 2k (Y3 () 4o Vi ()
N n=1

Nach (3.10) gilt fiir P-fast-alle w € 2 dann

N
127rkY0 Z i27k(Y1(w)+...+Yn (w)) N‘”FOO / IQﬂktA dt)

Da aber ‘ei%ky@(“)’ = 1 muss dann auch

N
1 . oo
N E ei2mE(Y1(@)+...4 Yo (w)) N2Hoo, 0, fiir P-fast-alle w € Q

n=1
gelten. Das heiit es gibt ein Qp € 3 mit P () = 1 mit

N
1 i oo
N Zel%k(yl(“’”“*y"(w)) Notee, 0, fiir alle w € Q. (3.11)
n=1
Da der abzahlbare Durchschnitt von Mengen mit Mafl 1 immer noch Mafl 1 hat, gilt
P (ﬂkeZ\{O} Qk) =1 und (3.11) gilt fiir alle w € ;7\ (o} - Damit gilt

N
1L -
v E ei2mE(Y1(@) .. 4 Yn (W) N2Hoo, fir P-fast-alle w € Q

n=1

und alle k € Z\ {0}. Mit dem Kriterium von Weyl (vergleiche Satz 2.3) bedeutet das aber,
dass die Folge (3 _; Vi (w)),, oy fitr P-fast-alle w € Q gleichverteilt modulo 1 ist. Wegen
Yi (w) = log S (X}) ist das nach Teil (a) von Satz 2.2 dquivalent dazu, dass die Folge
(ITh=1 Xk (W), e fiir P-fast-alle w €  Benford ist, also

P ({ (H Xk> ist Benford}) =1
k=1 neN 0

Folgerung 3.4. Sei (X,),cy eine Folge unabhingig und identisch verteilter Zufallsgrofien
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P), so dass Fx, stetig ist. Dann gilt:

(a) Die Folge ([Tj—y X&), cn konvergiert in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz.

(b) P ({(ITjs=1 X&), cist Benford}) = 1.

BEWEIS. Falls F, stetig ist gilt fiirallet € R P ({X; =¢}) = 0,sodass also P ({X; € C}) =
P (UtEC {X; = t}) = 0 fiir jede abzéhlbare Menge C € B. Damit folgt die Behauptung aus
Satz 3.9. O
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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es das von Newcomb und Benford aufgestellte Benfordsche
Gesetz mathematisch zu préazisieren und Kriterien fiir die Gultigkeit zu erhalten. Dazu
wurden zunéchst die wichtigsten Definitionen in Form der Signifikanten und der signifikanten
o-Algebra getétigt. Es folgte die fiir die weiteren Untersuchungen wesentliche Definition der
Benford-Eigenschaft fiir Zahlenfolgen, Funktionen, Zufallsgrofien und Wahrscheinlichkeitsma-
Be. Dabei wurde zudem die Benford-Verteilung B auf (R*,S) eingefiihrt.

Mithilfe dieser Begriffsbildungen folgte als erstes Kriterium Satz 2.2, welcher die Benford-
Figenschaft fiir die verschiedenen Objekte mittels der Gleichverteilung modulo 1 charak-
terisiert. Als eine erste Anwendung wurde in Beispiel 2.4 dann gezeigt, dass die Folge der
Fibonacci-Zahlen die Benford-Eigenschaft besitzt, jedoch die Folge der Primzahlen nicht. Im
Hinblick auf das Grenzverhalten von Folgen von Zufallsgrofien wurde die Konvergenz in Ver-
teilung gegen das Benfordsche Gesetz eingefiihrt. Satz 2.6 zeigt dann, dass falls eine Folge von
ZufallsgréBen (X,),,c unabhingig und identisch verteilt ist, so dass die Zufallsgrofie X nicht
nur abzihlbar viele Werte annimmt, das Produkt []}_, X in Verteilung gegen das Benford-
sche Gesetz konvergiert. Als zweite grofie Charakterisierung der Benford-Eigenschaft folgte
dann Satz 2.7. Dieser besagt, dass die Benford-Eigenschaft von Wahrscheinlichkeitsmaflen
dquivalent zu der Eigenschaft von skaleninvarianten signifikanten Dezimalziffern ist. Ferner
lief} sich die Benford-Verteilung mittels des sogenannten Multiplikationsspiels in Satz 2.8
charakterisieren. Schliefllich wurde in Satz 2.9 gezeigt, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl genau
dann Basis-invariante signifikante Ziffern besitzt, wenn es sich als eine Konvexkombination
aus dem Dirac-Maf} §; und der Benford-Verteilung B schreiben lésst.

Das letzte Kapitel widmete sich dann der asymptotischen Betrachtung von Produkten von
ZufallsgroBen. Zundchst wurde in Satz 3.2 gezeigt, dass falls die Zufallsgrofle X eine Riemann-
integrierbare Dichte besitzt, die Folge (X"), .y in Verteilung gegen das Benfordsche Gesetz
konvergiert und die Folge (X"), .y mit Wahrscheinlichkeit 1 Benford ist. Im anschliefenden
Beispiel wurde zudem die Konvergenzgeschwindigkeit gegen das Benfordsche Gesetz fiir
eine auf [0, 1) gleichverteilte Zufallsgrofie bestimmt. AbschlieBend wurde dann das Produkt
[1;_; X5 einer unabhéngig und identisch verteilten Folge von Zufallsgrofien untersucht. In
Satz 3.9 wurde mithilfe des Birkhoffschen Ergodensatzes gezeigt, dass die Folge ([T,_; X&), cx
mit Wahrscheinlichkeit 1 Benford ist, falls X; nicht nur abzéhlbar viele Werte annimmt.

67



Literaturverzeichnis

BENFORD, Frank: The Law of Anomalous Numbers. In: Proceedings of the American
Philosophical Society (1938)

BERG, Christian: Fourier-Analysis. http://www.math.ku.dk/kurser/2009-10/blok1/
fouan. Version: 2009. — Accessed: 28.12.2015

BERGER, Arno ; HILL, Theodore: An Introduction to Benford’s Law. Princeton University
Press, 2015. — ISBN 9780691163062

BERGER, Arno ; HiLL, Theodore P.: A basic theory of Benford’s Law. In: Probability
Surveys 8 (2011)

BERGER, Arno ; HILL, Theodore P. ; KAYNAR, Bahar ; RIDDER, Ad: Finite-state Markov
Chains Obey Benford’s Law. In: STAM J. Matriz Analysis & Applications 32 (2011), S.
665684

CAPRARO, Valerio ; MORRISON, Kent E.: Ezistence of optimal strategies for the Operation
Game on amenable semigroups. http://arxiv.org/abs/1104.3098v2. Version: 2014. —
Accessed: 28.12.2015

CHOW, Yuan S. ; TEICHER, Henry: Probability Theory. Independence, interchangeability,
martingales. Third edition. Springer, 1997. — ISBN 9780387406077

Diaconis, Persi: The Distribution of Leading Digits and Uniform Distribution mod 1.
In: The Annals of Probability 5 (1977), S. 72-81

EISNER, Tatjana ; FARKAS, Balint ; HAASE, Markus ; NAGEL, Rainer: Operator Thereotic
Aspects of Ergodic Theory. Springer, 2015

HivLL, Theodore: Base-invariance implies Benfords law. In: Proceedings of the American
Mathematical Society 123 (1995), S. 887-895

HiLL, Theodore P.: A statistical derivation of the significant-digit law. In: Statistical
Science 10 (1995)

HUNGERBUHLER, Norbert: Benfords Gesetz iber fihrende Ziffern: Wie die Mathematik
Steuerstndern das Fiirchten lehrt. http://www.educ.ethz.ch/unt/um/mathe/ana/
benford. Version: 2007. — Accessed: 22.12.2015

KLENKE, Achim: Wahrscheinlichkeitstheorie. 3. Auflage. Springer, 2013. — ISBN
9783642360176

KuPIERS, Lauwerens ; NIEDERREITER, Harald: Uniform distribution of sequences. John
Wiley & Sons, 1974

MORRISON, Kent E.: The Multiplication Game. In: Mathematics Magazine 83 (2012),
S. 100-110

NEwcCOMB, Simon: Note on the Frequency of the Use of different Digits in Natural
Numbers. In: American Journal of Mathematics (1881)

PETERSEN, Karl: Ergodic Theory. Cambridge University Press, 1989

RYLL-NARDZEWSKI, C.: On the ergodic theorems III. In: *Studia Mathematica 14 (1954),
S. 299-301

68


http://www.math.ku.dk/kurser/2009-10/blok1/fouan
http://www.math.ku.dk/kurser/2009-10/blok1/fouan
http://arxiv.org/abs/1104.3098v2
http://www.educ.ethz.ch/unt/um/mathe/ana/benford
http://www.educ.ethz.ch/unt/um/mathe/ana/benford

Eigenstandigkeitserklarung

Ich versichere, dass ich die vorliegende Arbeit selbsténdig und nur unter Verwendung der
angegebenen Quellen und Hilfsmittel angefertigt habe. Insbesondere sind wortliche oder
sinngeméfle Zitate als solche gekennzeichnet. Mir ist bekannt, dass Zuwiderhandlung auch
nachtriglich zur Aberkennung des Abschlusses fithren kann.

Leipzig, den 19. Januar 2016

69



	Einführung
	Die Signifikante
	Die signifikante -Algebra

	Benford Eigenschaft und Charakterisierungen
	Definitionen
	Die Gleichverteilungs-Charakterisierung
	Skaleninvarianz-Charakterisierung
	Spieltheoretische Charakterisierung
	Basis-Invarianz-Charakterisierung

	Asymptotisches Benfordsches Gesetz für Produkte von Zufallsgrößen
	Abhängige Zufallsgrößen
	Unabhängige Zufallsgrößen


