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Kapitel 1

Einleitung

Die Diplomarbeit betrachtet die Verallgemeinerung der Panjer-Rekursion auf den
Fall, dass die Schadensanzahlverteilung durch eine Folge von m x m Matrizen gege-
ben ist. Diese Methode bezieht sich auf den Artikel [1].

In Kapitel 2 wird das diskrete Risikomodell eingefiihrt.

In Kapitel 3 wird eine Klasse von Schadensanzahlverteilungen eingefiihrt, die durch
eine Folge von m-dimensionalen Vektoren definiert ist. Es wird untersucht, welche
Bedingungen die Folge geniigen miissen, dass die resultierende Folge eine diskrete
Verteilung auf den natiirlichen Zahlen bildet ist. Eine spezielle Klasse dieser Vertei-
lung sind die verallgemeinerten Panjer-Schadensanzahl-Verteilungen, die mit Hilfe
einer Folge von Matrizen und einen Vektor definiert sind. Diese Klasse umfasst
Verallgemeinerungen einer Reihe von Verteilungen im eindimensionalen Fall. Durch
die Tatsache, dass Matrizen im Allgemeinen nicht kommutativ sind, ergibt sich eine
grofse Variablitat solcher Verteilungen. Insbesondere wird die Klasse der verallgemei-
nerten geometrischen Verteilungen und verallgemeinerte Poisson-Verteilungen unter-
sucht. In diesen Fallen konnen die Einzelwahrscheinlichkeiten der Panjer-Verteilung
explizit als Funktionen einer Matrix und eines Vektors dargestellt werden.

In Kapitel 4 werden zusammengesetzte diskrete Verteilungen betrachtet, wobei die



Schadensanzahl eine verallgemeinerte Panjer-Verteilung besitzt. Es wird nachgewie-
sen, dass die Gesamtschadensverteilung rekursiv bestimmt werden kann.

In Kapitel 5 werden die Resultate aus Kapitel 4 auf den Fall verallgemeinert, dass die
Schadensanzahlverteilung eine Phasen-Typ-Verteilung ist. Dann lésst sich ebenfalls
die Gesamtschadensverteilung rekursiv bestimmen. Ein Beispiel zeigt die konkrete

Umsetzung dieser rekursiven Methode.



Kapitel 2

Risikomodell

Wir betrachten ein diskretes kollektives Risikomodell. Der Schaden in einer Periode
wird durch die Zufallsgrofse N, der sogenannte Schadensanzahl, und der Folge der
Teilrisikos (X;);=1.2,..., beschrieben. Im weitere sei N die Menge der positiven gan-
zen Zahlen. Hierbei gehen wir davon aus, dass alle Zufallsgréfsen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, 2, P) definiert sind, d.h. die Folge (X;);en wird als Folge von
messbaren Abbildungen der Art

Xii(Q,Q[)%(R.i_,%_&_), i:1,2,"',

aufgefasst, wobei R, = [0,00) und %A, die Borel-o-Algebra iiber R, bezeichnet,
auferdem ist die Schadensanzahl durch die Abbildung

N:Q — N (2.0.1)

beschrieben, wobei Ny = {0,1,2,---} bezeichnet. Natiirlich ist N Borel-messbar,
da die Borel-o-Algebra iiber Ny die Potenzmenge von Nj ist. Bekanntlich ist die



Verteilungsfunktion der Zufallsgréfse X; durch

Fx,(z) =P(X;<z), z€R

definiert. Damit ist die Verteilungsfunktion stets rechtsstetig. Die Verteilungsfunk-
tion der Zufallsgrofse N ist durch die Einzelwahrscheinlichkeiten

pn::P(N:n), n € Ny

eindeutig bestimmt. Die Folge (p,)nen, bezeichnen wir als Verteilung der Zu-
fallsgrofie IN. Zur Charakterisierung der Verteilung (py)nen, verwenden wir die

erzeugende Funktion, die durch
]5(2’) = anzn
n=0

definiert. Der Definitionsbereich der erzeugenden Funktion p enthélt das Intervall
[-1,1].

Wir stellen folgende Voraussetzungen an das Risikomodell:
1. Das System (N, (X;);en) ist unabhéngig, d.h. fiir jede endliche Teilmenge M C

N sind die Zufallsgrofe { N, X;, ¢ € M} unabhéngig.
2. Die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofsen X;, 7 € N, ist identisch, d.h. es gilt

Fy,= F, ieN.



Wir bezeichnen die Verteilungsfunktion F' als Verteilungsfunktion der Teilrisiken.
Der Gesamtschaden in einer Periode wird durch die Zufallsgrofe S, die geméfs
VX wenn N > 0

S =
0, wenn N = 0

beschrieben wird. In dieser Arbeit untersuchen wir spezielle Verteilungen der Scha-
densanzahl, die einer rekursiven Beziehung gentigen. Solche Verteilungen implizieren

ebenfalls eine rekursive Beziehung fiir die Verteilungsfunktion des Gesamtschadens.



Kapitel 3

Klassen parametrischer

Schadensanzahlverteilungen

3.1 Vektorparametrische Schadensanzahlverteilun-

gen

Es sei eine Folge (W(”))neNm von m x 1 Vektoren gegeben, wobei

Wi
wm — :
Wi

, ein 1 xn Vektor mit

>0, i=12...m (3.1.1)

d =1 (3.1.2)



Definition 3.1.1 Die Verteilung (p,)nen,, heift (m,y, W™) erzeugt, falls

Pn = ’VTW(n)a n € Ny

qgilt.
Die Folge (pp)nen  bezeichnet man auch als (m,y, W™)-Verteilung.

Bemerkung 3.1.2 Fulls fir eine Komponente 1,7y, = 0, so spielt die ig—te Kom-
ponente 7£Wign) = 0 keine Rolle fiir die Verteilung (pn)nen,- Deshalb kénnen wir
alle diese Komponenten von v unbeachtet lassen und die Dimension des Vektor ~y

gegebenenfalls reduzieren. Deshalb setzen wir weiter voraus
O<v<l, 1=12..,m. (3.1.3)

Auperdem kénnen wir auch v; = 1 ausschliefien, da dann p, = W™ gilt und W)

eine Verteilung sein muss.

Es sei m=1. Dann gilt fiir die (1,~, W")-erzeugte Verteilung
P =2 W™ = W,

da v, = 1 ist. Damit ist (py)nen, genau eine Verteilung, falls (W (™), oy, eine Ver-
teilung ist.

Es sei m = 2 und (p,)nen, sei eine (2,7, W™)-Verteilung. Dann gilt
Pn = ’VTW(H)
= AW 4 Wy
=W+ (1= )y

=Wy AT — ).
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Beispiel 3.1.3 Speziell waihlen wir
W™ =cr, neN,

und
W2(n) = an7 n e NO;

wobei
0<|rl<g<l

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

Wir untersuchen, fiir welche Parameter r, q und C eine (2,7, W™)-Verteilung

entsteht. Es gilt offenbar
Po = C Z 07

d.h. es muss
cC>0

erfillt sein.

Ist C' =0, so ist offenbar (p,)nen eine Verteilung, d.h. es gilt sogar
C > 0.

Weiter haben wir
P =Clq" + fle(r" —q¢")] >0, neN

Die Bedingung p, > 0 ist somit gleichwertig mit
q" 1

7 S = r .
1 qn_,rn 1_(6)71

Wenn r > 0, dann ist (3.1.9) trivial erfillt, da
1< _ necN
ST
qgilt.

FEs set nun r < 0.

gooe

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)



wobei

gesetzt wiirde.

Es ist leicht zu sehen, dass

1
inf (a, :ne€N)=a; =
inf (a, : n )= T2
Damit ist (3.1.9) gleichwertig mit
y _ 49
I Y
Folglich gilt
Pn > 07 ne NO
genau dann, wenn
1
M < S (3.1.10)

falls r < 0.

Auferdem haben wir
= 1 o1 1
anop”_c {1——q+%(1—r _1——(1)}

Damit ist (pp)nen, €ine (2,75, W™)-Verteilung, falls

1 1 1
C|——+~F -

{1— i 1—qﬂ

C r—gq
e () 11

ist. Damit ezistiert fir alle C < 0 ein Parameter v, mit (8.1.11),d.h. es gilt
1—r 1—gq

= 1—— 3.1.12

w=t 1= 151 (3.1.12)

Wegen 0 < v < 1 folgt aus (3.1.12) die Ungleichung
l-g<C<1—7 (3.1.13)

9



Ist zusdtzlich r < 0, so gilt (3.1.10), d.h. es ist

L+ |r] { 1- Q} q
= _ < (3.1.14)
q+|r] C q+Ir|
erfillt.
Diese Ungleichung (3.1.14) ist dquivalent zu
o1 1-4q
I+ = C
bzw.
1—¢q)(1
c<dzal+ir) (3.1.15)
1—q+]r]
Somit ist in diesem Fall (pp)nen, eine (2,75, W™)-Verteilung, falls
(A—g)tir]) wenn r < 0
l—g<C<{ 't (3.1.16)
1—r wenn r > 0

gilt und ~, durch (3.1.12) gegeben ist. Es sei bemerkt, dass v, als Funktion von C alle
Werte des Intervalls [O, q%lr\] annimmt, wenn r < 0 und alle Werte des Intervalls

[0, 1], wenn r > 0.

Im Folgenden verallgemeinern wir die Schlussweise von Beispiel 3.1.3. Dazu fiihren
wir folgenden Bezeichnungen ein.

Wir betrachten die Zerlegung von Nj:
Ay :i={neNy: W™ =wi
Ay i={neNy: W™ < W™y
Ay = {neNy: W™ > wi

Auferdem setzen wir

By =Y W (3.1.17)
n=0

By =Y Wy (3.1.18)
n=0

10



Satz 3.1.4  Die Verteilung (pp)nen, ist genau dann eine (2,7, W™)-Verteilung,
falls folgende Bedingungen erfillt sind:

W™ =wi >0, ne A (3.1.19)
Fir Bl = BQ ngt
und
W(”) W. n)
sup [ ———2——ned | <y <inf| —2——:ne 4. (3.1.21)
(n) (n) (n) (n)
Wi =W, Wy =Wy
1— B,
= 3.1.22
T B, — B, ( )
Fur By > By qult zusdtzlich
By <1< By (3.1.23)
und
Wi (1 — B) <W™(1-B,), neN,. (3.1.24)
Fir By < By gqilt zusdtzlich
B <1< By (3.1.25)
und
w1 - B) > w1 -B,), neN, (3.1.26)
Beweis:

a) Wir zeigen die Notwendigkeit der Bedingungen (3.1.19) bis (3.1.26).
Es sei (pn)nen, eine (2,7, W)-Verteilung. Die Bedingung p,, > 0 ist gleichwertig

mit
D = TWD 4 (1 = AT = W 1AW ™ — Wiy >0 (3.1.27)
Fiir n € A ist (3.1.27) dquivalent zu
Wy >0,

11



d.h. (3.1.19) ist erfiillt.
Fir n € Ay ist (3.1.27) gleichwertig mit

Wi
1 < ﬁ (3.1.28)
Wy” =W,
Fiir n € Ay ist (3.1.27) dquivalent zu
Wy
n=——2—. (3.1.29)
Weiter gilt mit den Bezeichnungen (3.1.17) und (31..18)
1= an = By + '71T(Bl - BZ)a
n=0
d.h. es folgt
’7{(31 — Bg) =1- BQ.
Damit folgt fiir B; = B, die Beziehung
By=By—=1,
d.h. es gilt (3.1.20).
Aus (3.1.28) und (3.1.29) folgt die Bedingung (3.1.21).
Fiir By # B, folgt
_1=5 (3.1.30)
"= Br— By’ 1.

Es sei nun (i) By > Bs.
Wegen 71 > 0 ergibt sich aus (3.1.30) By < 1. Wegen v; < 1 folgt analog

B, > 1.
Also folgen in diesem Fall die Ungleichungen
By <1< B;y.

12



Somit ist (3.1.23) gezeigt.
Auferdem gilt wegen (3.1.28) und (3.1.30) fiir n € Ay

1-B; _ wim
By — By — W2(”) _ Wln) ’

Dies ist aquivalent zu

w1 —B)<w™(1-B,), neA,.

Analog gilt wegen (3.1.29) und (3.1.30) fiir n € A

1— B, wim
> .
By =By — wim —w

Dies ist gleichwertig mit

W1 — B) < W1 = By), ne A,

(3.1.31)

(3.1.32)

Da diese Ungleichung fiir n € Ay trivial erfiillt, folgt aus (3.1.31) und (3.1.32)

Wi (1 - B) < W1 -B,), neN,

d.h. (3.1.24) ist erfullt.
Es sei nun (ii) By < Bo.

Dann folgen analog zum vorigen Fall die Ungleichungen
Bl S 1 S BQ?

d.h. es gilt (3.1.25).
Auferdem gilt wegen (3.1.26) und (3.1.28) fiir n € A,

1 - B2 W2n)
< .
By =B, ~ w —w

Wir schliefen analog zum Fall (i) und erhalten

Wi (1 —B)>W"™(1-B,), neA,.

13



Ahnlich folgt wegen (3.1.29) und (3.1.28) fiir n € A,

1-B; _ wim
B1 — B2 - WZ(H) . Wln)

Dies ist aquivalent zu

Wi (1 —B)>W"(1-B,), neA,.
Damit erhalten wir im Fall (ii) die Bedingung

WiV (1= By) > W (1-By), neN,

d.h. (3.1.26) ist erfiillt.
b) Wir zeigen die Hinlénglichkeit der Bedingungen (3.1.19) bis (3.1.26) fiir die
Félle (i) By = By (ii) By > By und (iii) By < Bo.
Fall (i): Aus der Bedingung (3.1.19) und (3.1.21) folgt mit dhnlicher Schlussweise
wie in a)

pn >0, neNg.

Auferdem ist .
> pn=1
n=0

in diesem Fall trivial erfiillt.
Fall (ii): Wegen (3.1.20) und (3.1.24) gilt die Ungleichung

1— B, Wi
= <

94! ., ne€A.

Dies ist gleichwertig mit
Pn Z 07 n e Al'

Fiir n € A, schliefen wir analog. Aus (3.1.22) und (3.1.26) folgt dann némlich

"TB BT W

14



Daraus ergibt sich
Pn Z 07 nec A2

Fiir n € Ay ist die Bedingung
Pn Z 07 ne AO

wegen (3.1.19) trivial erfiillt.
Aufserdem folgt wegen (3.1.22) und (3.1.27)

an =By +7(By — B1) = 1.

n=1

Der Fall (iii) wird analog behandelt.
Somit haben wir die Hinlénglichkeit der Bedingungen (3.1.19) bis (3.1.26) nachge-

wiesen. q.e.d.

Folgerung 3.1.5 Die Verteilung (pp)nen, sind (2,7, W) erzeugt fir alle v, €
[0, 1], falls
W neno und (W™ )pen, (3.1.33)

Verteilungen sind.

Beweis: Wegen (3.1.32) folgt

AuRerdem sind die Ungleichungen (3.1.21) gleichwertig mit
(n)
inf % n e A1 Z 1
Wy =W

und

n)
sup %Z’HE‘AQ <0.
Wi =W,

15



Diese Ungleichung sind wiederum gleichwertig mit
W™ >0, neN

und
Wi >0, neN,

was nach Voraussetzung erfiillt.

Also ist Nach Satz 3.1.4 (p,) eine (2,7, W™)-Verteilung. q-e.d.

Beispiel 3.1.6  Wair kehren zum Beispiel 3.1.3 zuriick und leiten die Bedingungen

dafiir, dass (pn)nen mit
Po=Y WP+ (1=~ )Wy, n=0,1,2,...

eine (2,7, W™)-Verteilung ist aus Satz 3.1.4 her.
a) FEs gelte die Bedingung (3.1.6).
Offenbar gilt

wi=Ww3

nur falls n =0, d.h. Ay = {0}. In diesem Fall muss also wegen (3.1.19)
C>0

gelten, d.h. es gilt (3.1.7).
Damit (p,) eine Verteilung ist, gilt natirlich C' > 0.

In diesem Beispiel qilt
1

B, —
! Cl—r

und

1
By =C—-.
2 1—g¢
Also folgt By # Bs. Wegen (3.1.6) gilt sogar

By < Bs.

16



Damit miissen wegen (3.1.25) die Ungleichungen

1
C <1<C——
l—r— = 1-—gq
gelten. Diese sind gleichwertig mit
l—-g<C<1-r (3.1.34)

Auferdem ist (3.1.26) dquivalent zu

Yoo (ioeph)
1—r 1—¢q

¢"(1—r=C)1—gq) =r"(1—g—C)(1—7). (3.1.35)

Cq (1 _C

bzw.

Fiirr >0 ist (3.1.85) erfillt, da (3.1.34) gilt.
Es sei also r < 0. Dann ist (3.1.35) dquivalent zu

¢"(L=r=C)1=q) = |r"(=1)""(C = (1 -q)(1—7) (3.1.36)

Ist n gerade, so ist (3.1.36) erfillt.
Es sei nun n ungerade. Ist
1- q= Ca
so ist (3.1.36) erfillt und (p),, ist nach Satz 3.1.4 eine Verteilung.
Gilt
1—r=0C,
so muss 1 —q = C gelten, d.h. es folgt ¢ = r, Widerspruch zur Wahl zu (3.1.6).

Damit gilt
l—g<C<1l-r (3.1.37)

Wir brauchen nur den Fall
l-g<C<1l—r (3.1.38)

17



weiter zu erortern.
Dann ist (3.1.36) gleichwertig mit

Y A—r—C)(1—g)
(q> SCe—a-oi-n

Wegen (3.1.6) ist dies dquivalent zu

rl . A+l =q)

7 S C— =)+
bzw.
(€= (L= )+ IrDlr| < A+l = €)1 = g)q
Ol + [l + (1 = @)a] < (1+ ) (1 = )q + Irl(1 = g))(1 + )
CI(1+ Pl + (1= g)q) < (1+ [r)(1 = @) + Ir])
CS T a0
Wegen

A+l + A —gg=q—r+r" ¢’
=(g=r)(1=r+q)
= (g+IrDA+]rl = q)
folgt also fiir C' die Bedingung

o< Q=g

3.1.39
1—q+|r| ( )
b)  Wir analysieren nun den Fall, dass
Irl=¢<1 (3.1.40)
und Wi(n),i = 1,2 durch (3.1.4) bzw. (3.1.5) gegeben sind.
Im Fall r > 0 geniigt es dann die Bedingung (3.1.7), d.h.
C>0 (3.1.41)

18



zu fordern.
Es sein nun r < 0. Dann gilt Ay = {0,2,4,...} und (3.1.19) ist trivial erfillt.
Es gilt weiter

1 1 C
i o e g
und
By=C——.
lL—q
Also folgt By # Bs, und zwar
By < Bs.

Wir kénnen nun die Schlussweise von Teil a) anwenden und erhalten die Bedingung

(3.1.39). Diese Bedingung ist in unserem Fall gleichwertig mit

1—¢?, wenn r < 0
l—¢g<C<
14+4q , wenn r > 0.

Damit haben wir mit Hilfe von Satz 3.1.4 die Bedingungen (3.1.15) und (3.1.16)
hergeleitet.

Abschliefsend bemerken wir, dass die Charakterisierung in Satz 3.1.4 nicht ein-
fach auf den Fall m > 2 fortgesetzt werden kann. Eine Variante diese Resultat
fiir m > 2 zu benutzen besteht darin, dass eine (m,¥, W™)-Verteilung (p,)nen,
als eine (2,%, W(”))—Verteilung (Pn)nen, aufgefasst werden kann. Dafiir gibt es viele

Moglichkeiten, z.B. erhalten wir fiir

M =M
W = wy
R n
WQ( ) — 1 _J j( )
=2 g

19



Es sei bemerkt, dass wir vorausgesetzt haben, dass
O<y <1, 1=0,1,2,...,m
gilt.

Satz 3.1.7  Die Folge (pn(7))nen, ist fiir alle 7 € R,, eine (m, 5, W™)-Verteilung
mit Z;”zl vi=1und0<~; <1, j=0,1,2,...,m, genau dann, wenn (Wj(”))neNO

eine m-dimensionale Verteilung auf Ng fir alle j =1,2,...,m. ist.

Beweis:

a) Bssei (pp(7))nen, fiir alle ¥ € R, eine (m, 7, W™)-Verteilung mit Z;”zl v =1,
und 0 <vy; <1, j=0,1,2,...,m.

Es gelte

pu3) =W = 351w 2 0
Jj=1

Wir wihlen jo € {1,2,...,m} und ¥ so aus, dass

(v =

erfillt ist.

Somit erhalten wir

Also folgt
w®
Jo > 0.

Da jy beliebig gewahlt wurde, folgt
(n) -
W7 >0, j=L12,....,m.

Analog folgt fiir jede natiirliche Zahl M

M M
' &)y = ()
gg%z%pn(v ) z%WJO :

20



Damit ergibt sich

n=0
und schlieRlich
M
Sw<i, j=12...,m (3.1.42)
n=0
Wegen
L= p) =3 > 4w =37 > W
n=0 n=0 j=1 j=1 =0
erhalten wir . .
SRR SUFLRY
i=1 n=0

und damit folgt aus (3.42)

wiv=1, j=12..m

n=0

b) Es seien nun (VVj(n))neNo, j=1,2,...,m, Verteilungen auf Ny. Dann gilt

pal(7) =D _ AWM >0
j=1

fiir Vektoren ¥ mit 37" v; =1und v; >0, j=1,2,...,m.

Weiter erhalten wir

> p@) =D AF> W= =1,
j€Ng,n=0 j=1 =0 j=1

d.h.(pa(7))nen, ist eine (m, 5, W™)-Verteilung.
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3.2 Verallgemeinerte Panjer-Schadensanzahl Vertei-

lungen
In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle (m,, W(”))—Verteilungen. Die Folge
(W™),en, € R™ wird wie folgt gewiihlt:
W™ = p,1, (3.2.1)
wobei 1 ein m-dimensionaler Vektor mit dem Komponenten 1 ist, d.h.
r=q@,...1

und P, eine m x m Matrix.

Wir kénnen Satz 3.1.4 auf dieser Klasse von (2,7, W()-Verteilungen anwenden.
Jedoch ergeben sich mit (3.2.1) keine einfacheren Bedingungen. Satz 3.1.7 zieht den
Fall (3.2.1) nach sich, dass ((Po1);)neny, J = 1,2, ..., m, Verteilungen auf Ny sind.

Nun fithren wir die verallgemeinerte Panjer-Verteilung ein.
Definition 3.2.1  Die Verteilung (pn)nen, sei eine (m,y, W™)-Verteilung mit
w® = p,T.

Hierbei ist P, eine m x m Matrixz und erfille die rekursive Beziehung
B
P, = n_1<A+—>, n=12..., (3.2.2)
n

wobei A und B gewisse m x m Matrizen sind. Dann heifit (p)nen, €ine (m,vy, A, B)-

Pangjer-Verteilung.

Zunéchst untersuchen wir, welche Folgen (P,),ecn, von m x m Matrizen die Bedin-
gung (3.2.2) erfiillen.

Wie iiblich bezeichnen wir mit I,,, die m x m Einheitsmatrix.
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Wir bezeichnen mit A;, j =1,2,...,m, die j-te Spalte der m xm Matrix A. Weiter

sel

o =lin(4;, j=12,...,m)

der lineare Teilraum von R™, der durch die Spalten von A aufgespannt wird. Analog

bezeichnen wir B;, j =1,2,...,m, die Spalten der m x m Matrix B.

Satz 3.2.2
a) Die Spalten der m x m Matriz B liegen in dem linearen Teilraum < der m x m

Matriz A genau dann, wenn eine m X m Matriz C existiert, dass
AC-1,)=B (3.2.3)

gilt.

b) Es seien A und C'm x m Matrizen und es gelte
AC = CA. (3.2.4)

Weiter sei B durch (3.2.3) definiert. Erfillt die Folge (P,)n—o1.... von m x m Ma-
trizen die Beziehung (3.2.2), so gilt

_P0 HC+]] n=12,.... (3.2.5)
: =0

Beweis:

a) Wir setzen voraus, dass die Spalten von B in 7 liegen.

1. Nach Voraussetzung existieren Koeffizienten dz(j ), 1,7 = 1,2,...,m, derart,
dass .

Y Ad? =B, ij=12...m (3.2.6)
Weiter sei
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Dann ist (3.2.6) gleichwertig mit
Ad; =B;, j=12,...,m. (3.2.7)
Weiter fithren wir die m x m Matrix D gemaf
D = (dy,...,dy)

ein.

Dann ist (3.2.7) gleichwertig mit
AD = B. (3.2.8)
Fiithren wir schlieklich die m x m Matrix C durch
C=D+1,

ein, so ist (3.2.8) gleichwertig mit (3.2.3).

2. Es gelte nun (3.2.3). Dann setzen wir
D=C-1,

und sehen, dass (3.2.8) erfiillt ist. So wie im ersten Teil folgt daraus, dass die Spalten
von B in dem linearen Teilraum <7 liegen.
b) Die Folge (P,)n=12,. von n x m Matrizen erfiille die Beziehung (3.2.2). Aufer-
dem existiert nach a) eine m x m Matrix C mit (3.2.3). Dann lésst sich (3.2.2) in
der Form

P, = Pn_lg((] t(n—1I), n=12... (3.2.9)

schreiben, da



ist.
Wir zeigen nun mit vollstdndige Induktion, dass (3.2.5) gilt.
Fiir n = 1 folgt aus (3.2.9)
Pl = P()AC
und (3.47) ist damit gezeigt.
Es gelte (3.2.5) fiir k = n. Wegen (3.2.2) bzw. (3.2.9) erhalten wir somit

A
Pey1 = P (C 4 kL)

Ak k—1
=5 jzo((] +j1,)—(C + kl,) (3.2.10)
Ak k—1
= — 1) A I,).
G LL(C + I AC + kL)
Weiter zeigen wir, dass
(C+al,)A=A(C +aly,) (3.2.11)
fiir alle a € R gilt. Die Identitdt (3.2.11) ist gleichwertig mit (3.2.4).
Also ist (3.2.11) bewiesen. Demnach vereinfacht sich (3.2.3) zu
Ak F
Piy = C+ily),
d.h. die Induktionsbehauptung ist gezeigt. q.e.d.

Bemerkung 3.2.3  Das Produkt in (3.2.5) hingt nicht von der Reihenfolge der

Faktoren ab. Dies erqgibt sich daraus, dass fiir alle reelle Zahlen a und b
(C+al,)(C+0bl,)=(C+bl,)(C+al,)
gilt. Letztere Identitdt ist erfillt, da
(C + al,)(C 4 bl,) = C* + (a + b)C, + abl,,
gilt und die Addition und Multiplikation in R kommutativ sind.
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Wir zeigen, dass unter der Voraussetzungen (3.2.3) und (3.2.4) die Matrizen A und

B kommutieren.

Lemma 3.2.4
a) Es gelte (3.2.3) und (3.2.4). Dann haben wir

AB = BA. (3.2.12)

b) FEs gelte (3.2.3). Dann ist (3.2.12) gleichwertig mit
A(AC — CA) = 0. (3.2.13)

c) Es gelte (3.2.3) und A sei requlir. Dann ist (3.2.12) zu (3.2.4) dquivalent.

Beweis:

a) Wegen (3.2.3) ist (3.2.12) gleichwertig mit
AAC - 1,)=A(C —-1,)A

bzw.

A20 — A2 = ACA — A2

d.h.
A?C = ACA.

Wegen (3.2.4) ist die letzte Identitat wahr, d.h. (3.2.12) gilt.
b) Es gelte (3.2.3) und (3.2.12). Dann haben wir

AB = AA(C — I,,) = A(C — I,,)A = BA.

Dies ist gleichwertig mit (3.2.13).
Es gelte (3.2.3) und (3.2.13). Dann erhalten wir

AB = A’C — A* = ACA — A®
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bzw. mit (3.2.3)

A*(C —1,,) = A(C — I,)A = BA.

Es folgt also (3.2.12).

c) In diese Fall ist (3.2.13) dquivalent zu (3.2.4). Dies folgt aus (3.2.13), falls wir

von Links mit A~ multiplizieren.

q.e.d.

Folgerung 3.2.5  Die m x m Matriz A sei requlir. Weiter sei B eine beliebige

m x m Matriz und es gelte
AB = BA.

Erfallt die Folge (P,)n—o.1..., die Bezichung (3.2.2), so gilt

_PO—H (C+jl,), n=12,...
7=0

wobei

C=A"'B+1,.
Beweis: Wegen (3.2.14) haben wir

B=AC—1I,).

d.h. die Bedingung (3.2.3) ist erfiillt.
Aufserdem gilt
AC=DB+A

und
CA=A"'BA+ A.

Damit ist (3.2.4) dquivalent zu
A"'BA = B,

d.h.
BA = AB,
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was laut Voraussetzung gilt. Somit ist die Bedingung (3.2.4) erfiillt. Nach Satz 3.2.2

gilt also die Behauptung.

Beispiel 3.2.6  FEs sei T eine m X m orthogonale Matrixz. Weiter seien

Dy = diag(d", ... dV).

m

und
Dy = diag(d?,...,d?).

m

zwet diagonale Matrizen, wober die m-dimensionalen Vektoren

di=(d?, ... dNT i=1,2

n

ungleich sind.
Auferdem gelte dgl) #0, 7=1,2,...,m.
Wir definieren die Matrizen A und B durch

A=TD,T"

B=TD,T".

Dann gilt
AB =TD,D,;TT = BA=TD,D,T7,

da bekanntlich Diagonalmatrizen kommutieren. Weiter gilt
C=A"'"B+1I,
=TD'T"TD,T" + 1,
=TD'D,T" + 1,
= T(D;*Dy + 1) TT.

Hierbei haben wir

d? d? d?
D;1D2+Im:dz‘ag<—1+1,—2+1,...,—m+1).

a7 dl L

m
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Nach Folgerung 3.2.5 erhalten wir, dass fir die Folge (Py,)n=12,.. mit der Beziehung

(3.2.2) mit Matrizen A und B die Darstellung
P,=—TDTT, n=12,...

qgilt.

Hierber ist D eine m-rethige Diagonalmatrix, d.h. es gilt

D,, = diag(dypn, ... ,dmn).

Auflerdem setzen wir

Dy =1,
Es qilt
n n—1
P, = Po—! H(C‘|‘]Im)
=0
Dann erhalten wir
n—1

P, = =TDT" [[T(Dy' D2 + (j + 1) 1,,)T"

nl
7=0

Auf Grund der Definition der Diagonalmatriz D gilt also

P,=PTD, T, n=0,1,....

Wir untersuchen nun, ob (pp)nen, mit
W — pf
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eine (m, ¥, W) -Verteilung ist, d.h. ob (pn)nen, eine (m,v, A, B)— Panjerverteilung
ist, wobei A und B durch (3.2.15) und (3.2.16) gegeben sind.

FEs gilt wegen (3.2.20)
P, 1= PTD,TTT

Es erscheint schunerig zu seien, zu entscheiden, unter welchen Bedingungen an Py,
T, A und B die Folge (py)nen, eine Verteilung ist.
Deshalb betrachten wir den Spezialfall m = 2 und

P():]Qﬁ mit O<ﬂ§1

Weiter seien die Diagonalelemente von Dy und Do nicht negativ.

cosay  —Ssina
T = ( > (3.2.21)

Firm = 2 st

stno cosa

mit o € [0,27) eine orthogonale Matriz.

Da
cosa + sino
71 = ,
cosa. — Sina
hat der Vektor TT1 fiir o € [0, Z] nicht negative Komponenten.

4
Auflerdem gilt

COSQ + Yo SinaQ
’}/TT _ 4! 2 ‘
—Y18In0 + Yac080

Dieser Vektor hat nicht negative Komponenten, falls
Yi > 0, 1= 1, 2

und
Y2 = Yitano

gilt. Wegen o € [0, §] ist die letzte Ungleichung erfiillt, falls

Yo =M
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ist, d.h. wegen vo = 1 — 7, ist die letzte Ungleichung gleichwertig mit

1
Q= (3.2.22)

Falls
dV>0, i=12....m (3.2.23)

und
d? >0, i=12....m (3.2.24)

so kann die Reihe

fﬁ% (3.2.25)
n=1

nicht konvergieren, da fiir das i-te Diagonalelement der Matriz D,,, die Abschdtzung

n=1 n=1 7j=1
oo
> (@)l
n=1

gilt.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe der unteren Schranken. Fiir
ay, = (dgl))”n!
gilt

Ap41 _ dgl)(n—i— 1)
(0%

Damit gilt fiir ein gewisses ng, dass

an+1

> 1
Qanp,

fiir n > ng und bekanntlich divergiert die Reihe, d.h. die Reihe (3.2.25) kann nicht
konvergieren, falls (3.2.23) und (5.2.24) erfillt sind.
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Deshalb suchen wir Lésungen fiir negative Diagonalelemente. Wir setzen voraus,

dass
d?
ol ky, i=1,2 (3.2.26)
gilt, wobei k; € N.
Dann haben wir (vgl. 3.2.19)
—d"Y T, (ks — §), n < k
o [T -
0 5 n > ki .
Also folgt fiir
dV <0, i=1,2 (3.2.28)
die Bedingung
din >0
somit erhalten wir fir v = (y1,1 — ), o € [0,5] und (3.2.26)

pn=7"P,1>0, n=0,1,2,....

Weiter folgt
> pn=B+8y"+> DI
n=0 n=0

Mit (3.2.27) haben wir also

- n

i :iz dlnHk‘—j : i=1,2.
n=0 0

n= 7j=1

Also ergibt sich
> pn = B(1++"Tdiag(K, K;)T"1).

Damit kénnen wir 5 aus (0,1] wdhlen, dass (pn)nen, eine Verteilung ist. Unser
FErgebnis konnen wir folgendermaflen zusammenfassen:
Es gelte

d®

é@j——'—kh i::1,2
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mit k; € N. Auflerdem sei
dV <0, i=1,2

Weiter sei fir a € [0,%] und die orthogonale Matriz T durch (8.2.21) definiert.
Schlieflich sei

(VAN
l\')_l —

T

Dann existiert ein B, 0< <1, dass (p,

~—

TLENO m’lt
Pn = 'VTPnl

ein (2,7, A, B)-Panjerverteilung ist.
Hierbei ist P, durch (3.2.17) und Py durch

Py =1Lp

definiert und die Matrizen A und B sind durch (3.2.15) und (3.2.16) gegeben.

3.3 Verallgemeinerte geometrische Verteilungen

In diesem Abschnitt geben wir eine Panjer-Verteilung an, die mit Hilfe einer sub-
stochastischen Matrix definiert ist.

Zunéchst definieren wir substochastische Matrizen.

Definition 3.3.1  Eine m x m Matriz QQ = (gi,j)ij=1,2,..m, heifst substochastisch,
falls
(1) q;>0, i,j=12,....m.

2) SlMiap <1, i=12,...m.
Definition 3.3.2  FEs sei gegeben zwei n X m Matrizen A und B. Dann ist

A<B
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durch die Bedingung
aijgbij, i:1,2,...,n;j:1,2,...,m

definiert.

Die Eigenschaft (1) notieren wir demnach matriziell als
Q=0

und die Eigenschaft (2) als
Q1< 1.

Lemma 3.3.3
a) Es gelte fir die m x m Matriz C > 0.
Weiter gelte fiir die m x m Matrizen A und B

A<LB

Dann folgt
CA<C(CB

(3.3.1)

b) Es seien Qrund Qo substochastische Matrizen. Dann ist ebenfalls (Q1Qo substo-

chastisch.

Beweis:
a) Die Bedingung (3.3.1) ist dquivalent zu

m

m
E :Cijajkg E Gijbik, k=1,2,...,m
i=1

=1

bzw. zu

> cijlagn —bi) < 0.
=1
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Da nach Voraussetzung a;, < bj; und c¢;; > 0 ist die letzte Ungleichung erfiillt und
die Behauptung ist gezeigt.

b) Da @; >0 und Qs <0 folgt aus a) Q1Q2 > 0.

Weiter erhalten wir mit (); > 0 und QQT < T, dass

QiQ21 < T
und da @)y substochastisch folgt
QI < QI <1,

d.h. Q1@ ist substochastisch. q.e.d.

Wir geben ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Reihe >~ 7 | Q™ an,

wobei QQ eine m x m substochastische Matrix ist.

Lemma 3.3.4

a) Essei Q= (¢ij)ij=12,..m, €ine substochastische m x m Matriz und es gelte
_ max Zq@j =qg<1 (3.3.2)
Dann konvergiert die Reihe
> Q. (3.3.3)
b) Falls die Reihe (3.3.3)

2@

n=0

konvergiert, so existiert die Inverse der m x m Matrixz I, — Q) und es gilt

([m - Q)il = ZQn
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Beweis:
a) Essei QM = (qi(z))i,j:m ..... m-

Offenbar gilt Q™ > 0. Wir zeigen mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass

m
(n) n
max E < g,
i=1,2,...m Gj =4
Jj=1

Fiir n = 1 ist (3.3.4) nach Voraussetzung (3.3.2) erfiillt.
Es gelte (3.3.4) fiir n = k. Wir haben

k1 .
ql(] ) Zqzsq8j7 Z; :1’-..,m.

Damit folgt

m

>y = 3t (z)

Wegen (3.3.2) und der Induktlonsvoraussetzung folgt

(k+1) k
Z o™ <> ql <adt =g
s=1

und die Induktionsbehauptung folgt daraus unmittelbar.

Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle 7,5 = 1,...,m die Reihen
>
n=1
konvergieren. Wegen (3.3.4) haben wir
_;qm _;q ST <%

d.h. die Reihe (3.3.3) konvergiert.
b) Falls die Reihe Y Q™ konvergiert, so gilt

—Q)> Q=) Q"= Q' =Q" =1,
n=0 n=0 n=1
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d.h. die Inverse von I, — () existiert und es gilt

S Q= (1, - Q)
n=0

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir folgendes Kriterium fiir die Konvergenz der
Reihe (3.3.3) ableiten.

Beispiel 3.3.5  Wir geben eine 2 x 2 substochastische Matriz an, dass (3.53.3)

konvergiert, aber die Voraussetzung (3.3.2) nicht erfillt ist.

th

Dann folgt ¢ = 1 und (3.3.2) ist nicht erfillt.
1 n
Q"= % ¥ |, n=12...
0 2

Es ist leicht zu sehen, dass
gilt. Damit ist die Reihe (3.3.3) konvergent.

Es ses

N
NI N

Satz 3.3.6  Die mxm Matriz Q) sei substochastisch. Die Reihe (3.3.3) konvergiert
genau dann, wenn

det(I,, — Q) # 0 (3.3.5)

gilt.

Beweis:

a) Es gelte(3.3.5). Dann betrachten wir die m x m Matrix Q". Es sei

Qn = (q;;l)>i7j:172 .... m- (336)
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Da Q eine m x m substochastische Matrix ist, ist auch Q" substochastisch nach
Lemma 3.3.3 b) substochastisch.

Fir z mit 0 < z < 1 fithren wir die Matrixfunktion

oo o

Q) =) Q"= Q)" (3.3.7)

n=0 n=0
ein. Da in diesem Fall Qz eine substochastische m x m Matrix ist, fiir die Bedingung
(3.3.2) mit ¢ = z erfiillt ist, konnen wir Lemma 3.3.4 anwenden und sehen, dass
Q(z) fiir 0 < z < 1 wohl konvergiert.
Weiter folgt aus Lemma 3.3.4 b)

Q=) = (I — Q)"

Offenbar gilt
L, — 2Q = (6 — qub))i,jzl,Q ..... m

wobel
1, wenn ¢ = j
5 = g
0, wenn ¢ # j.
Wir erhalten daraus
- 1
(Im — 2Q) t= —P(z) (Pz“(Z))i,jzl,Q ..... m) (3.3.8)

wobei P,;(z) gewisse Polynome sind, die hochstens den Grad m — 1 haben.
Weiter ist
P(z) = det(I,, — 2Q)

und damit ist P(z) ein Polynom, das hochstens den Grad m hat. Auferdem gilt
wegen Voraussetzung (3.3.5)

P(1)#£0 (3.3.9)
Wegen (3.3.6) und (3.3.7) folgt also

n—
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und, da Q™ > 0 erhalten wir fir £ = 1,2, ... die Ungleichung

k
n=0

Nach Grenziibergang z 7 1, folgt somit

Wegen (3.3.9) ist die links Seite endlich.
Da k beliebig gewahlt werden kann, folgt die Konvergenz der Reihe

E q@]) 7/7 = 7“'7

d.h. es konvergiert die Reihe (3.3.3)
b) Es konvergiere die Reihe (3.3.3).
Dann existiert nach Lemma 3.3.4 b) die Inverse der Matrix [, — @ und damit gilt

det(L, — Q) #0,
d.h. (3.3.5) ist erfiillt. q.e.d.

Bemerkung 3.3.7 Mit Hilfe von Resultaten tiber den Spektralradius einer substo-
chastischen Matrixz und tiber Figenschaften von Matrixnormen erhdlt man ebenfalls

Satz 3.3.6 (Vql.[2])

Satz 3.3.8  FEs sei () eine m X m substochastische Matriz und es gelte

det(l,, — Q) # 0 (3.3.10)
Dann ist (pp)n—o0a,.. mit~y; >0, i=1,2,...,m, wobei
Pn=7"Q"(In—Q)1, n=0,1,... (3.3.11)

eine (m, 7y, Q,0)-Panjerverteilung.
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Beweis: Es sei Q eine substochastische m x m Matrix.
Wir definieren die Folge (P,)nen, durch (3.2.2), wobei A = @ und B = 0 gesetzt
wird. Dann gilt

Pn == n—lQ'
Fir ¢ = [, gilt
B=A(C-1,) =0,
Auferdem haben wir

AC=A=CA.

Deswegen konnen wir Satz 3.2.2 anwenden.
Damit gilt .

P, = Po%n!lm = P,Q".
Weiter erhalten wir

pn =~ P,1 =~+TPQ"1.

Auferdem sei

Damit folgt

Pn = VT([m - Q)in
="(Q" - Q")
=v'Q"(In —Q)1, n=0,1,2,....
Offenbar gilt

1 - 2311 qi.;j
([m - Q)l = > 0.

1— Z;nﬂ Gm,j

Da Q™ > 0 gilt, folgt
prn=>0, n=0,1,2,....
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falls die Komponenten von ~ nicht negativ sind.

n=0 n=0

Auferdem haben wir

Mit Lemma 3.3.4 folgt

an = VT(Im - Q)71<[m - Q)l
n=0

d.h. (pn)nen, ist eine Panjer-Verteilung.

q.e.d.

Bemerkung 3.3.9  Es seim = 1. Wir wenden Satz 3.3.5 an. Dann ist Q = (q11)

substochastisch, falls 0 < q;1 < 1. Dann ergibt sich nach (3.3.11)

Pn = q1(1 —q),

d.h wir kénnen (3.3.11) als Verallgemeinerung der geometrischen Verteilung auffas-

SEN.

3.4 Verallgemeinerte Poisson-Verteilung

Wir betrachten die Folge (P,),—1,2,.. von m x m Matrizen, die durch (3.2.2) definiert

sind, wobei A = 0 und B = A gesetzt wird, und A eine m x m Matrix ist. Dann gilt

P,_1A
p,="2 p=1,2,....
n

Induktiv schlieffen wir, dass

(3.4.1)



gilt.
Damit folgt

PyA"
o =7 51 (3.4.2)
n:
und
[e.e] o0 An
_ T A7
Z_%pn — 57 PRy (Z_g m) 1, A>0. (3.4.3)

Wir untersuchen die unendliche Reihe in (3.4.3)

Lemma 3.4.1

a) FEs sei A eine beliebige m x m Matriz. Dann ezistiert die Reihe
o0 A”
A
e’ = EO i (3.4.4)

b) Die Matriz e* hat die Inverse e=.

Beweis:
a) Es sei A = (aij)m-:l

.....

j=1
Wir setzen A" = (a%)mzl ..... m, n =0,1,.... Dann beweisen wir mit vollstindige
Induktion .
dlapl <at, i=1,2,...,m. (3.4.6)
j=1

Fir n=0 und n=1 ist dies erfiillt.

Es gelte (3.4.6) fiir k=n. Wir zeigen, dass (3.4.6) fiir k+1 erfiillt ist. Es gilt

m
(k+1) (k)
i~ = E g g,
=1
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und wegen der Dreiecksungleichung erhalten wir

m
k+1 k
a1 < S Jal -
=1

Wegen (3.4.5) folgt
k+1 k
aii ™ <Y laya.
1=1
Nun benutzen wir die Induktionsvoraussetzung und erhalten

(k+1) < gk k+1

am S

und die Induktionsbehauptung ist gezeigt.
Die Reihe (3.4.4) konvergiert, falls die Reihe

oo 1 (n)
a. .
Z| ” |, ii=1,....m
“—~ nl
konvergieren. Wegen (3.4.6) erhalten
ol et
ZO TS TS
n= n=0

und somit konvergiert die Reihe (3.4.4)
b) Offenbar existiert e=*. Wir betrachten das Produkt

Offenbar gilt
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k
ATL
lim Y (—=1)"— =4
k—o0 ’n,'
T
und
k n
lim — =4
k—oo n

n=
und das Produkt von Matrizen beziiglich der punktweisen Konvergenz stetig ist,
folgt
lim C) = ee ™ =1,
k—o0

d.h. e~ ist die Inverse von e”. q.e.d.

Satz 3.4.2  FEs sei A eine nichinegative m x m Matriz.
Weiter gelte

e > 0. (3.4.7)

geon

An —A
=" e, L, n=0,1,2,... (3.4.8)
n

eine (m,~y,0, A)-Panjer- Verteilung.

Beweis: Wegen (3.4.1) erhalten wir fiir Py = e

—AAn
P=" =01, ...
n!

Wegen Lemma 3.4.1 a) gilt
e M = Ame

Somit erhalten

und es folgt



Wegen der Voraussetzungen e >0und A >0 folgt aus Lemma 3.3.3 a)

A"(e721) >0,

d.h. es gilt
prn=>0, n=0,1,2,....

Aufserdem folgt wegen (3.4.3) und Lemma 3.4.1

S ety AT
n=1 n=0
— FTeheAT
=571
= 1.

q.e.d.

Folgerung 3.4.3  Es sei A eine nichtnegative m x m Matriz. Dann ist (pn)n=o1...,

goos

wobei Amet
Pn = VTL,L n=01,2,... (3.4.9)
n

eine (m,~,0, A)-Panjer-Verteilung, fir alle ¥ > 0 genau dann, wenn

—

e >0. (3.4.10)

Beweis:

a) Falls (3.4.10) gilt folgt aus Satz 3.4.2 die Behauptung

b) Es sei eine Folge (pn)n—o.1,2... gegeben, wobei (3.4.8) gilt, eine (m, 7,0, A)-Panjer-
Verteilung. Dann gilt insbesondere py > 0, d.h.

FTe A > 0.
Wahlen wir m x 1 Vektoren

~1 1 1\"
~(n\T __ _m x L B
(7") —(1 st iec TRREE > , n=1,2,...,
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so folgt
F™) (e ) > 0.

Nach Grenziibergang n — oo ergibt sich

(e™1); >0

Analog schliefen wir, dass die iibrigen Komponenten von e 21 nicht negativ sind.
Also gilt (3.4.7). q.e.d.

Um Satz 3.4.2 anzuwenden ist vor allem die Voraussetzung (3.4.7) zu iiberpriifen.

Wir zeigen dies an Hand einiger Beispiele.

Beispiel 3.4.4
Die m x m Matriz A > 0 sei diagonal, d.h. es gelte

A = diag(Mi, Aa, . .., Am),

wobei \; >0, +=1,2,...,m.
Da bekanntlich
A" =diag(\T, N5, ..., A)

ist, folgt

A _ giao [ S S Lyt
e = diag (Z(—l) n—ll,...,Z(—l) F)

n=0 ’ n=0
= diag (6_’\176_’\2, e e_)‘m) .
Damit ergibt sich
e~ M
e M = >0
e Am
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Damit kénnen wir Satz 3.4.2 und Folgerung 3.4.3 anwenden und erhalten

:y‘TAne—AT

Pn = |
n:

Ly Xfe_Al
5

n!

)\n e—)\m
m

1 m
Ti=1

Damit ist (py)n=o1... fir alle ¥ > 0, eine Mischung von Poissonverteilungen fir alle
7> 0.

Fiirm =1, ist (pn)n=o01

goen

die Poissonverteilung mit dem Parameter \;.

geoe

Satz 3.4.5
Es sei H eine m x m requldre Matrix und es seten \; >0, i=1,... ,m.
Wir setzen
A = Hdiag(\y, ..., \p)H ™"
Dann gilt

- diag (\te™™1, ... A e~ Am -
pn = ATA M = TH g (M ") oy (3.4.11)

n!
Die Folge (pp)n—o.1,. ist genau dann eine (m,0,, A)-Panjerverteilung, falls p, >

0, n=0,1,....

geee

Beweis:

a) In diesem Fall gilt

A" = Hdiag(\?, ..., \"YH L. 3.4.12
1 m
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Es gilt wegen (3.4.12)

e =S

nl

= L Hdiag(Ny, ... N2 H ™

n!

0
— H Z(_l)ndza’g<)\l7 EIR) )\m) H_l.

o n!
Wegen Beispiel 3.4.4 erhalten wir weiter
e ™ = Hdiag(e™ ..., e *)H .
Damit folgt wegen (3.4.12)
A'e™ = Hdiag(\te ™, ... \le ) H !,
Schlieflich erhalten wir

o= ATATT = 7 g R N g

n!
und die Behauptung (3.4.11) ist gezeigt.
b) Wenn
Prn=>0, n=0,1,....

Dann folgt
> pn=1"HI,H'T=~"1=1,
n=0

d.h. (py,) ist eine Verteilung.

(3.4.13)

(3.4.14)

Ist (pn)n—o.1.... eine Verteilung, wobei p,, durch (3.4.13) definiert, so folgt unmittelbar

(3.4.14)

Im Allgemeinen ist die Uberpriifung der Ungleichungen

S Y
n.

recht schwierig.
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Beispiel 3.4.6
Wir geben eine Klasse von m x m Matrizen H an.

Es seia > 0 und b < 0 gegeben. Wir definieren die Matriz H™* = (h;;'); j=1

ij Jii=1,.., m
durch
ol a, wenn i = j
v . L
b, wenn 1 # j
Damit gilt fiir die Elemente der Matric H = (hij);j=1,...m(vgl.[3])
a+(m—2)b .
hij _ ) lat(m—1)b(a—0d)’ wenn v =j .
@ pEsy | wenniF j
Dann erhalten wir
H 1= (a+ (m—1)b)I (3.4.16)
Damit folgt
Ate=A
diag(Nte™ ... A" e ) H '] = [a + (m — 1)b]
AL e~ Am
Schliefilich ergibt sich daraus
Hdiag(Ale ™, ... A" e A )H 1T
X (a+ (m—2)b)Afe™ = b3, g Afe™]
pu— a — b .
(a+ (m—=2)b)[Npe™ = b3 1, Ale™]
Damit folgt
)\THdiag()\"e_’\l o Ate ) HTT
3.4.17
bZ% a+ (m — 2)b] A"—AJ—bZA”—A ( )
i=1,i#7]

49



Fir b <0, ¢gilt dann

[a + (m — 2)b][\le™™ — b Z APe™N] i=1,2...,m, (3.4.18)

i=1,i#j

genau dann, wenn a + (m — 2)b > 0. Dies ist fir b mit

<b<0

m— 2
erfillt.

3.5 Eine Klasse verallgemeinerter Poisson-Verteilungen

Nach Satz 3.4.5 ist zur Konstruktion einer verallgemeinerten Poissonverteilung, es
notig eine m x m Matrix H zu konstruieren, so dass p, > 0,n =0,1,..., wobei p,
durch (3.4.11) beschrieben wird. Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Matrix
H, die gewisse Eigenwerte besitzt und wollen H so konstruieren, dass obige Eigen-

schaften gelten.

Satz 3.5.1
Die Matriz H habe den Eigenvektor T, d.h. es gelte

HI=¢1 (3.5.1)

und die Matriz H habe den Figenwert 7, d.h. es gelte

H'y =cj. (3.5.2)
Weiter gelte
cicy, > 0. (3.5.3)
a) Damit
cp=cy=cC (3.5.4)

und (8.5.8) ist fir ¢ # 0 erfillt.
b) Die Folge (pn)n=1,.. aus (3.4.13) ist eine (m,0,~, A)-Panjerverteilung.
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Beweis:
a) Es gelte (3.5.1) und (3.5.2) fiir eine m x m Matrix H.
Wir haben mit (3.5.1) und (3.5.2)

VTHT = 01?T1 = Cy

und
1THTY =177 =¢,.

(FTHI)Y = 1T HF,

folgt (3.5.4).

b) Wir erinnern an folgenden Eigenschaft:

Wenn die reguldre m x m Matrix H eine Eigenvektor ¥ # 0 mit den Eigenwert A,
hat, so hat die Inverse H ! ebenfalls den Eigenvektor Z aber mit dem Eigenwert ﬁ

Um dies zu zeigen, gehen wir von

HZ =\, 7
aus.
Wir erhalten daraus
H'HZ =2 = \H '7, (3.5.5)
d.h. es gilt
1
H 7 = A_xf'

Der Fall A\, = 0 kann nicht auftreten, da sonst z = 0 aus (3.4.13) folgen wiirde. Wir
betrachten nun die Folge (p,,)n—o.1.., die durch (3.4.13) gegeben ist, falls die Matrix
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H die Bedingungen (3.5.1) und (3.5.2) erfiillt. Hiermit folgt fiir (3.4.13)

pdiag (Nfe™ 1, . A emAm)

pn = (H'7) w H'T
. _pdiag (Nfe™, . A e lf
" n! c
_ G rdiag (Xfe_’\l, TN )\fne_’\m) 7
1 n!
C’Y - n_—A
= — Are My,

Wegen (3.5.3) ist (3.4.14) erfiillt und somit ist die Folge (pn)n=01

Panjerverteilung. q.e.d.

eine (m,~,0,A)-

goor

Beispiel 3.5.2
Wir untersuchen, ob das Beispiel 3.4.6 durch Satz 3.5.1 beschrieben wird.
Wegen der Bedingungen (3.4.16) und (3.5.4) ist (3.5.1) erfillt mit

c=la+ (m—1)b].

Die Bedingung (3.5.2) ist in diesem Fall gleichwertig mit
bY yi+lla—b)—cu=0 k=12....m
j=1

bzw.

b+ [(a—b) = dm =0,

d.h.

b
c=—+(a=0b), kE=12,...,m.
Yk

Damit ist Beispiel 3.4.6 ein speziell Fall von Satz 3.5.1, falls b = 0 oder 7 = %Tm

Wir betrachten die Menge .7 (%,,,) der m x m reguldren Matrizen, die die Bedingun-
gen (3.5.1) mit einem m x 1 Vektor %, mit v; >0, j =1,...,m, und 37" v; =1
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erfiillen. Weiter sei 2. ,,,(7m) die Menge der m x m Matrizen von .7, die die Bedin-
gungen (3.5.1) und (3.5.2) mit eine vorgegebenen c erfiillen. Wir werden zeigen, dass
dann jede Matrix H Losung eines linearen Gleichungssystems ist. Dies betrachten

wir zunédchst anhand eines Beispiels.

Beispiel 3.5.3 Es sei m = 3. Wenn H € J.3(73), dann gilt folgendes linearen

Gleichungssystem
Ah =¢, (3.5.6)

wobei die 6 x 9 Matriz A durch
1 1.1 0 0 O 0 0
0 O 1 1 0 O
s 0o 0o oo 0o 0 1 1 1
v 0 0 % 0 0 ~ 0 O
O m 0 0 % 0 0 9 0

0 0 m 0 0 % 0 0

gegeben ist. Auferdem fiihren wir die m x 1 Vektoren h; durch

ein. Dann setzen wir
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Schliefllich sei

C
C

C

QL
I
Il
o
/N
=1
N~

cn
CY2
CY3

Zundchst untersuchen wir den Rang der Matriz A, d.h. Rang(A). Wir betrachten

die Darstellung von A

Offenbar gilt

Y1a1 + Y2lo + Y303 = G4 + A5 + dg

und somit ist der Rang(A) <5.

Ziehen wir die erste Spalte von der zweite und dritte Spalte von A ab, ziehen wir die
vierte Spalte von der fiinfte und sechste ab, und ziehen wir die siebte Spalte von der
achte und neunte Spalte ab, so erhalten wir eine Matriz mit gleichem Rang wie A.
Da die Rethenfolge der Spalten einer Matriz keinen Einfluss auf die Rang der Matriz
hat, ist der Rang der Matriz A gleich der Rang der Matrix

1 0 O 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0
Yo Y2 Y3 Tt T T2 T2 —73 T3

0O 0 0 m 0 » 0 93 0

0O 0 0 0 m 0 7 0 3

Die sechste und achte Spalten sind Vielfache der vierte Spalte. Die siebte und neunte
Spalte sind Vielfache der fiinfte Spalte. Somit ist der Rang von A gleich dem Rang
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der Matrix

0O 0 O 0
0 1 0 0 0
~ 0 0 1 0 0
A=
ToY2 V371 TN
0 0 0 m 0
0 0 0 O "
Die Spalten dieser Matrix seien 1, . .., ys. Aus der Beziehung

5
j=1

folgt unmattelbar
d1:d2:d3:d4:d520,

d.h. es folgt

Rang(A) = Rang(A) = 5.

Wir betrachten nun den Rang der erweiterten Koeffizentenmatrixz. Wir fiihren die

m x 1 Vektoren gj,j =1,...,5, durch

A= <b17 . 7b5)
ein.
Der Rang von (A, ¢) und (A, ¢) ist natiirlich gleich.
Wir zeigen, dass Rang(Av, ¢) = 5 ist. Dazu geniigt es nachzuweisen fir gewisse

dj,j=1,...,5, dass
5
j=1

erfillt ist.
Aus der Definition von A und (8.5.7) folgt

d1:d2:d3:C
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c(m + 72 +93) + da(—=n1) +ds(—m1) = en (3.5.8)

dym = 2
dsm1 = 73,
d.h. es gilt insbesondere
d4 = C’B
M
d5 = CE.
71

Damit ist (3.5.8) dquivalent mit

c(y1+72+7)+ C%(—%) + C%(—’h) =,
1 1

was offenbar erfullt ist. Also ist Rang(;{v, c)=5.

Damit haben wir gezeigt, dass unter der Bedingung (3.5.4) die lineare Gleichung
(3.5.6) eine Lisung besitzt und damit unendliche viele Losungen existieren. Es ldisst
sich nicht unmittelbar nachweisen, dass diese Losungen invertierbare Matrizen defi-

nieren.

Das Ergebnis von Beispiel 3.5.3 lasst sich auf m > 3 verallgemeinern.
Wie in Beispiel 3.5.3 konnen wir jede m xm Matrix H einen m x 1 Vektor h zuordnen.

Hierbei ist

h
=1 |,
Jim
wobei ﬁj,j =1,...,m, durch
hi
H = :
T

definiert sind. Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung H +—— h bijektiv ist.
Analog lassen sich die Bedingungen (3.5.1) und (3.5.2) als lineares Gleichungssystem
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formulieren. Dazu fithren wir die 2m x m? Matrix A = (a;)i=12, . 2m:j=12, .m2 durch
folgende Bedingungen ein. Zur Vereinfachung, sei M = 1,2,...,m.

Firi=1,2,...,m gelte

1, wemnje(@i—1)m+M
aij =
0, wennjé¢(i—1)m+ M.
und
vi , wennje (M —1)m+i
Am+ij = .
0, wenn j ¢ (M — 1)m +i.

—

1 sei ein m x 1 Vektor, dessen Komponenten gleich 1 sind.

Schlieflich definieren wir eine 2m x 1 Vektor @ durch

?:(T)c
H)e

Satz 3.5.4
a) Es sei H € F, ,,,. Dann gilt
Ah =", (3.5.9)
b) Es gilt
Rang(A) = Rang(A,c) =2m — 1. (3.5.10)

Bemerkung 3.5.5
Nach (3.5.10) existieren unendlich viele Losungen des Gleichungssystems (3.5.9).
Jedoch ist unklar, unter welche Bedingungen an dem Vektor h die resultierende Ma-

trix H requldr ist.

Beweis:
a) Wie im Beispiel 3.5.3 sieht man, dass der 2m x 1 Vektor h das Gleichungssystem
(3.5.9) erfiillt.
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b) Zunéchst untersuchen wir den Rang der Matrix A.

Wir fiihren die Vektoren @;, j=1,2,...,m, durch

it
A=
(i3,
ein, d.h. es gilt
Qi1
a; = : , 1=1,2,...,2m.
Aim2

Weiter betrachten wir .
i=1

Fiir die k-te Komponenten erhalten wir

dy, = Z%aik
i=1
Fir k € {1,2,...,m?} existieren ¢ € M und k' € M — 1 genau derart, dass
k=(@G—-1)m+k

gilt. Weiterhin sind v und £’ eindeutig durch k bestimmt. Damit ergibt sich i =
[£] + 1.
Also folgt aufgrund der Definition der Matrix A

dk:y[%]—kl’ k:1,2,...,m.

Nun betrachten wir die Summe

2m 2m
D = i Q44
i=m-+1 =1
Fiir die k-te Komponenten folgt
2m
Dk - § Am+i.k
=1



Falls k = (i — 1)m + k' gilt mit ¢ € M und k¥’ € M — 1, haben wir i = [£] + 1 und

somit folgt

Somit folgt

Damit ist der Rang(A) < 2m — 1.

Die Darstellung von die 2m x m? Matrix A ist durch

0o ... ... 0
0O ... ... 0
0 0 0
A —
v 0 ... 0 7 O 0
0O v ... 0 0 v O 0
0 0 71 0 Y2 0 0
gegeben.

Y
0 Ym

Tm

Ziehen wir die (nm + 1)-te Spalte von der (nm + 2)-te und (n + 1)m-te Spalte ab,

wobei n = 0,1,...,m, so erhalten wir eine Matrix mit gleichem Rang wie A.

Da die Reihenfolge der Spalten einer Matrix keinen Einfluss auf die Rang der Matrix
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hat, ist der Rang der Matrix A gleich der Rang der Matrix

0 0
0 1
0 1 0
A=
T2 Tm —N
0 O 0 Y1 0
0 0 0 0

0

T

0

0

Y2

Tm

Streichen wir die Vielfache der (m + 1)-te bis (2m - 1)-te Spalten hieraus, dann

erhalten wir die 2m x (2m — 1) Matrix A mit der gleichem Rang von A

1

0 1

0
A= 7 7

0 0

0

Die Spalten dieser Matrix seien #j, . . .

2m—1

j=1

folgt unmittelbar

dlz...:de_lzo,

d.h. Rang(A) = Rang(A) = 2m — 1.

TN

, Yom—1- Aus der Beziehung

Wir betrachten nun den Rang der erweiterten Koeffizentmatrix. Wir fithren die m x 1
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Vektoren l;j, j=1,...,2m — 1, durch
A= (by, ... .bam-1)
ein.

Wir betrachten die Beziehung
2m—1

j=1
Der Rang von (A, ) und (A, @) ist natiirlich gleich.
Aus der Definition von A und (3.5.7) folgt

dy=...=d,=c
ctn+ . Fvm) Hdnei (=) + -+ dom1(—n) = emn (3.5.12)
dm+171 = €72
d2m—1’}/1 = CVm,;
d.h. es gilt insbesondere
V2
dm+1 =C—
gt
dom—1 = Ch~
gi!
Damit ergibt sich
o+ oo+ )+ () o+ D (=) = oy,
g T

was offensichtlich erfiillt ist. Damit gilt (3.5.11) und es folgt

Rang(g, ?) = Rang(A, ?) =2m — 1.
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Beispiel 3.5.6
Es set

(3.5.13)

und weiter sei
c=1. (3.5.14)

Wir multiplizieren die vierte, finfte, sechste Gleichung des Gleichungssystem (3.5.6)
mit 3.
Auflerdem folgt die erste Gleichung aus den tibrigen Gleichungen, da

() = —dy — {3 + 4y + 05 + dg

15t.

Da der Rang(A) = 5 existiert eine 5 x 5 Teilmatriz von A mit den Rang 5. Die-
se erhalten wir, wenn wir die erste, zweite, dritte, vierte und siebte Spalte von A
auswdahlen und die erste Zeile dieser Matrixz streichen. Diese Matriz hat folgende
Gestalt

0001O0
0 00O0T1
B=|110011
01000
00100

FEs ist leicht zu sehen, dass Rang(B) = 5.

Das Gleichungssystem (3.5.9) ist damit dquivalent zu dem Gleichungssystem

hll 1
h22
h12 1
~ | has =
B ]’ng = 1 — B = C, (3515)
h32
h21 1
h33
h31 1
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wobei

Wir erhalten

S

Es qilt

—_ = = =

|
o~ o o -

has + hag
hsa 4 hss3

hag + hs3a
has + hss

0
0
1

0

_ o O O =

-1 -1

0
0
0
1

o = O = O

1
0
0
0
0

_ o O = O

Damit ergibt sich die Lésungen von (3.5.15) aus

Wiahlen wir

hll
h12
has
hoy
hs

1 (
1
1 (

hag + hog + hsa + hsz — 1
1 — (hog + h3o)

ha3 + hs3)

has + ha3)

hss + hs3)

1 — (haa + has)
1 — (hsa + h33)

1— (hgg + hs2)
1 — (hos + hs3)

o o O = O
o O = O O

h32 = h33 = h22 = 07

63




so ergibt sich die Matrixz Hz als

hgg -1 1 1-— h23
H3 = 1-— h23 0 h23 . (3516)
1 0 0

Offenbar gilt
det(Hg) = hgg.

Somit ist fiir heg # 0 die Matriz H invertierbar, d.h. H ist aus 4 5(7s).

Mit Hilfe der 3 x 3 Matrix H lésst sich auch allgemein eine m x m Matrix H aus

JA ;m(Ym) konstruieren, und zwar wird H durch

~ H 0
(1) -

dargestellt. Analog ist die Block-Diagonal Matrix
diag(H, ..., H)
aus I, 3, (Van), wobein = 1,2,....

Satz 3.5.7 FEs sei H eine m x m Matriz mit der Darstellung

(o0)
H = , (3.5.18)
C D

(%)

wobei A won Type (m — 1) x (m — 1) mitv; > 0,5 =1,...,m, und 37", 7; = 1.

weiterhin

Dann existieren Matrizen B von Typ (m—1) x 1, C von Typ 1 x (m —1) und D von
Typ 1 x 1 derart, dass
HI=1 (3.5.19)
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H'Y =7 (3.5.20)

erfillt ist.
Weiterhin sind die Matrizen B, C und D eindeutig durch A und 7,, bestimmt.

Beweis:
Wegen (3.5.18) ist (3.5.19) dquivalent zu

A B L1\ [ ALy + B\ [ T
C D 1 ) \cl,a+D) \ 1 )

Alyp14+ B =11 (3.5.21)

Damit gilt
und

Cly 1 +D=1. (3.5.22)

Wegen (3.5.18) ist (3.5.20) dquivalent zu
AT CT r?m—l . AT’?m—l + ’ymCT . er—l
BT D Tm BT’?’m—l + /ymD Tm '

AT’i/‘m_l + ’)/mCT == im—l (3523)

Dann gilt

und
BT 1 4 YD = Y. (3.5.24)

Aus (3.5.21) und (3.5.23) erhalten wir

B=1,_1—Al,_, (3.5.25)
und . T
O = Jmot = Tmorf (3.5.26)
Tm

Auferdem folgt aus (3.5.22) und (3.5.26)
- 1 -
D=1-Cl, 1=1-—[(1—",) — 75 _,Al]. (3.5.27)

m
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Weiter ergibt sich aus (3.5.24) und (3.5.25)

1 1
D=1- =B =1 —[1 7 — I A"5,1].
Ym Ym

Damit ist D eindeutig definiert, wenn
’777;—1141' = iz);—lAT/vm—h
erfiillt ist. q.e.d.

Beispiel 3.5.8
Es sei H durch (3.5.16) gegeben. wir definieren eine 4 x 4 Matrix ?[4, durch

~ H B
H4 = .

Hl=H"1=1 (3.5.28)

Dann st

genau dann erfillt, falls Hy = H, wobei H durch (3.5.17) gegeben ist.
Auf Grund des Beweis von Satz 3.5.7 gilt (3.5.28) fir 4 = }111 und A = H, falls

B=1;— Hl;=0.

und

Damit folgt



mit Hy aus (3.5.17). Es sei nun die 5 x 5 Matriz Hs durch

. Hy B
H5 =
C D
mit gewissen Matrizen B, C und D, gegeben, und es gelte
Hs1 = HI1=1. (3.5.29)

Dann konnen wir wie eben schlussfolgern und erhalten

B:T4—ﬁ[5f420.

17T 17T 57
o 55 _1514H4 =0
5
1 1
D:1—I(1—5—T4THT—§4):1
5

Damit gilt also

Diese Schlussweise konnen wir fortsetzen und erhalten, dass die m x m Matriz
i, = ( A B )
C D
mit Hy aus (3.5.16). die Bedingungen
H,1=H'1=1

erfillt genau dann, wenn

H, =0,

Die Schlussweise im Beispiel 3.5.8 lasst sich auch fiir 5 # %Tm anwenden.
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Folgerung 3.5.9
FEs sei H,, 1 eine Matriz von Typ (m—1) x (m—1). Weiter sei 7, ein m x 1 Vektor
mitv; > 0,7 =1,...,m, und Z;n:l vj(m_l) = 1. Auflerdem gelten

Hplpq =1pmy (3.5.30)
und
HY 1 Ym-1 = Y1, (3.5.31)

wobei der (m — 1) x 1 Vektor 7,,_1 durch

Tm =
Tm
7y Hm—l B
H,, =
¢ D

definiert ist.
Dann erfullt die Matrix

tr einen Vektor 7, mit y(m) >0,7=1,...,m, Y.7" 7(.m) = 1 genau dann die
J Jg=11j

Bedingungen

Hplo =1, (3.5.32)
und

H! 5 = o, (3.5.33)
falls

B=C=0
und

D=1,

d.h. es gilt

68



Beweis:
Wir wenden Satz 3.5.7 mit A = H,, 1 und ¥ = 4, an. Dann folgt wegen (3.5.25)
und (3.5.30)

B=T,1—Aly 1 =1n1—Hyp1ly1=0

Analog gilt wegen (3.5.26) und (3.5.31)
1 . =
C=— (%271 - 73;71Hm—1) = 0.
Tm
Schlieflich ergibt sich aus (3.5.27) und (3.5.30)

1 m —\m
D=1- W[l — ) - Ez—lH;z—ﬂfn—)l] =1
~

m

q.e.d.

Beispiel 3.5.10  Wir konstruieren alle Elemente von J6 (V).
a) H € 741(%) genau dann, wenn H = (1), da 7, = 1.

b) Es sei 7, ein 2 x 1 Vektor mit 4; > 0,5 =1, 2, 25:1 ¥; = 1.
Weiter sei H € 56 2(V2) und es gelte H = (h;j); j=12. Dann folgt aus

HI, =1,
hig =1 — hyy
und
hop =1 — hgy
d.h. es gilt

h 1—h
7 — 11 o
L—ha  ha

Damit folgt aus der Bedingung
H"5y =7,

Yihir +72(1 — hoe) =7
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und

Y1 (1 = ha1) + y2hoe = 2.
Dieses Gleichungssystem ist gleichwertig mait

Yihit — Y2ha2 = 11 — e,

d.h. wir erhalten die Lésungen

hll = 1 - h12 - h (3534)
— h
hoy =1 —ha = S iU (3.5.35)
Y2

fiir beliebige h € R.
Weiter erhalten wir nach elementaren Rechnungen

det(H) = %(h — ).

Damit ist H € 4 2(V2) genau dann erfillt, wenn (3.5.34),(3.5.35) und

h #n

gelten.
c) Es sei H € 76 3(73) und es gelte H = (h;j); j=123. Dann sind die Bedingungen

Hiz =1,
H" 33 = 73
gleichwertig mit dem Gleichungssystem (3.5.6). Wir multiplizieren die vierte, fiinfte,

sechste Gleichung des Gleichungssystem (3.5.6) mit 3.
Auferdem folgt die erste Gleichung aus den tibrigen Gleichungen, da

—dg72 — A37Y3 + a4 + a5 + ag
71

a =

15t.
Da der Rang(A) = 5 existiert eine 5 X 5 Teilmatrix von A mit den Rang 5. Die-

se erhalten wir, wenn wir die erste, zweite, dritte, vierte und siebte Spalte von A
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auswdhlen und die erste Zeile dieser Matrixz streichen. Diese Matriz hat folgende
Gestalt

0O 0 0 1 0
0O 0 0 0 1
B=17m 0 0 % %

0 m 0 0 0
0 0 m 0 O

Nach elementaren Rechnungen erhalten wir det(B) = ~3, Deshalb ist Rang(B) = 5.
Das Gleichungssystem (3.5.9) ist damit dquivalent zu dem Gleichungssystem

hll 1
hag
hio 1
~ has =
32
hay 2
hs3
s V3
wobei
1 1 0 0
0 1
B= 0 0 0
Y2 0 v 0
0 7 0
Wir erhalten
1 hag + has 1 — (hag + hos)
. 1 hsa + hss 1 — (h3a + hs3)
c=1m |- 0 = M
Yo hao + hs3o Yo — (haoye + h32y3)
Y3 has + hss3 Y3 — (hagye + h3s7s)
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Damit ergibt sich die Losungen von (3.5.36) nach elementaren Rechnungen

hi (hoa+ho3)y2+(hs2+hss)y3+y1—y2—73
7
h ~2—(ha2y2+h3273)
12 7
h — v3—(h23v2+h3373)
13 B
h21 1-— <h22 + h23)
s 1 — (haa + hs3)

Wahlen wir

h3s = h3z = hay = 0,
so erqibt sich die Matrix Hs als

hosya—y1—v2—7v3 72 3—ho3ye
ga! 7 7

Hjz = 1 — hos 0 has
1 0 0

Offenbar gilt
det(Hg) = hggﬁ.

T
Somit ist J 3(7s) erfillt.
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Kapitel 4

Rekursionen fiir zusammengesetzte

Verteilungen

4.1 Differenzialgleichung fiir Verallgemeinerte Panjer-

Verteilungen

Wir betrachten die Verteilung der Schadensanzahl N, die durch (2.0.1) bestimmt
ist. Hierbei erfiillt die Folge (P,)n=01.2,.. von m x m Matrizen die Bedingung (3.2.2)
mit gewissen m x m Matrizen A und B.

Wir fiithren die erzeugende Funktion von N ein:

e(z) = Z P2
n=0

Um die Struktur von (P,),—o12.. zu benutzen, setzen wir zusétzlich voraus, dass

die Potenzreihe

P(z) = iPnz” (4.1.1)
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absolut konvergiert fiir |z| < 1, d.h. es gilt

Sl <00, ij=12..m, || <1,
n=0

wobei
P, = (pl('?))uzl ..... m
Es sei
P(2) = (P(2)ij)ii=t,.m
Damit gilt N
P(z):=Y P2"
n=0

Wir erhalten die folgende Gestalt fiir die erzeugende Funktion von N.

Lemma 4.1.1

Die Potenzreihe P(z) konvergiere absolut fiir |z| < 1. Dann gilt

~

B(z) = 7P(2)1".

Beweis:
Es gilt offenbar wegen
=3P 1", n=0,1,2,....

=1 j=1
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Damit folgt mit den Satz von Fubini.

e(z) = anz”
n=0
m o m

q.e.d.
Innerhalb der Menge .#,,, der m x m Matrizen fiihren folgende Konvergenz ein. Die

Folge (A;)n=12. . konvergiere gegen den Matrix A, falls
(n)

lim a;;

=ay, 4,7=12,...,m.
n—oo

Hierbei sei An = (CLZ(?)%]‘:LQ ..... m und A = (aij)ij:m ..... m-
Diese Konvergenz ist gleichwertig mit der Konvergenz in der Frobeniusche Ma-

trixnorm, die durch

definiert ist. Da alle Matrixnormen &quivalent sind, ist somit diese Konvergenz
gleichwertig mit der Konvergenz einer beliebige Matrixnorm.
Aufgrund der Ungleichung von Cauchy erhalten die Submultiplikativitéat, d.h. fiir
A, B e M, gilt

I AB (<[ Al B

Hieraus ergibt sich, dass die Abblildung (A, B) € #,, X M., — AB € M, stetig
ist, falls in .#,, x .#,, die Norm durch

(A, B) (=l AN+ 11 Bl
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definiert ist.
Wir zeigen, dass die Matrixfunktion P(z) wegen (3.2.2) einer Differentialgleichung

geniigen.

Satz 4.1.2
Die Folge (P,)n=o1,.. von m x m Matrizen erfille (3.2.2). Die Matrizfunktion 13(,2)

konvergiere fir |z| < 1. Dann gilt

P'(2) = 2P (2)A+ P(2)(A+ B), |2 <1. (4.1.2)
Beweis:
Bekanntlich existiert -
(P(z)); =Y _npi ="
n=1

Wegen (3.2.2) gilt weiter

—~ > B
P (Z) = ann,1 (A -+ g) anl
n=1

= i nP,_1Az" + i P,_1Bz"1.

n=1 n=1
Wegen der Stetigkeit des Produkts zweier Matrizen folgt

ﬁ(z) = (i": nPn_lz”_1> A+ (i(Pn_lz"_l> B.

n=1

=2 (i(n — 1)Pn_1z”_2> A+ (i Pn_lz"_1> A+ <§:(Pn_1z”_1> B.

n=1
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Wir substituieren k¥ = n — 1 in allen Reihen und erhalten

P(z) = (zikpkzk_l> A+ (i szk> A+ (i(szk> B

k=0
— 2P/ (2)A+ P(2)(A+ B),

d.h. (4.1.2) ist gezeigt. q.e.d.
Beispiel 4.1.3

Wir betrachten die Lisung des Differenzialgleichung (4.1.2) im Fall A = 0.
Dann reduziert die Differenzialgleichung (4.1.2) zu

P(2)=P(2)B, |z <1. (4.1.3)
Unter der Bedingung

PQ) =1, (4.1.4)
ist die Differenzialgleichung (4.1.3) natirlich dquivalent zu

_ PRyB"

P,
n!

. n=0,1,2,....

Damit folgt
P(z) =R 5 B" = Poe®.
n!

n=0
Aus der Bedingung ergibt sich

PO = €7B,
d.h.
P(z) = elz=1B

ist die einzige Losung von (4.1.3) unter der Bedingung (4.1.4).
Da wir die Theorie matrizielle Differenzialgleichung nicht entwickelt haben, konnen

wir die Losung nur durch Erweiterung der rekursive Beziehung (3.2.2) ableiten.
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4.2 Rekursion fiir zusammengesetzte Verteilungen

mit Hilfe verallgemeinerter Panjer-Verteilungen

Wir setzen voraus, dass X zusammengesetzt verteilt ist mit der Schadensanzahl N
und der Teilrisikoverteilung G. Es seien (V,Y],...) ein System von unabhéngigen
Zufallsgrofen, wobei Y; ~ G verteilt ist und N auf {0,1, ...} konzentriert ist. Dann
heifst die Verteilung von

< Zé\[zlY}, wenn N > 0

0, wenn N = 0

zusammengesetzt verteilt nach G und Fly, wobei Fly die Verteilungsfunktion von N
bezeichnet. Wir symbolisieren dies durch X ~ Zg(G, Fi).
In diesem Abschnitt setzen zusétzlich voraus, dass G auf {0,1,...} konzentriert ist.

Dann ist die Verteilungsfunktion G eindeutig durch die Folge (g;);j=o.1,.. bestimmt,

gooe

wobei
g =PY1=j), j=0,1,....

Analog ist die Verteilung von N durch die Folge (py,)n—01,... bestimmt. In diesem Fall

goee

ist X auf {0,1,...} konzentriert. Damit ist die Verteilungsfunktion von X durch die

Folge (f;);=0.1,.. bestimmt, wobei
fj:P(ij), 7=0,1,....

Die Verteilungen von NV, Y; und X sind durch ihre erzeugende Funktionen eindeutig

bestimmt. Es gelte

F2)=>"2fG), <1,
7=0
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und

Blz) = szs<j>, 2| < 1.

Zunéachst leiten wir die erzeugende Funktion von X her.

Satz 4.2.1
Es habe N, eine (m,y, W) — Verteilung, wobei W™ = P17 fiir eine gewisse
m x m Matriz P, erfillt ist, d.h. es gelte

pn=AP0Y, n=0,1,..., (4.2.1)

fiir gewisse m x m Matrizen P,. Dann gilt

fz) =7 (Z@(Z))"Pn> "= 9P@GE)TT, |2l <1, (4.2.2)

j=0

wobei P durch (4.1.1) gegeben ist.

Beweis:
Bekanntlich gilt
FG) =D png™ (), §=0.1,..., (4.2.3)
n=0
wobei ¢g*"(j) rekursiv definiert ist, und zwar durch
0, 1, wenn j =0
g (j) =
0, wenn j # 0,
9" () = g,

J
g => g " (kg —k), j=01,....n=12 ..
k=0

Die Charakteristik ¢*"(j) wird auch als n-fache Faltung von ¢(j) bezeichnet. Auf-
grund von (4.2.3) und dem Faltungssatz fiir erzeugende Funktionen folgt, da |g(z)| <
1 fir |z] <1,

F(z) = pa(@))" = P(a(2)).
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Wegen (4.2.1) ergibt sich

d.h. es gilt (4.2.2). q.e.d.

Lemma 4.2.2
a) Die Potenzreihe P(z) konvergiere absolut fiir |z| < 1. Auferdem sei § die erzeu-

gende Funktion der Verteilung (9(j))j=o1.2,... Dann gilt
P(§(z)) =Y F2l, |2 <1 (4.2.4)
=0

wobei die m x m Matrizen F; durch

Fy=Y Pug"
n=0

definiert sind.

b) Unter der Voraussetzung von a) gilt

fi=9F1" j=0,1,.... (4.2.5)

Beweis:

a) Nach dem Faltungssatz fiir erzeugende Funktion ergibt sich

n=
oo

n=0
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Wir bemerken, dass fiir |z| < 1 auch |g(2)| < 1 gilt.
Aufgrund der Zusatzvoraussetzung konnen wir die Summen vertauschen und erhal-

ten

oo

PG) = (Z Png;”) #

J=0

d.h. es gilt (4.2.4).
b) Nach Satz 4.2.1 gilt (4.2.2). Damit erhalten wir mit (4.2.4)

Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir Potenzreihen folgt die Behauptung. q.e.d.

Satz 4.2.3

Die Schadensanzahl habe eine verallgemeinerte (m,~, A, B) Panjer-Verteilung.
Weiter sei die Potenzreihe P(z) fiir || < 1 absolut konvergent. Schlieflich existiere
die Inverse von I, — g(0)A. Dann gilt

F, = Zx:g(j)Fz_j <A . %B) L, —g(0)A]™, x=1,2,..., (4.2.6)

wobei
Fy = P(go). (4.2.7)

Beweis:
Fiir |z] < 1 und nach Satz 4.1.2 gilt (4.1.2), d.h. es gilt

~/

P'(2) = 2P/ (2)A+ P(2)(A + B). (4.2.8)
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Wir setzen mit Hilfe von Lemma 4.2.2

M(z):= PG ZFZJ 2] < 1. (4.2.9)
Dann ist M in |z] < 1 differenzierbar und es gilt
'(2) = iijzj_l, 2| < 1. (4.2.10)
=0
Aufserdem haben wir wegen M (z) = >, P,(g(2))" fiir g(|z]) <1

M'(z) = nPu(3(2)""'7 ()

I
=2

(2) Y nPu(gl(z)"""

0

3
Il

B~L

(2)P'(g(2), [l <1,

I
=

da fiir |z| < 1 auch |g(2)] < 1 gilt.
Wegen (4.2.8) erhalten wir
M(2) =§(2) [3(=) P/ (§(2)A + P(G(2))(A + B)]
=g(z)M'(2)A+G (2)M(2)(A+ B), |(2)] < 1.
Wegen (4.2.10) gilt also

Z rF2"" = g(2) Z (xF,A) 2" +7(2) Z F.(A+ B)z
=1 =0

r=1

Dies lasst sich in der Form
oo o0 o0

RURSIAES SPE) SERSINVEN SRR ZF (4+B)z
=0 7=0 =0 J=0
schreiben.

Benutzen wir die Eigenschaften des Cauchyprodukts von Potenzreihen, so folgt

Z(:U—l—l) 12" —Z(Zg]w+1 Fo jA> P

=0 z=0 \j=0

+ (Z(j + 1) gj1Fej(A+ B)) 2, |zl < 1.
0

T= 7=0
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Wegen des Eindeutigssatzes von Potenzreihe ergibt sich

(+ 1) Fp = Zgj$+1_J)Fx+l JA+ZJ+191+1F90 j(A+ B)

Jj=0 7=0
z+1
—Zgj (x+1)—7) Fopr- ]A—Fng] A+ B)
z+1
= (z+1) Zg] 1A — ngj 1A+ Y jgiFeii_j(A+ B)
7=0 7j=1 7j=1
z+1
= (z+1) Zgg 1A+ Y 39 Fari—jy B+ (¢ + 1)ge1 FpA
j=0 j=1
z+1 z+1
=(z+1) Zngm+1—jA + ngij+1—j)B~
=0 j=1

Dividieren wir durch (z + 1), so folgt

r+1 .
J
Fep = ZQJ a+1 ]< +x—+13> + goFp A
Also ergibt sich

x+1
Fo (I Zg] 1 (A+?B) (4.2.11)

Nach Voraussetzung existiert (I, — goA) ! und damit erhalten wir

z+1

x+1 Zg] z+1—j (A+TB) ([m—goA)_l’ .73:0,1,....

7=1

Dies ist gleichwertig mit (4.2.6).
Schlieflich gilt nach Lemma 4.2.2

Fo = P(5(2)) = Plgo).
d.h. es gilt (4.2.7). q.e.d.
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Bemerkung 4.2.4

Gilt fir eine submultiplikative Matriznorm ||||
goll Al <1,
50 st -
>
n=0
konvergent und es folgt

(I—god) " = gpar
n=0

Bemerkung 4.2.5 Ist I,, — goA nicht requldr, so erhalten wir wie im Beweis von
Satz 4.2.3 die Beziehung (4.2.11), aber F,.y ist dann nicht eindeutig bestimmt. Aus

der Theorie der verallgemeinerten Inversen folgt dann

x+1 .
Fm+1 = Zngz_H_j (A + J}L—HB) (Im — gOA)+
=1

+Y (I = (In = 90A) (I — 90 A)™)

fiir eine beliebige mxm Matriz Y. Hierbei bezeichnet D die verallgemeinerte Moore-
Penrose Inverse von dem Matriz D. Diese Darstellung ergibt also unendlich viele Lo-
sungen und es erscheint unklar, welche dieser Losungen das urspriingliche Problem

lost.
Wir fiithren nun die Folge (@)FOJ,... durch

ein. Offenbar ist F’J ein 1 x m Vektor.

Fiir diese Folge ist nach Satz 4.2.3 die rekursive Beziehung
. - j _
F, = Zlg(])Fx_j (A + EB) [, — g(0)A] ! (4.2.12)
p
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wobei

Fo = 7P(go) (4.2.13)

erfillt.
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Kapitel 5

Rekursive Beziehung fiir

Phasen-Typ-Verteilung

5.1 Definition der Phasen-Typ-Verteilung

Definition 5.1.1 Es sei (py)nen, €ine (m,7y,Q,0)— Verteilung und 0 < ag < 1.
Weiter sei 75 = (71, ..., Ym)" und ~v; > 0, > 21 = 1. Dann heifst die Verteilung
(Pn)nen, Phasen-Typ-Verteilung, falls

N ay wenn n =0
Pn =
(

1 — )pn_1, wenn n > 1

Weiterhin sei &% = (1 — ag)Y1, - -+ (1 — @) Vm) = (1, ..y ).
Dann wird die Verteilung (pn)nen, als (&, Q)-Phasen-Typ-Verteilung bezeichnet.

Satz 5.1.2 Es sei (Pn)nen, eine (&, Q)-Phasen-Typ-Verteilung. Dann gilt

Po=1-a'l (5.1.1)
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und

Pn=alQ" VI, —Q)I, n=12,... (5.1.2)
Beweis:
Nach Definition gilt
&TT: ZO&j = Z(l — Oéo)")/j =1- (7))
j=1 j=1

Also ist (5.1.1) gezeigt.
Aufgrund von Satz 3.3.8 haben wir

pn=7"Q"(Ln — Q)T.
Dann folgt

Pn=(1— o)y Q" (I, — Q)T
Q1 - Q).

d.h. (5.1.2) ist erfiillt. q.e.d.
Wir betrachten weiter die Verteilung des Gesamtschadens S, wobei Y, ~ G und
N eine (&, Q)-Phasen-Typ-Verteilung besitzt. Nach Satz 3.3.8 wird die (m,~, @, 0)-
Verteilung (py,)nen durch die Matrixfolge (P,)n—o.1,.. erzeugt, die durch

P(;k = OCOIm

P =Q"YI,-Q) n=12,...

gegeben ist.
Wie bemerkt gilt dann fiir (F,) ey die Bezichung (4.2.12) und (4.2.13).
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Fiir den Anfangswert Fj gilt also nach Satz 5.1.2
(90)
> Pugy
n=0

_’PO +’7an98
n=1

Fo

Il
=2

I
=1

= aolym + (1 — ag)go Zgglenfl(Im - Q)

n=1

= aplyn + (1 — ) go(Im — 90Q) ' (Im — Q).

5.2 Rekursive Beziehungen

Die Verteilung von X sei (E) jen. Wir leiten nun eine rekursive Beziehung fiir diese

Verteilung her.

Satz 5.2.1 Die Schadensanzahl N sei (d,Q)-Phasen-Typ-Verteilung, wobei 0 <
ap < 1,9 >0, 3779, =1, al = (1 — ag)vi, - (1 — ap)ym) = (a1, .., )
und @ sei ein m x m substochastische Matriz. Weiter sei die Folge (Y;)j=12,. des

Teilrisikos unabhdngig und identisch nach (g(j));en, verteilt. Schlieflich gelte

det(I,, — g(0)Q) # 0. (5.2.1)
Dann gilt
£(0) = ag + g(0)a" (I — 9(0)Q) ™ (I, — Q)T (5.2.2)
und
fG)=F'T, j=12..., (5.2.3)

Fy = g(0)a" (I — 9(0)Q) ™ (In — Q) (5.2.4)



Beweis:

Gemék der Definition der Verteilung von X gilt

o0

—_—

FG) =) g™ () (5.2.6)

n=0

Dann folgt mit Satz 5.1.2

=t (5.2.7)

und es gilt

Damit folgt

also (5.2.2)

Weiter erhalten wir fiir j =1,2,...
f(]) = Z’ﬁng*n(]) = Z’ﬁng*n(])’
n=0 n=1
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da
g*°(j) = 0.

Weiter haben wir mit Satz 5.1.2, falls
Pr=Q" ', —Q), n=12,..., (5.2.8)

gesetzt wird.
Und nach Satz 5.1.2 gilt

Z&TP*lg*” )=a (ZP* n( )T. (5.2.9)

Wir fithren nun .
=> Pig™(j), j=12,...
n=0

und
F;=d"F; =) a'Pig"(j)

ein. Dann lésst (5.2.8) in der Form

schreiben.

Weiter erhalten wir
=Y
= 9(/)a" (In — Q) + g * Zg " (j)a" Py (5.2.10)
)& (G Q)+ g% > g (A P
Wegen (5.2.7) haben wir

Pl =Q'(In— Q) =Q ' (In - Q)Q = PQ.
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Damit lésst sich (5.2.9) in der Form

Fr=g(j)a" (I — (g * Z g (j) *TP*)
= 9())a" (In — Q) + g * FrQ

=g(j)d"(In — Q)+ > _g()F,Q

= 9()a" (In — Q) + Y _ g(DF; ,Q + g(0)F;Q.

=1

Hieraus folgt

bzw.

Fr = (g<j>&T<fm —Q)+ Zgama@) (I — 9(0)Q) ™ (5.2.11)

=1

Dies ist ein rekursive Beziehung. Der Anfangswert bestimmt sich aus

Fy = Zg )@l P,

Wegen (5.2.7) gilt damit

= 9(0)a (I = 9(0)Q) ™ (I — Q).
q.e.d.

Beispiel 5.2.2 Wir gehen davon aus, dass N eine spezielle Phasen-Typ Verteilung
besitzt. Und zwar gelte

a=(ap,ay...,ap,), m=10



wobei

a = (0.4,0.24,0.144, 0.086, 0.052, 0.031, 0.019, 0.011, 0.007, 0.005, 0.005),

und
00 00
10 00
0 1 00
©=10 0 00
00 ..10

Sei die Teilrisiko- Verteilung (g(j));j=o0.,.. negativ binomial verteilt mit Parameter
r=2>5und p=0.25, d.h. es gelte

9(j) = <5J5riz 1) (0.25)°(0.75) = (‘7:4) (0.25)°(0.75)7, j=0,1,....

In diesem Fall gilt mit g(0) = (0.25)°

1 0 0
—g(0) 1 0 0

—g(0) 1 0 .. 0

Li—gQ=| 0 0 —g0) 1 o0 0
0 0 —g(0) 1

und somit folgt
det(L — g(0)Q) = 1.

Damit ist die Voraussetzung (5.2.1) von Satz 5.2.1 erfillt.
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Wegen

1 0
g0) 1 0
0 g0) 1 0 ..
(In—9(0)@Q) "= 0 0 g0 1 0
0 0

erhalten wir

(Im — 9(0)Q) ' (In —Q)T=| 0

Dann folgt aus (5.2.2)

—_—

f(0) = ag + g(0)(a1 + azg(0)).

Zur Bestimmung von F_é" betrachten wir zundchst

(I — Q(O)Q)_I(Im - Q)

1 0 0 1 0
g0) 1 0 0 -1 1
0 g(0) 1 0 0 0 -1

—| o 0o 4o 0 0 0 0
0 0 g(0) 1 0 0
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1 0 0
g(0) =1 1 0 0
—9(0)  g(0) -1 1 0 0
_ 0 —g(0) g(0)=1 1 0 0
0 0 —9(0) ¢(0)—1 1
a1 + az(g(0) — 1) — azg(0) '
as + asz(g(0) — 1) — ayg(0)
az + aq(g(0) — 1) — a59(0)
as+ as(g(0) — 1) — agg(0)
B as + ag(g(0) = 1) — azg(0)
=9(0)
ag + az(g(0) — 1) — asg(0)
a7 + as(g(0) — 1) — ayg(0)
ag + ag(g(0) — 1) — ay09(0)
ag + ago(g(0) — 1)

Q10

Nach Satz 5.2.1 gilt somit (5.2.5). Mit obiger Darstellung erhalten wir daraus die
Folge (F’;‘)jzlvg,,_, und nach (5.2.3) schliefilich die Folge (f(j),;_, . ). Der Algorith-
mus werde mit Mathematica umgesetzt. Die spezielle Ergebnisse sind im Tabelle 5.1

enthalten. Sie entsprechen die Resultaten aus dem Artikel[1].
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Tabelle 5.1:

—.

_‘*
F

f()

T = W N = O

100

(0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.003, 0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.006, 0.003, 0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.005, 0.003, 0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.004, 0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.003, 0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.002, 0.001, 0.001, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)
(0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000, 0.000,)

0.400235
0.000880
0.001981
0.003473
0.005222
0.007073
0.013935
0.012623
0.008949
0.006509
0.004735
0.000978
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Zusammenfassung

Die Panjer-Rekursion wird in der vorliegenden Arbeit verallgemeinert auf den Fall,
dass die Verteilung der Schadensanzahl durch eine Folge von Vektoren gegeben ist.
Es wird ein diskretes Risikomodell untersucht.

In Kapitel 3 werden als Verallgemeinerung der Schadensanzahlverteilungen aus dem
Artikel diskrete Verteilungen vorgeschlagen, die durch eine Folge von m-dimensionalen
Vektoren bestimmt sind. Es wird untersucht, welche Bedingungen die Folge der Vek-
toren erfiillen muss, dass die resultierenden Folgen eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf den natiirlichen Zahlen bildet.

Fiir den Fall m = 2 enthélt Satz 3.1.4 notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir. Anhand von Beispielen wird dieses Resultat illustriert. Die verallgemeinerte
Panjer-Schadensanzahl-Verteilung ist ein Spezialfall der vektorparametrischen Ver-
teilung. Sie hangt von zwei m x m Matrizen A, B und einem m x 1 Vektor ab. An-
hand einer Reihe von Beispielen werden explizite Darstellungen fiir diese Verteilung
angegeben, falls die Produkt der Matrizen A und B kommutativ ist. So wird neue
Klasse von verallgemeinerten Schadensanzahl-Verteilungen konstruiert. Im Fall, dass
das Produkt der Matrizen A und B kommutative ist, konnen die verallgemeinerte-
Schadensanzahl-Verteilungen explizit angegeben werden(Vgl Satz 3.3.2).

In Abschnitt 3.3 wird eine spezielle Panjer-Schadensanzahl-Verteilung, ndmlich die
verallgemeinerten geometrischen Verteilungen untersucht. Sie erlauben eine explizite
Darstellung(Vgl. Satz 3.3.8). Die Voraussetzung (3.3.10) ist nicht explizit im Artikel
[1] erwdhnt.

Die verallgemeinerte Poisson-Verteilung wird im Abschnitt 3.4 untersucht. Hier stellt
sich heraus, dass die Bedingung (3.4.7) aus Satz 3.4.2 nicht einfach verifizierbar ist.

Es wird im Abschnitt 3.5 eine Teilklasse der verallgemeinerten Poisson-Verteilung



konstruiert, in den man die Bedingung (3.4.7) explizit nachweisen kann. Diese Be-
dingung ist in diesem Fall gleichwertig mit der Losung eines gewiesen Gleichungssys-
tems. Die Existenz der Loungen dieses Gleichungssystems wird in Satz 3.5.4 nach-
gewiesen. Es wird gezeigt, dass vorgegebene verallgemeinerte Poisson-Verteilungen
um eine Dimenssion erhéht werden kann(Vgl. Satz 3.5.7).

In Kapitel 4 wird eine rekursive Beziehung fiir die Gesamtschadenverteilung hergelei-
tet, falls die Schadensanzahl-Verteilung eine verallgemeinerte Panjer-Schadensanzahl-
Verteilung ist. Hierbei bendtigt man die Voraussetzung der Konvergenz eine matri-
ziellen Potenzreihe (Vgl. Lemma 4.1.1). Die Grundlage der rekursiven Beziehung ist
eine Differentialgleichung fiir diese matrizielle Potenzreihe (Vgl. Satz 4.1.2). Lemma
4.2.2 enthalt die rekursiven Beziehung. Sie basiert auf einer rekursive Beziehung von
einer Matrixfolge.

In Kapitel 5 werden die Ergebnisse von Kapitel 4 auf eine Schadensanzahl-Verteilung
iibertragen, die sich Phasen-Typ-Verteilung nennt. Sie ergibt sich als Mischung der
ausgearteten Verteilung in Null und einer um 1 verschobenen verallgemeinerten
Panjer-Schadensanzahl-Verteilung. Zunéchst wird die Phasen-Typ-Verteilung ein-
gefithrt und gezeigt, dass die rekursive Beziehung fiir eine Gesamtschadenverteilung
sich tibertragen lasst(Vgl. Satz 5.2.1). In diesem Fall wird die resultierende Verteilung
durch die Folge von 1 x m Vektoren bestimmt. Die Umsetzung dieses Algorithmus

z.B. mit Hilfe von Mathmatica ist moglich, wie ein Beispiel zeigt.
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N Menge der positiven ganzen Zahlen {1,2,3,...}
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