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1 Einfiihrung

Mochte man den fairen Preis einer Option ermitteln, ist der normale Weg ein
Modell zu entwickeln und damit den Preis der Option zu bestimmen. Zu nennen
sind dort das Black-Scholes Modell oder das Cox-Ross-Rubinstein Modell. Da
verschiedene Modelle meistens auch verschiedene Preise liefern, bleibt die Frage ob
es eine allgemeingiiltige Preisgrenze gibt, die unter moglichst vielen Modellen giiltig
ist.

Das untersucht die vorliegende Arbeit. Dabei werden die Arbeitsblédtter [ABPS13]
und [BHLP13] untersucht und ausgearbeitet. Es werden Superreplikation Resultate
aufgestellt, die obere Preisschranken fiir eine zu bewertende Option liefern.

Dabei werden zwei Ansédtze betrachtet. Erstens den klassischen Ansatz iiber
Aufstellung des Fundamentalen Theorems der Optionspreistheorie, welches das
Superreplikation Theorem als Folgerung hat. Als zweiter Ansatz dient der optimale
Transport. Dabei wird das Dualitdtstheorem als ein Superreplikation Resultat

interpretiert.

Zu Beginn werden wir den klassischen Ansatz verfolgen. [ABPS13] folgend
werden wir eine modellunabhéngige Version des Fundamentalen Theorems der
Optionspreistheorie (Theorem 2.5) aufstellen. Dies stellt die Aquivalenz zwischen
einem arbitragefreien Markt und der Existenz eines Martingalmafles bereit. Als
Folgerung hat es ein Superreplikation Resultat (Theorem 2.16), welches eine obere
Preisgrenze einer Option liefert. Dabei wird eine semistatische Strategie, bestehend
aus Optionen und einer Handelstrategie auf ein riskantes Asset, betrachtet, welche
die Option superrepliziert. Als Hilfsmittel brauchen wir hierfiir eine superlinear
wachsende Option. In einem weiteren Resultat werden diese durch eine Familie von
Optionen mit wachsenden Strikes ersetzen. Und darauf aufbauend werden wir ein

Resultat angeben bei dem die Verteilung des Assets zum Endzeitpunkt bekannt ist.

In Abschnitt 3 werden wir mithilfe von [Vil09] und [AG13] eine Einfithrung
in die optimale Transporttheorie geben. Dabei werden wir den Begriff der
Kopplung definieren, womit wir das Transportproblem nach Kantorovich aufstellen.
Anschliefend werden wir das Konzept der zyklischen Monotonie anfiihren.
Ziel ist schlussendlich das Dualitétstheorem nach Kantorovich (Theorem 3.16).
Anschlielend werden wir die Verbindung zur Bewertung von Optionen ziehen,

indem wir einige Voraussetzungen abéndern.

Im anschliefenden Abschnitt 4 werden wir [BHLP13] folgend das Dualitdtstheorem



1 EINFUHRUNG 4

(Theorem 4.1) benutzen, um eine exotische Option zu bewerten. Wir stellen das
angepasste primale Problem vor, welches die untere Preisgrenze der Option liefert,
indem iiber alle zuldssigen Martingalmafle minimiert wird. Das duale Problem
maximiert den Preis einer Strategie, welche die Option subrepliziert. Dabei wird
wieder eine semistatische Strategie betrachtet. Die obere Preisgrenze erhalten wir

durch ein anschliefendes Korollar.

Im abschlieenden Abschnitt 5 werden wir Beispiele bearbeiten. Einerseits ein
konstruiertes analytisches Beispiel. Hierbei wird das Hauptresultat aus Abschnitt 4
auf eine Long Straddle Option und ein bestimmtes Modell angewandt. Andererseits
behandeln wir ein Gegenbeispiel. Dieses zeigt, dass im Allgemeinen das duale

Problem, im Fall der Optionsbewertung, keine exakte Losung hat.
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2 klassischer Ansatz

Das Ziel in diesem ersten Abschnitt ist einige Superreplikation Resultate herzuleiten.
Wir werden noch den Weg der klassischen Finanzmathematik gehen. Im Detail
heifit das, dass wir das FTAP angeben werden, welches die Aquivalenz zwischen der
Abwesenheit von Arbitragemdoglichkeiten und der Existenz eines Martingalmafes
beweist.

Als Folgerung des FTAP werden wir ein Superreplikation Resultat angeben,
welches eine Preisspanne einer Option liefert, in dem eine superreplizierende
Strategie betrachtet wird. Im Gegensatz zu der klassischen gehen wir in der
modellunabhéngigen Finanzmathematik nicht von einem gegeben Martingalmafl
aus, welches einem Modell entspricht, sondern lassen die Menge der Martingalmafle
so allgemein wie moglich. Dadurch kénnen die Preise nur in der gewissen Spanne
berechnet werden.

Auflerdem werden wir Korollare angeben, welche dieses Resultat erweitern.

2.1 Rahmenbedingungen

Wir betrachten einen diskreten Zeitrahmen mit 7" Zeitpunkten und ein riskantes
Asset! S = (S;)L,, wobei Sy € R den Preis in ¢ = 0 bezeichnet. S : RT — R wird
dabei durch Sy(z1, ..., z7) = x; gebildet.

Auflerdem bendtigen wir eine risikolose Anlange B = (B;)L,, welche wir der
Einfachheit halber zu B; = 1 normieren. Mit diesen Bedingungen ermoglichen wir
die Wahl jedes Modells, da jeder nichtnegative stochastische Prozess S = (S;)]_,
durch die Wahl des passenden Mafles realisiert werden kann.

Sei I eine beliebige Indexmenge und seien ¢; : RL — R, i € I die
Auszahlungsfunktionen von Optionen, die von dem Pfad von S abhingen
und zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf dem Finanzmarkt gekauft werden kénnen. Auflerdem
bezeichne ¢ ihren Preis.

Definiere eine Familie ¢;, i € I durch @; := ¢; — ¢?. Nun hat jede Option @;, i € [
den Preis ¢? = 0. Da es fiir unsere spiteren Uberlegungen keinen Unterschied
macht, ob wir die Familie ¢; ¢ € I oder ¢;, ¢ € I betrachten, kénnen wir 0.B.d.A.

annehmen, dass ¢ = 0 gilt.

Aus der klassischen Finanzmathematik bzw. unter einem bestimmten Modell mit
Martingalmafl Q, ist bekannt, dass der Erwartungswert einer Option ¢ unter Q

kleiner oder gleich als deren Preis ist, d.h. Eg(p) < ¢°.

! Am h#ufigsten werden Aktien oder ein Aktienindex betrachtet.
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Hat diese Option einen Preis ¢° = 0, dann gilt somit

[, (@) dQ(@) = Eq (o(5) < ¢ =0
R+

Wir benétigen fiir unsere weiteren Betrachtungen Martingalmafle, die diese
Eigenschaft erfiillen.

Bezeichne P(RY) die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf RZ.

Definition 2.1 (zulidssige Wahrscheinlichkeitsmafle). Die Menge der

zulissigen Wahrscheinlichkeitsmafe auf RY wird defniert durch

77{%}1_61 = {7‘(‘ € P(RI) : /

R

wi(x)dr(x) <0, i € I} :

T

Die Menge M aller Martingalmafie auf RZ, besteht aus allen
Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Ri, unter denen der Preisprozess ein endliches

erstes Moment hat und ein Martingal in seiner natiirlichen Filtration ist.

Definition 2.2 (zulidssige Martingalmafle). Die Menge der zuldssigen
Martingalmafle auf R{ wird definiert durch
Mpy

= P{% nM.

i€l }iel

Bevor wir das FTAP aufstellen, bendtigen wir noch die Definition einer
Handelsstrategie, sowie eine passende Superreplikation Strategie, um damit

Arbitrage zu definieren.

Definition 2.3 (Handelsstrategie). Eine Familie A = (A,)-; wvon Borel
messbaren Funktionen A; : R}, — R, t = 0,...,T — 1, heifft Handelsstrategie. Die
Menge aller Handelsstrategien wird mit H bezeichnet.

Auflerdem bezeichnen wir das stochastische Integral

T-1

(Aex)r:= Z Ay(xy, ooy ) (X401 — )

t=0
als Handelsgewinn der Handelsstrategie A.

Zur Veranschaulichung ist der Handelsgewinn (A e S)r der Gewinn oder Verlust,
wenn das Asset S mit der Handelstrategie A gehandelt wird. Genauer gesagt, wenn

zu jedem Zeitpunkt ¢ Anteile an S gehalten werden, die durch A; bestimmt werden.

Wenn ein Anleger nun zum Zeitpunkt ¢ = 0 Optionen auf ein Asset S mit Falligkeit
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T kauft und dazu mit einer Handelstrategie das selbe Asset handelt, bezeichnen wir
das als semistatische Strategie®. Die Strategie ist dabei selbstfinanzierend, indem
Transaktionen zwischen der risikolosen Anlage B und der Strategie zugelassen
werden.

Fiir Optionen ¢;, , n = 1,..., N und Handelsstrategie A € H ist f : ]Ri — R,
definiert durch

N
flzy,..,xp) == Zan%n(iﬁ, v ) + (A ex)p,
n=1

die Auszahlung dieser semistatischen Strategie.

Mit solchen Strategien mochten wir nun die Definition von Arbitrage angeben.

Definition 2.4 (Arbitrage). Es existiert modellunabhingie Arbitrage, falls eine
Handelsstrategie A € H, Koeffizienten aq,...,axy > 0 und Indizes iy,....,ixy € I

existieren, so dass
N
f(z) = Zangoin(:c) +(Aex)r >0
n=1
fiir alle 2* € R,

2.2 Fundamentales Theorem der Optionspreistheorie

Um das Fundamentale Theorem der Optionspreistheorie (auch: Fundamental
Theorem of Asset Pricing, kurz: FTAP) aufstellen zu kénnen, brauchen wir die
Existenz einer speziellen Option . Sei dazu g : R, — R eine konvexe superlineare?

9% — 56, Dann defniere ¢q durch ¢y(S) = g(Sr).

Funktion, d.h. lim,_,
o ist somit eine Option mit superlinear wachsender Auszahlung, die nur von dem
Endwert S abhéngt. Diese Option garantiert im Beweis, dass die Menge Plotier
kompakt ist.

Theorem 2.5 (FTAP). Seien ¢;, i € I stetige Funktionen auf RY und sei
g : R, — R eine konvexe superlineare Funktion. Weiter sei 0 in I enthalten und ¢

der Form ¢o(S) = g(St). Auferdem sollen folgende Annahmen gelten:

2yvgl. [DHO7, Ch. 3]

3Im Folgenden werden wir 2 sowohl fiir (z1,...,x7) € RT, als auch fiir 2 € R schreiben. An
einigen Stellen, wie Definitionen, werden wir Ausnahmen machen.

4Eine Funktion, die stérker als linear wichst.
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pi(z)*
@) < 00, (2.1)
S LG (2.2)

l|lz]| =00 m(T)

mit m(zy, ..., x7) = Zthl g(xy).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert keine modellunabhdngie Arbitrage.

(it) M{tpz‘}iel # 0.

Die Bedingungen (2.1) und (2.2) konnen zum Beispiel durch eine Familie
europdischer Optionen erfiillt werden. Allerdings gilt das nicht fiir die Option .
Aus praktischer Sicht ist es schwer eine solche Option zu finden. Wir werden dedhalb
auch in Abschnitt 2.4 diese Einschrinkung verwerfen und g durch européische

Call Optionen ersetzen.

Wir benutzen Handelsstrategien, die im Allgemeinen nicht beschrinkt sind, woraus
folgt, dass (A e.S) nicht integrierbar ist. Mit der folgenden Bemerkung 2.6 kénnen
wir dies vorerst umgehen und die Richtung (i7) = (i) von Theorem 2.5 beweisen.
Zuvor mochten wir noch zeigen, wieso es mnicht ausreicht beschrinkte
Handelsstrategien zu verwenden.

Fiir jede konvexe Funktion g : Ry — R und x4, x;11 € Ry haben wir die Ungleichung

9(xe) + g (@) (@1 — ) < (@), (2:3)

Die Ungleichheit gibt an, dass die erste Ableitung kleiner oder gleich dem
Differenzenquotienten ist. An den Punkten, an denen g keine Ableitung besitzt,
wird ¢’ durch seine rechtsseitige Ableitung definiert.

In der Finanzmathematik kann das als calendar spread interpretiert werden. Man
sichert eine Option ab, indem man die gleiche Option mit anderem Falligkeitsdatum
kauft oder verkauft. Die Optionen unterscheiden sich nur in der Laufzeit.

In unserem Fall heifit das, dass man eine konvexe Option auf S; superreplizieren
kann, in dem man die gleiche Option auf S;,; kauft oder verkauft.

Um diesen Umstand in unsere Uberlegungen mit aufnehmen zu kénnen, muss
Ay(z1, ..., zy) == ¢'(x;) in H liegen und ¢’ ist im Allgemeinen nicht beschrankt auf
R.

Bemerkung 2.6. Fiir jedes A € H und jedes Q € M ist der Prozess M = (M,;)L_,,
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der durch
My:=0, M,:=(Aex), t=1,..T
definiert ist, eine diskrete Martingal Transformation®. Daher ist M auch ein lokales

Martingal®.
Gilt weiterhin

J

dann ist M ein echtes Martingal”.

(A o 2)F dQ(x) < oo oder / (Aex) dQ(x) < oo,
+ RY

Fiir den Beweis von Theorem 2.5 benétigen wir auflerdem noch ein Lemma.

Lemma 2.7. Es seien X : RL — R und Y : RY — R Zufallsvariablen und Q € M.
Auferdem sei X integrierbar beziglich Q, d.h. fRi | X|dQ(z) < oo und es gelte
X+Y >0.

Dann ist auch Y~ intergierbar beziiglich Q, d.h. fRI Y~ dQ(x) < c0.

Beweis. Seien X,Y : RT — R Zufallsvariablen und Q € M. Sei fRI | X|dQ(z) < o0
und X 4+ Y > 0. Dann gilt

RS

Auf {Y < 0} gilt

Y lyycoy + Y Lgysoy | dQ(z) = / Y 1y <oy dQ(z).
———— T

T
+ Ry

T
+ %

0<X+Y =X+ =Y )=X-Y"

und aquivalent dazu X > Y .

Zusammen folgt somit

J

Beweis Theorem 2.5, (ii) = (i). Wir beweisen diese Richtung indirekt. Sei Q €
My,

Y~ dQ(x) = /RT Y 1y <oy dQ(z) < /RT X1y<0ydQ(x) < /RT | X dQ(x) < 0.

T
T +

]

Vit Angenommen es existiere modellunabhéngie Arbitrage, d.h. es existieren

Svgl. [JS98, Def. 5]
bvgl. [JS98, Theorem 1]
Tvgl. [JS98, Theorem 2]
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a, > 0 und A € H, sodass

Mz

anpi, (x) + (Aex)r > 0.

n=1
Die Funktionen ¢; sind nach Voraussetzung integrierbar. Deshalb kénnen wir mit
X =Y 4,0, undY = (Aex)s Lemma 2.7 anwenden und erhalten, dass (Aex);
integrierbar ist. Wegen fRJTr(A o 1) dQ(x) < oo ist (A e x)r nach Bemerkung 2.6
somit ein Martingal.
Daraus folgt fRi(A o z)rdQ(x) =08
Wegen f > 0 gilt auch fRJTr f(z)dQ(x) >0
Daraus folgt, dass

Zan (/ i, (z )d@(x)) > 0. (2.4)

Nach Voraussetzung ist aber Q € My, . und damit gilt:

Vier

Z\GEJ/T @i, () dQ(x) < 0. (2.5)

Die Gleichungen (2.4) und (2.5) fithren zum Widerspruch. Somit gibt es keine
modellunabhéngige Arbitrage.
O]

Die Richtung ii) = i) des Beweises von Theorem 2.5 konnte mithilfe Bemerkung 2.6
bewiesen werden, ohne dass (A eS) im Allgemeinen integrierbar ist. Das geht in der
Riickrichtung nicht. Dort sind wir auf beschrinkte Handelsstrategien angewiesen, so
dass (A e .5) integrierbar ist.

Daher beweisen wir die Richtung i) = 1), in dem wir uns auf eine Teilmenge H, von
H beschrénken, die aus Handelsstrategien A besteht, so dass (A e S) Q-integrierbar
fir alle Q € My, ist.

} el
Definition 2.8 (g-zulidssige Handelsstratgie). Sei g : R, — R eine konveze,
superlineare Funktion. Fine Handelsstrategie A = (At)tj:ol heifit g-zuldssig, wenn
Ay RY = R firallet =0,...,T — 1 stetig ist und ein ¢ € Ry existiert, so dass

A2y, oy ) (1 — )| < € (1 V Zg(a:s)> )

s=1

8hewiesen wird das in Lemma 3.20
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Die Menge aller g-zuldssigen Handelsstrategien wird mit H, bezeichnet.
Da eine g-zulédssige Handelsstrategie beschréankt ist, folgt die Integrierbarkeit durch

Lemma 3.20.

Die folgende schwéchere Version des FTAP ist die Grundlage fiir den Beweis von
Theorem 2.5.

Proposition 2.9. Seien ¢, : RL — R, i =1,...,N stetige Funktionen, fiir die

pi(x)*

Hxl‘i‘r_r}loo () < 00, (2.6)
im 20 (2.7)

l|z||—=o0 m(T)

gelten. Setze o1 :=m und m :=mV 1.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert kein f = 32" ann fiir a, >0, so dass

f(x) >0 fir alle x € R,

(i) Pgpir # 0.
Im Beweis zu Proposition 2.9 arbeiten wir mit dem Raum C% (RY) der beschréinkten,

stetigen Fuktionen f auf RE derart, dass

17y = s, ) <

Daher miissen wir sicherstellen, dass die Funktionen ¢; : Ri —-R,i=1,..,.N+1
in C% (RT) liegen.

Lemma 2.10. Ist h: RY — R stetig und limsupy, o, |h(z)] < oo,
dann ist h € C*(RL).

Beweis. Zu zeigen ist, dass h beschrénkt ist, also sup,cpr |h(z)| < oc.

Definiere
B, :={z e Rl :||z]| <n}.
Dann ist B,, kompakt in RY fiir jedes n € N. Sei aufierdem

a, = sup |h(z)|, n € N.
.’EEBn
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Dann ist a, < oo und a,1 > a,, fir alle n € N.
Angenommen sup, g7 |h(z)| = oo, d.h. lim,, o a, = 0.

Dann existiert eine Folge {z,} so dass

neN?

z, € B, und |h(z,)| +o0.

Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung lim supy,_,« [h(z)| < oo.
Damit ist h beschrankt.

O
Korollar 2.11. Sei h: RY — R stetig mit
lim Ah(z)" < oo, (2.8)
|| |00
lim h(z)” =0. (2.9)
[|]|—o00

Dann ist h € C*(RY).

Das folgt unmittelbar aus Lemma 2.10, da die Bedingungen (2.8) und (2.9)
implizieren, dass lim supj, . [2(z)| < +o0.

Bemerkung 2.12. Mit den Bedingungen (2.6), (2.7) und Korollar 2.11 folgt, dass
die ¢;, i = 1,..., N. aus Proposition 2.9 in C% (RZ) liegen.

@n+1 liegt in C2(RY), da

loni1(z)] Im(z)|
||S0N+1||cb_ = SuUp —————— = Sup — < 1.
" acE]Ri m(x) .IER{ m(x)

Beweis Proposition 2.9. (i) = (ii).

Wir beweisen diese Richtung durch Konstruktion eines Mafles 7* € ’P(@i){\itl.

Wir betrachten den Raum C% (RZ).

Dann kann ein stetiges lineares Funktional F auf C?(RT)*, dem Dualraum von
C% (RY), mit einem geeigneten = ™ — u~ € M(SRL) durch

f(z)
prT M(2) Iu(z)

Foacw- [ L

T M(2) RT\RT M(T)

F(f) =

dargestellt werden”. Dabei bezeichnet M(SRY) die Menge aller siginierten

9Wir untersuchen das im Abschnitt A.1
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RadonmaBe auf der Stone-Chech Kompkatifizierung'® SR” von R”. AuBerdem sind

pu und p~ gegeben durch!!

pt(A) =p(ANRY), (2.10)
p(A) =~ (AN (BRI\RY)) (2.11)

Weiter definieren wir folgende Teilmengen von C2:
(CLRY)), = {f e CLERY): fx) >0Vz e R},

die Menge aller positiven f € C%(RY) und

N+1 N+1
K = {Zan% Dap 2> 0; Zanz 1}7

n=1 n=1

die Menge aller Konvexkombinationen der Optionen ¢,,n =1,..., N + 1.

Dabei ist (Cp,(RY)), konvex in C7,(R]) und K konvex und kompakt in Cp, (RY).
Nach Voraussetzung existiert keine Arbitrage, deshalb sind alle f € K kleiner oder
gleich 0, und somit gilt:

(Ch®D), N K =0.

Somit kénnen wir den Trennungssatz'? anwenden, welches ein Funktional F €
Ch(RL)* liefert, das K von (Cp(RY)), separiert, so dass

/ ((“”)) du(z) >0 Vf e (CL(RT)) (2.12)
5RI mix

J@) i) <0 Vfek, (2.13)
BRT m(z)

fiir ein bestimmtes p = pt — p~ € M(BRYL).
Wir zeigen nun, dass u* ebenfalls (2.12) und (2.13) erfiillt.
Zu (2.12): Angenommen es sei u* = 0. Dann gilt:

/BRI %i)x) dulz) = //ﬂg ggg du(z) = /f@Ri Ldu(z) = /BRI\RI Ldp™ ()

(2.11

= i (BRI\RT) *=” — i (SRT\RY) > 0.

<0

10ygl. [Quel3, Definition 12.17]
Hyel. [Els13, S. 270, Positive Variation, negative Variation]
12[Kab11, Theorem 10.1]
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Da pyi1 € K, steht das im Widerspruch zu (2.13). Daraus folgt, dass u™ > 0 auf
RZ. Somit gilt

%d;ﬁ(x) >0 Vfe (C%(Rz)h’
s 202)

>0

d.h. p* erfiillt (2.12).
Zu (2.13). Es gilt, dass

oule) ore) o o) 1
/ﬁ u (@) /BM\RI i@~ | W (@) <0, Lo N+L

RT\RT TM(T) / m(z) JBRI\RY m(z) .
;rO =0, we;;gn (2.7)
(2.14)
Daraus folgt, dass
(2.13)
02 [ e gy = [ g - [ e g
BRT m(x) RT m(x) BRT\RT m(x)
(2.14)
> / g{n(x) dut(z) VYn=1,2,...,N+1.
rT M(T)
+
Da K aus Linearkombinationen der ¢, besteht gilt somit auch
Md;ﬁ(x)go VfeK, (2.15)

T M(2)

d.h. pt erfiillt auch (2.13).

Nun konstruieren wir damit unser Wahrscheinlichkeitsmafl 7* & P(w-)”“'

1)i=1

Wir definieren das Wahrscheinlichkeitsmafl 7 := #];T). Daraus ergibt sich
+
en(z) 1 / on(T) | 4
— dr(x) = — dpu™(x) <0, n=1,.,N+1.
/Rz () R Jar i)
>0 <0, nach (2.15)
dit(z) ._ _1

Weiter definieren wir ein Mafl 7 durch Es ergibt sich

J

Das Maf 7 ist aber im Allgemeinen kein Wahrscheinlichkeitsmafl. Deshalb fithren

dr(z) =~ m(z)”

nla) di(x) = /RT f;((;"; dn(z) <0, n=1,...,N+1.

wir im letzten Schritt das Mafl 7* ein, indem wir & normieren, 7* := ﬁ.
+
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Es gilt
/‘w(@d*@) L L/ (2)di(z) <0, n=1 . N+1
n 7T = A (p/n/ 7T J— b = YA *
RT #(RY) RT
———— - _
>0 <0

Dh ﬂ-* E P((pi){+l'

i=1

Diese Richtung beweisen wir indirekt.

N+1
n=1

Angenommen es existiert ein f = > """ a,p, mit a, > 0, so dass f(x) > 0 fiir alle
T

r e Ry

Nach Voraussetzung existiert ein m € P(%)g\i?.

Daraus folgt, dass

N+1
MWWW:Z@,ﬁWWWSO
+ n=1 >0 Ry .,

Das steht im Widerspruch zu f(x) > 0.
O

Nun koénnen wir die Richtung (i) = (i) des Theorems 2.5 beweisen. Dabei benutzen

wir eine alternative Charakterisierung der Menge der zuldssigen Martingalmafle:

S; hat endliches erstes Moment beziiglich w, t < T }

M = {@GP(RI)i Jup (A 0 2)rdQ(z) =0, A€ C,

(2.16)

Beweisen werden wir das in Lemma 3.20.
Auflerdem benétigen wir im Beweis noch, dass ¢'(z;) € H,.
Mit (2.3) ergibt sich

19" () (e — 20)| < Ng(@041) — g(w)| < [g(@e)] + [g(2e41)]-
Daher ist Ay(z1, ..., 2) = ¢'(x) auch in H,.

Wir werden auch das Theorem von Prokhorov im Beweis verwenden. Daher werden

wir es an dieser Stelle, zusammen mit der Definition der Straffheit, anfiihren.

Definition 2.13 (Straffheit). Sei X' ein polnischer Raum und bezeichne P(X)
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die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf X. Fine Menge P C P(X) heifit
straff, genau dann wenn fir alle € > 0 eine kompakte Menge K. existiert, so dass
pulX\K] < € fiir alle p € P.

Lemma 2.14 (Theorem von Prokhorov'?). Sei X ein polnischer Raum. Eine

Menge P C P(X) ist relativ kompakt, genau dann wenn sie straff ist.

Beweis Theorem 2.5, (i) = (ii). Wir beweisen (i*) = (i7), wobei (i*) definiert ist

als

(1*) Es existiert keine modellunabhéngige Arbitrage mit Handelsstrategien A aus

H,.
Wir definieren eine Option ¢_; durch

0 1(T1, .y ) 1= — ig’(zt)(xT —x¢) + Tg(zr).

t=1

Einerseits ist ¢o(z) = g¢g(xr), wobei mit ¢y nach Voraussetzung keine
Arbitragemoglichkeit konstruiert werden kann. Andererseits haben wir festgestellt,
dass ¢'(x;), t < T eine g-zuldssige Handelsstrategie ist. Zusammen folgt, dass mit
¢_1 auch keine Arbitragemoglichkeit konstruiert werden kann.

Nach (2.3) gilt

g(x) < —g'(xe) (@1 — x0) + g(Tes1).

Deswegen gilt auch

m(e) = 3 g(w) + 9(or) < — 3 g@)@es — 20+ 3 glans) +glar)
t=1 t=1 t=1
<(T-Dg(zr)
< - Zg/(xt)<xt+1 — ) + Tg(ar) = o_1(x),

dabei gilt 27" g(z41) < (T — 1)g(xr), da g superlinear wiichst und deswegen
g S gr, t= 1,...7T— 1.

Wir zeigen nun, dass My, = Myuy,cm, wobei Mg, m = My ieryufm)-

}iel

Fiir jedes Q € My,),c;.m gilt automatisch Q € My,

}iel'

13vgl. [AG13, Theorem 1.3]
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AuBerdem gilt fiir jedes zuldssige Martingalmafl Q € My,3

J

iel

m(z) dQ(x) < / o1(2) Q)

T RY
T—1
== [ e —a)ae) + [ Tal)da) <o
=1 JRY RY
=0, da Q Mvartingalmaﬁ <0, da QgM{‘Pi}*eI

Es ist also fir jedes Q € My, , auch Q € My, m- Somit gilt auch

M{%}ie] = M{‘Pi}ielvm'
Mit folgendem Argument zeigen wir, dass M,y nichtleer ist :
Sei (N;)$2, eine Familie von kompakten Mengen von MafSen, wobei N; O Nyyq, i € N.

Dann ist (V;e Ni # 0.

Wir definieren die Familien (F})nen und (F2),en, wobei die F. und F? fiir alle

m, n endlich sind, derart, dass F}, C I, m € N, und
{0itierz C{A(@1, oo z) (@ —2) : t < T, A € CGy(RY)}, ne N
AuBerdem gilt fiir alle F? die Bedingung

Ap(T1, oy ) (T — 1) € {SDi}ieF,% & A1, 1) (T — 1) € {Spi}ieF,%-

F! kann so gewihlt werden, dass F}, C FL

+1> m € N, damit folgt
Poyyiery, 2 Poyic FL,, M E N. Analog kann F? so gewiihlt werden, dass

,P(goi)iEFg ) P(Qp S e n € N.

i

Insgesamt kann das obige Argument benutzt werden, um zu zeigen, dass

M{%}ief - ﬂ P{‘t"i}z‘eFluF%{O}’m 7 0,

Fle(Frln)TnEN
FQG(F'r%)nEN

falls Py, kompakt ist. Wir begriinden noch, dass

}iEFluFQU{O}’m
M{‘Pi}iEI - M{%‘}iez,m = ﬂ ,P{Qoi}igpluFQU{o}’m' (2.17)

FIE(F%)WEN
FQE(Fﬁ)neN
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Nach Konstruktion von (F7)o2; gilt fiir jedes Q € (1 g Pyeyy

ieFluF2u{o}™
- At('xla e xt)(xt—‘rl - I’t) d@(l‘) S 07
R+

/ A ) (g1 — 1) Q) <0,
RT

+

zusammen also

/RJTF Ay(x1, oy 2y) (1 — ) dQ(x) = 0.
Mit (2.16) ist Q € M und damit in My,
Ist Q in Mgy,
und damit auch Q € (Vg1 g2 P}, papaogoym-
Somit gilt die Gleichheit in (2.17).

iel’

= Ms)ser,m» dann ist Q nach Definition 2.2 auch in P,,),.,m

Nun zeigen wir, dass Pie,}, 11 a0, oy nichtleer ist.

Wir haben gezeigt, dass mit ¢_; keine Arbitragemoglichkeit konstruiert werden
kann und, dass m < ¢_; ist. Somit kann auch mit m keine Arbitragemoglichkeit
konstruiert werden. Nach Voraussetzung kénnen weder mit ¢, als auch mit ¢;, @ € 1
und somit auch nicht mit ¢;, ¢ € F' Arbitragemoglichkeiten konstruiert werden.
AufBerdem sind die ;, i € F? Handelsstrategien aus H,,.

Zusammen kann mit

{Soi}ieFluF?U{o},m

keine Arbitragemoglichkeit konstruiert werden und wir kénnen Propostition 2.9

anwenden, um zu erhalten, dass Py}, _ 1 pe00p0m £ 0.

Es bleibt zu zeigen, dass Py, kompakt ist, um zu zeigen, dass My,

}ieFIUFQU{O}’m Yier

nichtleer ist. Wir zeigen das in zwei Schritten. Zuerst {iberpriifen wir die relative
Kompaktheit und danach die Abgeschlossenheit von Py, 1o [0y
Zur relativen Kompaktheit.

Mit dem Theorem von Prokhorov, Lemma 2.14, ist es dquivalent zu zeigen, dass
m straff ist, d.h. fiir alle € > 0 existiert ein kompaktes K., sodass

{‘»01'}ieFlLuF?u{o}7

Q(K?) <, fir alle Q € Py y

ieFluF2u{o} ™"

Es gilt lim;z|-e % = oo und er‘i mdQ(x) <0, fir Q € Pleiticriumeugoym- ISt nun
m > 0, dann muss Q({m = 0}) = 1 sein fiir alle Q € Plodicrioroeym: D2 {m =0}
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kompakt ist, kann K. = {m = 0} gew#hlt werden. Dann ist Q({m = 0}°) =0 < e.

(eihicriorzugoym ist straff und damit relativ kompakt. Wenn andererseits m auch

negative Werte annimmt, dann ist —a := minm < 0 und —a > —oo. Auflerdem

existiert fiir jedes § ein ks und K; := [0, k5], so dass m > % auf K§. Daher gilt

m(e)dQ) < [ 5dQ@) = SO KY). (2.18)

K§ K§

AuBlerdem gilt

02/
R

- [ () + [ mla)dQe) = ~a(s) + [ m(a) a0

c c
5 8

m(z) () = |

Ks

m(z) dQ(z) + / m(z) dQ(x)

K§

Damit gilt

/ m(x) dQ(z) < aQ(Ky) (2.19)

Mit (2.18) und (2.19) folgt
Q(Kj5) <o m(z)dQ(z) < JaQ(Ks) < da.

K¢ ——
<1

Daraus folgt, dass fiir jedes fixierte € > 0 ein k = ks fiir 6 = €/a existiert, so dass
Q (([0,k]")°) < da = e fiir alle Q € P,y . Damit ist Py,

relativ kompakt.

ieFlur2u{o} ™ }ieFluFQU{O}7m

zur Abgeschlossenheit.

Sei {Qntuen € Ploticpiopo, (oym cine Folge, die schwach gegen ein Q konvergiert.

Wir miissen zeigen, dass Q € Pioticriorzogoym: )

Nach Definition gilt lim,, o [pr fdQy(2) = [pr fdQ(x) fiir stetige und beschrénkte
+ +

Funktionen f : RT — R. Da Q,, Wahrscheinlichkeitsmafe sind gilt mit f =1

Q (RY) :/ 1dQ(z) = lim 1dQy,(x) ani_{go(@n (RY) =1

RI n—oo R£
Daher ist auch Q ein Wahrscheinlichkeitsma$. Es bleibt zu zeigen

/RT‘P(QC)CZ@(%)SO pe{m,p i€ FFUF?U{0}}.

+
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Dabei betrachten wir getrennt die beiden Integrale fRJTr o () dQ(z) und
i (@) dQ).

Fiir jedes ¢ € {m, p; : 1 € F* UF?U{0}} und jedes u € [0, 00) gilt die Ungleichheit

fimsup [ ()40, (o) 2 msup [ o (z) AudQu(o)
n—00 Ri n—00 Ri
dabei ist die linke Seite durch die Bedingung (2.1) wohldefiniert und die rechte Seite
ist ein Grenzwert beziiglich der schwachen Konvergenz, da ¢*(x) A u beschriankt
und ¢* stetig ist, d.h. es existiert lim, o [pr ¢ (2) A udQy(z). Fiir u — oo folgt
+

damit

limsup/ ot (x) dQy,(z) > lim limsup/ ot () AudQ,(z) (2.20)
R R

n—oo T U—0  n_ o0 T
+ +

= lim lim o (z) AN udQ,(z) D Jim ot (x) A udQ(x)

U—>00 N—+00 RI u—00 RI

@ / o () dO(x),

T
+

wobei (1) mit der schwachen Konvergenz und (2) mit der monotonen Konvergenz

gilt. Nun werden wir noch zeigen, dass

lim inf /
n—oo R

(2.20) und (2.21) liefern dann zusammen

o (2) dQu(x) < / o~ (2) dD(z). (2.21)

T T
+ Ry

[ o) = [ o) d@e@ - [ o) dae

+ + ;
< lim sup/ 0t (z) dQ,(z) — lim inf/ 0~ (7) dQ, ()
n—00 RJTr n—0o0 Rz

<timsup [ () dQu(x) <0
n—00 R{

Wir benutzen die Resulate, die wir aus dem Beweis der relativen Kompaktheit

erhalten haben, um (2.21) zu beweisen. Fiir jedes fixierte ¢ > 0 existiert ein ke,

so dass Q,(K¢) < e fiir alle n € N und K, := [0,k]”. Da K. beschriinkt ist und ¢~

stetig, folgt mit der schwachen Konvergenz, dass

liminf/ ¢ () d@n(x)glimsup/ ¢ () dQ,(z) S/ ¢ () dQ(z). (2.22)

n—oo n—oo
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Sei k. — oo fiir € — 0. Da fRI mdQ,(z) < 0, ergibt sich

fM(m +a+1)dQ,(z) < (a+1). Nach Definition von a ist (m+ a+ 1) nichtnegativ,
somit gilt auch [,(m +a +1)dQ,(x) < (a+ 1), fiir alle A € RY. Somit folgt fiir
o €{m,p; i€ FLUF?*U{0}}

a+12/ (m—l—a+1)d@n(:c)2/ (m+a+ 1)1, 0 dQn(x)
K¢ K¢

- [ @ a2 [ e P ag, )

() Ke Ke @~ ()

Und daher folgt

/Kc 0 (2)dQ,(z) = /KC 0 (2)1p-50dQp(x) < (a+ 1) max L@) . (2.23)

K¢ (m+a+1)

Wir erhalten K, — RY fiir ¢ — 0 und mit der Bedingung (2.2) ¢, — 0 fiir € — 0.
Zusammen mit (2.22) und (2.23) folgt daraus

lim inf /R ¢~ () dQ,(x) = lim inf ( /K 5 ¢ () dQyu(x) + /

n—00 T n—00
+ K¢

¢ 0 (0))

<liminf | ¢ (2)dQ,(z) + ¢ < / o (2) dQ(z) + c. = /]R ¢ () dQ(z).

n—oo
K. . T

Das beweist (2.21). Damit ist Q € Pron m und somit ist Mg,y nichtleer.

O

ieFluF2u{o}>

2.3 Superreplikation Resultat

Als Folgerung des FTAP werden wir nun ein Superreplikation Resultat angeben.
Es gibt eine obere Preisgrenze fiir eine Option an, die dem kleinsten Anfangswert

einer superreplizierenden, semistatischen Strategie entspricht.

Wir stellen an die Familie (¢;);e; von Auszahlungsfunktionen von Optionen die
gleichen Voraussetzungen, wie in Theorem 2.5.
Im Einzelnen sind die ¢;, i € I stetige Funktionen auf R%, wobei 0 in I enthalten

ist. o hat die Form ¢y(S) = ¢g(Sr), wobei g : Ry — R eine superlineare konvexe
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Funktion ist. AuBlerdem sollen folgende Bedingungen gelten:

. +
pi(x) ~ o,
l|z]|—o0 m(2)
tim 20,

l|zl|—o0 m(2)

mit m(zy, ..., r7r) = Zthl g(xy).
Die zu bewertende Option ¢ ist eine oberhalbstetige Funktion. Daher fithren wir

folgende Definition an.

Definition 2.15 (oberhalbstetig!!). Eine Funktion f : RL — R heift
oberhalbstetig im Punkt &, falls es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fir
alle v € Us(&) NRL stets f(x) < f(§) + € ist.

Sie heifst oberhalbstetig, wenn sie in jedem Punkt & € Rz oberhalbstetig ist.

Wir schlieen im Folgenden den Fall supg, M, Jor ®(z) dQ(z) = oo aus.
Pitier ~ Tt

Theorem 2.16 (Superreplikation Theorem). Seien (p;)ic; gegeben wie in
Theorem 2.5 und My, # (. Auferdem sei ® : Ri — R oberhalbstetig und
erfiille

Vier

= 0. (2.24)
Dann gilt folgende Gleichheit:

@)= sw o [ 8 dgw)

QEM i} ies

N
= inf{d :Jda, > 0,A€H s.d d+Zangpin(3§) +(Aeox)p > (I)(:n)} =: pP ().

n=1
Auflerdem wird das Supremum als Maximum angenommen.

Theorem 2.16 beschreibt eine obere Schranke fiir den Preis einer Option ® in einem
arbitragefreien Markt.

In der klassischen Finanzmathematik wird zur Bestimmung des Preises ein
Martingalmafl Q ausgewéhlt, welches zum jeweiligen Modell passt. Damit wird der
Preis durch fRi O (x) dQ(z) bestimmt. In unserem modellunabhéngigen Ansatz kann
es unendlich viele solcher Martingalmafle geben. Es wird dasjenige Martingalmafl
ausgesucht, welches den hochsten Preis liefert. Das fiihrt zu pf(®). P steht dabei

fiir Primal und wird aufgrund der Konsistenz zu Abschnitt 4 schon jetzt verwendet.

14ygl. [Heu09, Kap. 40, Aufg. 3]
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Auf der anderen Seite wird der Preis durch superreplizieren dieser
Option & bestimmt. Das machen wir mit einer semistatischen Strategie
d+ SN anps, () + (A e x)p, wie zu Anfang des Kapitels beschrieben. Dabei wird
der minimale Anfangswert d gesucht, so dass d + Zivzl anpi, () + (A ex)r > O.
Das fiihrt zu pP(®). D steht dabei fiir Dual.

Beweis , Richtung pP(®) > p¥(®). Seien a, > 0 und A € H, so dass

d+ ) anpi,(x) + (A ex)p > O(). (2.25)

Da die Funktionen ¢; ~ nach Voraussetzung integrierbar sind und
SUPQEM{WLEI fRI ®(x) dQ(x) < oo, kdnnen wir mit X = d + Zivzl anp;, () — ®(x)
und Y = (A e z)r Lemma 2.7 anwenden und erhalten, dass (A e x); integrierbar
ist.

Mit Bemerkung 2.6 ist (A e z)r somit ein Martingal. Integrieren wir nun die

Ungleichung (2.25), beziiglich Q € My, _,, so erhalten wir

J

®(x) dQ(z) < /R ] <d+2angpin(m) + (A.x)T(x)> dQ(z)

" N
=d " i d Ae d
30 Aiwn<x> Q(lﬁ/m( 2)r-dQ(2)
20 -0

<d.

Die Ungleichung gilt fiir alle d, fiir die (2.25) gilt, auch fiir das minimale d. Also gilt

auch

J

AuBlerdem gilt die Ungleichung fiir alle Q € M3, _,, somit gilt auch

®(x)dQ(x) < inf {d :Ja, > 0,A e Hsd d+ Zangoin(x) + (Aex)pr > @(m)} .

T
+ n=1

sup / a(x) dQ(a)

QEM i} i

N
< inf{d :Ja, > 0,A € H s.d. d+Zan<pin($) + (Aex)pr > (D(x)},

n=1
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d.h. p”(®) > p" ().
O

Fiir den zweiten Teil des Beweises von Theorem 2.5 haben wir die Menge H, der
g-zuldssigen Handelsstrategien eingefiithrt. Damit umgingen wir, dass (A e S); im
Allgemeinen nicht integrierbar ist. Wir mochten auch hier ein stérkeres Resultat
beweisen. pf’(®) > p”(®), wobei

N
p?(®) := inf {d :3Ja, > 0,A e H,sd d+ Zangpin(:v) + (Aex)pr > d)(x)} :

n=1
D.h. es werden nur g-zuléssige Handelstrategien zur Superreplikation von ¢ benutzt.

Beweis , Richtung p¥'(®) > p”(®). Wir betrachten zuerst den Fall, dass ® stetig ist

und

O(x)”

11m
l|z]|—o0 m()

< 0 (2.26)

erfiillt. Wir beweisen die Aussage indirekt. Angenommen es gilt strikte Ungleichheit
p?(®) > p”(®P). Dann existiert ein p, so dass

p"(®) <p < p”(®). (2.27)

Definiere ¢ = —® + p. Da @ stetig ist, ist auch ¢ stetig. Wir zeigen auflerdem,
dass ¢ die Bedingungen (2.1) und (2.2) erfiillt, um Theorem 2.5 auf ({¢} U {¢:},.;)

anzuwenden. Positiver und negativer Teil von ¢ lassen sich schreiben als

p(z)" = (=0(x) +p)" = 2(2)” +p,

p(r)” = (=2(x) +p)” = &(x)" +p.
Damit gilt
+ —_
m S gy 2@ P
lzlls00 M) lall oo m(T)  lallo0 m(z)
<oo m‘itr(2.26) ;fo
b 2@ e@ Ly
llzllsc0 m(T)  |lzl[—oo m(x)/ lfzl|—>o0 m(z)
=0 m;tr(2.24) =0

Somit ist Theorem 2.5 auf ({¢}U{¢;},c;) anwendbar. Es impliziert folgende

Aquivalenz
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(i) 2f(2) = 2N anpi, () + appap(z) + (Ao z)r > 0, a, > 0,A € Hy,
(i) My, #0.

Nun gibt es zwei Félle.
1. Fall.
Es gelten (i) und (ii): Dann ist Myyu(,,},., nichtleer. Fiir alle Q € My,yu(p,,., gilt

}iGI

| #la) gt <o.

+

Daraus folgt, dass

/ ®(2) dQ(x) > p, YQ € Mgy,
RT

+

Damit ist auch

pP (@) = sup O(x) dQ(z) > p.

QEM 3001} ies VRY

Das steht im Widerspruch zu (2.27).

2. Fall.

Es gilt weder (i) noch (ii). Dann existiert f(z) = 20 ani, (2) + anp19(z) + (Ao
z)r >0, mit a, >0firn=1,..,N+1und A € H,. Daraus folgt

N
aN+1p + Z anpi, () + (A o x)p > a1 P ().

n=1

Wir definieren a,, := a;\lfil und A = aNAH' Dann ist a,, > 0 fiir alle n =1, ..., N und

A e H,y. Das ergibt

P+ g, (1) + (B o)y > (o).

p ist somit groBer oder gleich p?(®). Das steht im Widerspruch zu (2.27).
Somit kann es kein p mit p”’(®) < p < pP(®) geben und es ist p~'(®) > pP (D).

Den Beweis, dass das Supremum ein Maximum ist, werden wir in Theorem 3.1
fithren. O
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2.4 weitere Superreplikation Resultate

Fiir die bisherigen Resultate benétigten wir die Option ¢y(S) = ¢(Sr), wobei

g : Ry — R eine konvexe superlineare Funktion ist. Diese war notig, um die
Kompaktheit der Menge der zulédssigen Wahrscheinlichkeitsmafle zu gewéhrleisten
und damit zu zeigen, dass die Menge der zuldssigen Martingalmafle nichtleer ist.
Diese Einschrankung werden wir jetzt verwerfen.

Wir nehmen an, dass eine ausreichende Menge von européischen Call Optionen, nur
abhéangig von S7, auf dem Markt gehandelt werden. Dazu benétigen wir eine Folge
von Strikes K,,, n > 1, K,, — oo und definieren damit die Auszahlungen unserer

Optionen

Un(y) = (y — Kn)", n > 1. (2.28)

Um unsere vorherigen Resultate anwenden zu konnen, miissen die Optionen zum
Preis 0 gehandelt werden, d.h. wir miissen die Optionen anpassen. Sei p,, der Preis

der Option 1, dann definieren wir die Auszahlungsfunktion

Un(2) = (Y1) —Pa), n > 1. (2.29)

Die Optionen ), werden zum Preis 0 gehandelt.

Annahme 2.17. Seien ¢; : RT — R, i € I stetige Funktionen, die auch Un,n > 1

enthalten. Sei auflerdem My, # (). Weiter seien «,, > 0 Koeffizienten, so dass

Vier
o0 o0 . .
Yooy =o00und > 7 o,p, < oo. Wir definieren dann

go(y) = Z&n(wTL(y) _pn)a mo(xlv "'737T) = ZQO(xt)'

Wir nehmen zudem noch an, dass

Lopiln) 2 CON
l|zl|—o0 Mg () [l —+00 Mg ()

<oo, Viel.

Wir werden im nachfolgenden Korollar Theorem 2.16 anwenden, indem wir
g = ¢go setzen. Da @n,n > 1 schon in den ¢;, ¢ € [ enthalten ist und gy eine

Linearkombination dieser zzn ist, ist es irrelevant ob gy in den ¢;, ¢« € I enthalten
90(y)
y

ist. Es bleibt zu iiberpriifen, ob gy superlinear wachsend ist, d.h. limy = 00.
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Fiir o, > 0 gilt

lim 90(y) — lim Zn:l an ((y n) Pn)
ly|—oo Y ly|—o0 Y
> n - Kn * > n’n
= lim Lnz1 Oy ) — lim —Zn:la P
ly|—o0 Y ly|—o0 Y

Nach Annahme 2.17 ist die Summe >~ a,p, konvergent, somit gilt

. Zoozl QnPn

Konvergenz!'® und mit der Umformung

=Kn)" _ (1 — Bo)* dass
y y

= 0. Fiir den ersten Summanden gilt mit dem Satz der monotonen

> — K,)* - K
lim 2un=1 (Y n) = lim Zan Z lim a, (1 ——2)

— —
lyi—>o0 y lyl—>00 £~
= E Qp = 00,

n=1

wobei die letzte Gleichheit nach Annahme 2.17 gilt. Zusammen gilt somit

lim =—= = lim 2un=1 (Y ) = 00,

ly[—o0 Y ly|—o0 Y

d.h. go ist superlinear wachsend. Es bleiben noch die Voraussetzungen des Satzes

der monotonen Konvergenz zu iiberpriifen:
1. fiir festes y ist 32,7, an(1 — £2)T endlich,

2. fur festes n ist f(y) := (1l — %ﬁ monoton wachsend und konvergiert fiir

Y — 00 gegen .

Zu 1. Sei y fest. Dann existiert ein ng, so dass K, > y ist, fir alle n > ng, da

K, — oo fiir n — oo. Daraus folgt, dass (1 — %)* = 0 fiir alle n > ny und somit

verschwinden alle Summanden fiir n > ny. Die Summe ist endlich.

Zu 2. limjyoo f(y) = o, ist klar. f kann umgeschrieben werden zu

an(1 =22y fallsy > K,
fly) = !

0, sonst.

. e, falls y > K,
Auflerdem ist f'(y) =< Y

0, sonst.
Damit ist f’(y) > 0 und f monoton wachsend.

15ygl. [Els13, Kapital IV, Satz 2.7]
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Wir kénnen nun ein Korollar zu Theorem 2.16 angeben, dass auf eine superlinear

wachsende Auszahlung einer Option verzichtet.

Korollar 2.18. Seien (p;)ic; und (o,)n>1 wie in Annahme 2.17. Auflerdem sei
b Rz — R oberhalbstetig und erfiille

O(x)*

lim =0.
||z]|—o0 Mo ()

Dann gilt

@)= s [ e do)

QGM{‘Pi}ieI RI
Jaq, ... > 0,41, ...,1 I,a,>0A , s.d.
=inf<d: a]i,’ ON+L = L B, ’ZA;OE ’Oi o €H, s :3PD(¢))-
d+> 0 i (T) Fant1 Yy php(z) + (A ex)p > O(x)

Auferdem wird das Supremum als Maximum angenommen.

Das Korollar ist eine direkte Anwendung von Theorem 2.16, in dem g = gy gesetzt

wird. Daher ist ein Beweis nicht notig.
Wir mochten dieses Resultat noch weiterfiihren. Breeden und Litzenberger!6
beobachteten die Aquivalenz zwischen folgenden Aussagen:
i) Die Verteilung p von S, also des Preisprozesses im Endzeitpunkt, ist bekannt,
ii) die Preise py der Optionen (Sy — K)* fiir alle Strikes K > 0 sind bekannt.

Der Preis einer européischen Call Option ¢(St) ist dann gegeben durch

E, [o(S7)] = / o) duly).

R+

Auflerdem bezeichnen wir mit M(u) die Menge aller Martingalmale mit

Randverteilung p an T' und davon ausgehend
M{‘Pi}iel ('U“) = M{%‘}iel N M(:u)

Es ldsst sich beobachten, dass fiir jede konvexe superlineare Funktion g : R, — R,

mit fR+ g(y) du(y) < oo, Konstanten ¢, a,, > 0 und K,  existieren, so dass

) <ct+ D> anly— K" ) =00, Y aup, <oo. (2.30)
n=1 n=1

n=1

16yg]. [BL7S]
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Dabei ist p, := f;i(y — K, du(y).

K K;

Abbildung 1: mogliche Funktion g mit linearer Beschrinkung

Mit diesen Voriiberlegungen erweitern wir die Superreplikation Resultate um den
Fall, dass die Verteilung von S; bekannt ist. D.h. es existiert ein Martingalmaf,
welches die Zulédssigkeit aus Definition 2.2 erfiillt und aulerdem die Randverteilung

i an T besitzt.

Korollar 2.19. Seien ¢; : Ri — R, i € I stetige Funktionen, die héchstens linear
wachsen, und sei aufSerdem ./\/l{%}iel(,u) # (. Fiir eine oberhalbstetige und linear

von oben beschrinkte Funktion ® : Ri — R gilt

pP(®) =  sup {/RT O(x) d@(x)} (2.31)

M{%‘}iel(”) +

i e LY p),dA € H,a,...,an > 0,1y, ....,ix € 1,
:mf{/ w(y) du(y) - (¥ b nom =:p" ()
R

s.d p(ar) + 0, angi, () + (A e z)p > O(x)

Auferdem wird das Supremum als Maximum angenommen.
Allgemeiner gilt Gleichheit, wenn fiir stetige p;,© € I und oberhalbstetige ® eine

konveze superlineare Funktion §: R, — R in L'(u) existiert, so dass

7 q) M
lim —Lf <?>| < 00, lim T(#
llell—o0 ST () llall—+o0 37,1 ()

Fiir den Beweis dieses Korollars brauchen wir noch ein Lemma.

< o0. (2.32)

Lemma 2.20. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Ry mit endlichem ersten

Moment und f : Ry — R eine konvexe Funktion in L'(u). Dann existiert eine
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konvexe Funktion f : Ry — R in L'(u), so dass H:g;l — 00 fiir x — o0.

Beweis Korollar 2.19. Zuerst mochten wir die allgemeinere Form beweisen. Wir
nehmen an, dass ¢, : R — R, i € [ stetige Funktionen sind, dass Mgy, (1) # 0
und @ : RT — R oberhalb stetig ist. AuBerdem sei § : Ry — R € L*(p1) konvex und
superlinear und erfiille (2.32).

Dann konnen wir Lemma 2.20 auf f = ¢ anweden und erhalten eine konvexe
superlineare Funktion g in L'(u), so dass Ig&x%} — oo fiir z — oo.

Zusammen mit (2.32) erhalten wir

lim % — lim % Zt 1 9(@) —0
llell=ro0 321 g(t) ﬂﬂHoo D i 9(%) ”“”3|HOO Zt 1 g(mt)
<‘go 70

und analog

et
lell>oe 37,7 g(e)
+

lim 2 = 0. (2.34)
|||| o0 Zt 19(zy)
Wir betrachten auch Konstanten ¢, a,, > 0 und K,, , wie in (2.30), d.h. die
Funktion g ist linear beschrénkt durch g(y) < c+ ", an(y — K,)". Wir kénnen
die Funktionen v, = ((y — K,)4+ — pn) in die Familie der ¢; mit aufnehmen, da

=0, (2.33)

sie weder die Menge der zuldssigen Martingalmafle verédndert, noch die Existenz
von Arbitrage impliziert. Zusammen mit (2.33) und (2.34) erfiillt die Familie ¢; die
Annahme 2.17.

Somit kénnen wir das vorherige Korollar 2.18 anwenden und erhalten

su () dQ(x )
M{W}il(m{/ﬂg () dQ( )} (2.35)

+

nfd d Elal,...,aN+1>0i1,.. ZNEICYnZOAEH s.d.

= 1 :
d+ Y0y akpi, (7) + an 1 Yoney antn(7) + (A @)1

(2 36)

) pe LY p),3A e H,ay,...,an >0, 21,...,2]\;6],
> inf e(y) duly) : N
Ry s.d (zr) + 22,21 ani, (z) + (A e z)r > O(z)

(2.37)

Wir méchten die Ungleichung von (2.36) nach (2.37) noch erldutern. Wir setzen
5(y) == d+ ani1 3., anthn(y). Die Auszahlungen 1, (y) sind nach Konstruktion
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nur vom Endzeitpunkt 7' abhéngig, d.h. an(y) = ZZJn([L’T), und sie sind normiert,
sodass sie zum Preis 0 gehandelt werden, fR+ Un(y) du(y) = 0. Daraus folgt, dass
d(y) € L'(p) mit [ d(y) du(y) = d. Damit erhalten wir folgende Gleichheit

. E'Cll,...,CLN_H >0,i1,...,iy € I,a, > 0A € H, s.d.
inf< d: N - - (2.38)
d+ Y g i (T) +ans1 Yy g apn(z) + (A ex)p > O(2)
daq, v any1 > 0,09, iy € 1o > 0A € H,
_inf / 5(y) duly) : 8(y) = d + ansr S, antin(y), s (2.39)
R
. S(xr) + Son_y ani, () + (A e 2)r > B(a)

d(y) ist nun eine spezielle Funktion aus L'(p). In (2.37) wird das Infimum
auf alle p € L'(u) erweitert. Das erweitert die Menge. Dies fiihrt dazu, dass das
Infimum kleiner oder gleich ist. Wir erhalten die Ungleichung von (2.36) nach (2.37).

Das ergibt pf’(®) > pP(®). Der Beweis der anderen Richtung ist analog zum ersten
Teil des Beweises von Theorem 2.16. Zusammen ergibt sich p*’(®) = pP(®).

Nun zum ersten Teil des Korollars. Seien dazu ¢; : Ri — R, 7 € I stetige
Funktionen, die hochstens linear wachsen und & : Rz — R oberhalbstetig und
linear von oben beschrénkt.
Wir wenden Lemma 2.20 auf die Funktion f(z) = |z| an und erhalten somit eine
konvexe Funktion f in L'(y), die ‘f‘;—z')l — oo, fiir x — oo erfiillt. D.h. f ist
superlinear wachsend. Da die Funktionen ¢;, ¢ € I hochstens linear wachsen und
® linear von oben beschriinkt ist, erfiillt f die Bedingungen (2.32). Wir konnen
somit die schon bewiesene allgemeinere Fassung des Korollar anwenden und erhalten
pr(®) = p”(®).

O

In Abschnitt 4 werden wir mithilfe des optimalen Transports den Fall untersuchen,
dass der Markt nicht nur Informationen {iber den Endzeitpunkt bereitstellt, sondern
iiber alle Zeitpunkte. Genauer gesagt, alle Randverteilungen S; ~ p;, t = 1,...,T

sind bekannt.
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3 optimaler Transport

In diesem Abschnitt werden wir eine Einfiithrung in den optimalen Massentransport
geben. Ziel dieses Kapitels ist das Dualitdtstheorem nach Kantorovich, welches
wir im néchsten Kapitel verwenden, um das zuvor angesprochene Superreplikation
Resultat zu beweisen. Als Hauptquelle dient dabei [Vil09]. Wir werden auf gleicher
Weise das Dualitédtstheorem herleiten. Aufilerdem werden wir [AG13] als Quelle

benutzen.

3.1 Kopplungen

Definition 3.1 (Kopplung). Seien (X, u) und  (Y,v)  zwei
Wahrscheinlichkeitsraume. p mit v zu koppeln bedeutet zwei Zufallsvariablen

X und Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,P) zu konstruieren, so dass
X ~pundY ~v. Das Paar (X,Y) heifst dann Kopplung von (u,v).

Die Verteilung von (X,Y’) bezeichen wir als Kopplungsmaf$l von (u, v).

Sind p und v die einzigen Verteilungen in einem Problem, kann 0.B.d.A Q =X x Y
gewahlt werden. D.h. um p mit v zu koppeln, muss ein Mafl 7 auf X x ) gefunden
werden, so dass p bzw. v die Randverteilungen von 7 auf X bzw. ) sind.

Das kann durch folgende Aussagen dquivalent ausgedriickt werden:

(i) (projx)pm =, (projy)ym =v,
wobei projy bzw. projy fiir die Projektionsabbildungen (z,y) +— x bzw.
(x,y) — y steht,

(i) fur alle messbaren Mengen A C X, B C Y gilt
m[A x Y] = u[A], 7[X x B] = v[B],

(iii) fiir alle integrierbaren (bzw. nichtnegativen, messbaren) Funktionen ¢, 1 auf
X, Y gilt

/xxy((p(m)er(y))dﬂ(x,y):/

X

p@)du(e) + [ v0)dvly).

Definition 3.2 (Transportplan). Die Menge I1(p,v) aller Kopplungsmafle von
p und v bezeichnen wir als Menge aller Transportpline. Das m in 1I(u,v) liegt ist

dabei dquivalent dazu, dass 7 (1), (ii) oder (iii) erfillt.

Es gibt zwei Extremfille einer Kopplung. Einerseits die triviale Kopplung, d.h. X
und Y sind unabhéngig. Dann wird 7 = p ® v gesetzt. Da die triviale Kopplung
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immer existiert folgt daraus, dass II(j, ) nichtleer ist.
Andererseits gibt es den Fall, dass alle Informationen iiber den Wert von Y in dem
Wert von X enthalten sind, d.h. Y ist eine Funktion von X. Das fiihrt zur Definition

der deterministischen Kopplung.

Definition 3.3 (Deterministische Kopplung). FEine Kopplung nach Definition
3.1 heifit deterministisch, wenn eine messbare Funktion T : X — Y existiert, so
dass Y =T(X).

Auch hier wollen wir einige dquivalente Formulierungen angeben:

(i) (X,Y) ist eine Kopplung von p und v, deren Verteilung 7 auf dem Graph

einer messbaren Funktion T : X — ) konzentriert ist,
(ii) X hat die Verteilung p und es gilt Y = T'(X), wobei Tuu = v,

(iii) X hat die Verteilung p und es gilt Y = T'(X), wobei T' eine Verdnderung
der Variablen von p nach v ist: Fiir alle v-integrierbaren (bzw. nichtnegativen

messbaren) Funktionen ¢ ist

/cp(y) dV(y)Z/ p(T(X)) du(z).
Yy

X

Tyup € P(Y) wird als Pushforward von p durch T' bezeichnet und ist definiert durch

Tyup(E) = p(TY(E)), VEC Y.

3.2 optimale Transporttheorie

Mithilfe der Definitionen der Kopplung, koénnen wir die optimalen
Transportprobleme von Monge bzw. Kantorovich einfiihren.

Wir betrachten dazu zwei polnische, d.h. vollstdindige, separable, metrische,
Wahrscheinlichkeitsrdume (X, ) und  (),r) und eine Kostenfunktion
c: X x)Y — RU{+oo}, welche die Kosten angibt, die anfallen, wenn Masse von
x nach y transportiert werden. Das Problem besteht darin, die Gesamtkosten iiber
alle Transportabbildungen 7" zu minimieren. 7" muss dabei die Eigenschaft Ty = v
fir p € P(X) und v € P(Y) erfiillen. Betrachtet werden also deterministische
Kopplungen.

Problem 3.4 (Monges optimales Transportproblem). Seien i € P(X) und
v € P(Y). Minimiere

T — /Xc(:t,T(x))du(x)
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Gber alle Transportabbildungen T von p nach v, d.h. alle Abbildungen T mit Typ =

V.

Abbildung 2: Monges optimales Transportproblem mit Abbau und Aufschiittung

Fiir das Monge Problem gibt es nicht immer eine Losung. Ein moglicher Grund
dafiir ist, dass kein geeignetes T' existiert. Das wére z.B. der Fall, falls p das
Dirac-Maf ist, v aber nicht.

Das folgende Kantorovich Problem hat diese Schwierigkeit nicht.
Das Problem besteht darin, die Gesamtkosten iiber alle Transportpline 7 € I1(u, v)
von p € P(X) nach v € P(Y) zu minimieren.

Problem 3.5 (Kantorovichs optimales Transportproblem). Minimiere

s c(x,y) dr(z,y)
XxY

tiiber alle Transportpline m € I1(p, v).

Das Kantorovich Problem hat unter relativ milden Einschrankungen immer eine

Losung, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.6. Seien (X, u) und (Y,v) zwei polnische Wahrscheinlichkeitsrdume und
seien a : X - RU{—o0} und b:Y — RU{—o0} zwei oberhalbstetige Funktionen,
so dass a € L'(p) und b € L'(v). Auferdem sei ¢ : X x Y — R U {oo} eine
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unterhalbstetige Kostenfunktion, so dass c(x,y) > a(x)+b(y) fir allex € X, y € Y.
Dann existiert ein Kopplungsmafs m© wvon (u,v), welches die totalen Kosten

Jrewy (@, y) dr(a,y) dber alle Transportpline aus TI(u, v) minimiert.

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir noch zwei Lemmata, die zeigen, dass das

Kostenfunktional unterhalbstetig ist und die Menge der Transportplane straff ist.

Lemma 3.7. Seien X und Y zwei polnische Wahrscheinlichkeitsrdume und

c: X xY — RU{co} eine unterhalbstetige Kostenfunktion. Sei h : X x Y —
R U {0} eine oberhalbstetige Funktion, so dass ¢ > h. Auflerdem sei (7 )ken €ine
Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf X XY, die schwach gegen einm € P(X X))
konvergieren, so dass h € L'(my), h € L'(m) und

/X yh(x,y) dri(z,y) — h(z,y) dn(z, y).

k—oo XXy

Dann gilt

k—o0

/ c(z,y)dr(z,y) < lim inf/ c(x,y) dmg(z,y).
xxYy XY

Ist ¢ nichtnegativ, dann ist 1 — [ cdn unterhalbstetig auf P(X x V), ausgestattet

mat der Topologie der schwachen Konvergenz.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A annehmen, dass ¢ > 0 ist. Ansonsten kénnten wir ¢
durch ¢ — h ersetzen und erhalten eine nichtnegative, unterhalbstetige Funktion.

¢ kann dann umgeschrieben als Grenzwert einer punktweise konvergierenden,
monoton wachsenden Folge (¢;);en, wobei die Folgeglieder stetige reelle Funktionen
sind. Daher gilt

/ c(x,y)dr(z,y) = lim a(x,y)dr(z,y) = lim lim a(x,y) dmg(x,y).
XY l—00 XxY l—00 k—o0 XY
(3.1)

Die erste Gleichheit gilt mit dem Satz der monotonen Konvergenz und die zweite
Gleichheit mit der schwachen Konvergenz nach Voraussetzung.
AuBerdem gilt nach Voraussetzung fiir jedes [, dass ¢ < ¢ und damit

fXxy clz,y) dmg(x,y) < fXxy c(x,y) dmg(z,y). Somit gilt fiir jedes [, dass

liminf/ alz,y) dmg(z,y) < liminf/ c(x,y) dm(z,y).
XX XxY

k—oo k—o0
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Die die Folgeglieder ¢; stetig sind gilt

lim ¢z, y) dmg(x,y) = liminf a(z,y) dmg(z,y) < lim inf/ c(x,y) dmg(z,y).
k=00 [ xxy k—oo Jxxy koo Jaxy

(3.2)

(3.1) und (3.2) ergeben zusammen

l—oo k—oo k—oo

/ c(z,y)dn(z,y) < lim lim inf/ c(x,y) dm(z,y) = lim inf/ c(x,y) dm(z,y).
XXy X xY XXy

]

Lemma 3.8. Seien X und Y zwei polnische Wahrscheinlichkeitsrdume. Seien
P C P(X) und Q@ C P(Y) straffe Mengen. Dann ist die Menge 1I(P,Q) aller
Transportpline, deren Randverteilungen in P bzw. Q) liegen, selbst auch straff in

PX xY).

Beweis. Seien € P, v € Q und 7 € II(p,v). Nach Voraussetzung existiert fiir
jedes € > 0 eine kompakte Menge K. C X, unabhéngig von der Wahl von x, so dass
u(X\ K) < 5, und analog eine kompakte Menge L. C YV,s0 dass v(YV \ L) < 5.
Da die Aussagen unabhéngig von der Wahl der Mafles aus P bzw. ) sind, kénnen
sie umgeschrieben werden zu
PIX ¢ K] < g bzw. P[Y ¢ L] < %

Damit gilt

P(X,)Y)¢ K.x L|]<PX¢&KJ]+PY ¢&L]<e. (3.3)

Da sowohl K, als auch L. kompakt sind, ist auch K. x L. kompakt und aufgrund
der Unabhéngigkeit der Wahl der Kopplung folgt mit (3.3), dass

T[(X,Y) ¢ K. x L] <e.

Somit ist II(p, v) straff.

Beweis Satz 3.6. Zuerst zeigen wir, dass II(u, v) kompakt ist.

Wir betrachten die Mengen {u} € P(X) und {v} C P(Y). Da X ein polnischer
Wabhrscheinlichkeitsraum ist, ist {u} straff in P(X) und analog ist {v} straff in
P(Y). Mit Lemma 3.8 ist II(p,v) straff in P(X x V) und mit dem Theorem von
Prokhorov, Lemma 2.14, ist II(u, v) relativ kompakt.
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Bleibt noch die Abgeschlossenheit zu zeigen. Sei 7y, eine Folge aus II(u, v). Da Il(u, v)
relativ kompkakt ist existiert eine Teilfolge 7y, € II(i,v), die schwach gegen ein 7

konvergiert, d.h.

fla,y) dmy, (z,9) "7 [ fle,y)dn(z,y), V€ X xY.  (34)
XxY AXY
Wir miissen zeigen, dass 7 € II(u, ) und wihlen dazu nun f(x,y) = f(x). f hingt

nur von z ab. (3.4) vereinfacht sich zu

/X (@) dLawx(mp, ) (2) "5 /X F@)dLawy(r)(z), ¥f € X, (35)

wobel wir mit Lawx (7w, ) die Randverteilung von my,, beziiglich X bezeichnen
und mit Lawy(w) diejenige von m. Da die Folgenglieder m, —in II(u, ) sind, ist
Lawy(mg,,) = p. Das heifit, dass die Folgenglieder in (3.5) gleich sind und somit
auch identisch zu dem Grenzwert. Es folgt, dass auch Lawx(7m) = p ist. Das heifit,
dass 7 die Randverteilung p beziiglich X hat.

Analog wird gezeigt, dass 7 die Randverteilung v beziiglich ) hat.

Damit ist w € II(p, v) und II(u, v) ist abgeschlossen.

Nun zur Optimalitidt. Sei (mp)gen eine Folge aus II(p,v), so dass
| Xy c(x,y) dmg(z,y) schwach gegen das Infimum der Transportkosten konvergiert.
Da II(u, v) kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge gegen ein w € II(u, v).

Sei auferdem h : (x,y) — a(z) + b(y). Nach Voraussetzung ist a € L'(u)
und b € L'(v), damit liegt h in L'(m;) und in L'(7). AuBerdem ist nach
Voraussetzung ¢ > h und es gilt fXxy h(z,y)drg(z,y) = fXxy hz,y)dr(z,y) =
[y a(z) du(z) + fy b(y) dv(y). Damit ist Lemma 3.7 anwendbar, welches

k—o00

/ c(z,y)dr(z,y) < lim inf/ c(x,y) dm(z,y)
X%y XY

ergibt. Da (7 )ren gegen das Infimum konvergiert, ist m gesuchte Minimierer.
O

Satz 3.9 (Vererbung der Optimalitit bzgl. Restriktion). Seien (X, pu)
und (Y,v) zwei polnische Wahrscheinlichkeitsriume und a € L'(u),b € L'(v).
Auflerdem sei ¢ : X x Y — RU{oo} eine messbare Kostenfunktion mit c(x,y) >
a(x)+b(y), fir alle x und y. Seien C(u,v) die optimalen Gesamtkosten von p nach
v mit C(u,v) < oo und m € Il(p,v) ein optimaler Transportplan.

Sei 7 ein nichtnegatives Maf$ auf X x Y, so dass 7 < 7 und 7[X x Y] > 0. Dann
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st das Wahrscheinlichkeitsmafs

, T
=
7T[X x Y]
ein optimaler Transportplan mit Randverteilungen i’ und v'.
Ist auflerdem m der eindeutige optimale Transportplan zwischen p und v, dann ist

auch 7' der eindeutige optimale Transportplan zwischen u' und /.

Beweis. Wir beweisen den Satz indirekt. Angenommen 7’ sei nicht optimal.
Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl 7”7 mit gleichen Randverteilungen, aber

geringeren Gesamtkosten. D.h.

Lawy(7") = Lawx(7') = ¢/,  Lawy(r") = Lawy(7') = und (3.6)

/ c(z,y)dr" (x,y) < / c(z,y)dr'(x,y). (3.7)
XxY

X xY

Wir betrachten
7= (m— &)+ Za", (3.8)

wobei Z := #[X x Y] > 0 ist. 7 ist wegen 7 < 7 ein nichtnegatives MaB und kann

mit der Voraussetzung # = n'#[X x V] = 7'Z umgeschrieben werden zu
fFo=(r—(Z)+ Zn" =7+ Z(x" — 7).

Mit (3.6) folgt

Lawyx(7) = Lawy (1) +Z (Lawxy (") — Lawx (7)) = p und  Lawy(7) = Lawy(r) = v.
S —_— N ~
:lj/ =

Und mit (3.7) folgt

/Xxy c(x,y)dr(z,y) = /Xxy clx,y)dr(x,y) + Z /XXy clz,y) dr" (z,y) _/ c(z,y) dr'(z,

XxY

N

)

J/

-

<0

< /Xxy c(z,y)dr(x,y).

Die Gesamtkosten unter 7 sind also niedriger als die Gesamtkosten von 7, was im
Widerspruch dazu steht, dass die Gesamtkosten unter 7= optimal sind.

Daraus folgt, dass (3.7) nicht erfiillt werden kann. Somit ist 7’ optimal.
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Nun zur zweiten Behauptung.

Sei 7 der eindeutige optimale Transportplan zwischen p und v. Sei auflerdem 7"
ein beliebiger optimaler Transportplan zwischen y’ und /. Wir definieren wieder 7
wie in (3.8). Mit der Darstellung # = 7 + Z (7" — 7') sieht man, dass 7 dieselben

Gesamtkosten liefert wie 7, da

/;chC(w’y) dr(z,y) :/ c(x,y) dr(z,y) + Z /Xxyc(x,y) dﬂ/'(m,y)—/ oz, y) dr'(z,y)

AxY XxY

J

-~

=0

_ /X o) dnag),

Dabei ist die Klammer gleich 0, da sowohl 7’ als auch 7" optimal sind, und dadurch
die gleichen Gesamtkosten liefern.

Da aber 7 eindeutig ist, folgt 7 = # und mit (3.8) somit auch # = Zz”. Das
wiederum ergibt mit 7 = Zz’, dass 7' = «”. Somit ist 7/ auch eindeutig.

]

Im Folgenden mochten wir den Begriff der c-zyklischen Monotonie einfiihren.

Um den Sinn und die Notwendigkeit der c-zyklischen Monotonie zu verstehen werden
wir diesen Begriff zuerst informell einfiihren.

Angenommen es gibt N Produktionsstiatten z;, ¢ = 1,..., N und Verkaufsstellen
y;, 7 = 1,...,N. Es gibt einen Transportplan, der beschreibt wie viel Einheiten an
Giitern von z; nach y; gehen.

Mochte man nun die entstandenen Kosten reduzieren, kann man versuchen Teile der
Giiter, die von x; nach y; gehen, umzuleiten zu einem y,, welches nidher an x; liegt.
Der Gewinn oder auch Verlust betrégt dabei ¢(z1,y2) —c(z1, y1). Nun sind in y, aber
zu viele Einheiten an Giitern, so dass Teile der Giiter von zo umgeleitet werden zu
einem y3, mit Gewinn oder Verlust ¢(z3, y3) — ¢(2, y2). Dieser Prozess setzt sich fort
bis Teile der Giiter von xy zu y; umgeleitet werden. Dort kann er gestoppt werden,

da ein neuer zulédssiger Transportplan erreicht wurde.

Dieser Transportplan ist strikt besser, wenn er strikt geringere Gesamtkosten liefert,
d.h.

c(w1,y2) + c(x2,y3) + ... + c(ry_1,yn) + (N, Y1)
<c(z1, 1) + c(x2,y2) + ... + c(@n_1,yn—1) + (N, YN).
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Abbildung 3: Beispiel einer zyklischen Verbesserung mit N=5
Kann man also solche Zyklen finden, dann kann der Transportplan verbessert

werden, er ist nicht optimal. Existieren hingegen keine solche Zyklen, dann kann er

zumindest nicht mit dieser Methode verbessert werden.

Diese Herleitung motviert die folgende Motivation.
Definition 3.10 (c-zyklisch monoton). Seien X,) beliebige Mengen und c

X XY = (—o0,+00| eine Funktion. Eine Teilmenge I' C X x Y heifit c-zyklisch

monoton, wenn fir alle N € N und jede Familie (z1,y1), ..., (xn,yn) von Punkten
(3.9)

aus I' die Ungleichheit

=1

Z (@i, y;) < Z (i, Yiv1)

=1
gilt, wobet yn11 = Y1 gesetzt wird.
FEin Transportplan heifit c-zyklisch monoton, falls er auf einer c-zyklisch monotonen

Menge konzentriert ist.

Wie wir in Satz 3.15 sehen werden ist ein Transportplan optimal, genau dann wenn
er auf einer c-zyklisch monotonen Menge konzentriert ist.

Die folgenden Definitionen sind wichtig um einen Satz, der &quivalente

Optimalitéatskriterien zu Verfiigung stellt, und das Dualitdatstheorem aufzustellen.

Definition 3.11 (c-Transformation). Seien X, beliebige Mengen und ¢ : X X
Y — (—o0,+00] eine Funktion. Sei auflerdem 1) : X — R U {xoo} eine beliebige
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Funktion. Ihre cy-Transformation ¥+ : Y — R U {—oo} ist definiert durch

Y (y) = inf (c(x,y) — ¥(z)).

TEX

Die c_-Transformation von 1 ist die Funktion ¥ : Y — R U {+oc}, die definiert

1st durch

Y = sup (—c(z,y) —¥(x)).

zeX

Analog sind die c-Transformation bzw. c_-Transformation einer Funktion ¢ auf Y
definiert.

Definition 3.12 (c-konvex und c-konkav). Seien X,) beliebige Mengen und
c: X xY — (—o0,+00| eine Funktion. Fine Funktion ¢ : X — R U {+o0} heifit
c-konvez, falls sie nicht identisch +00 ist und ein ¢ : Y — R U {£oo} existiert, so
dass 1 = ¢~ .

FEine Funktion ¢ : Y — R U {—o00} heifit c-konkav, falls sie nicht identisch —oo ist
und ein 1 : X — R U {+oo} existiert, so dass ¢ = .

Definition 3.13 (c-Superdifferential und c-Subdifferential). Sei ¢ : X —
R U {oo} eine c-konvexe Funktion. Das c-Subdifferential 0°=1) ist definiert durch

O = {(z,y) € X x YV : 9 (y) — ¥(x) = c(v,y)} -
Das c-Subdifferential von ¢ im Punkt x ist
O Y(x)={y € V: (x,y) €07V},
oder dquivalent dazu
U(x) +e(z,y) <P(z) +c(z,y); V2 e X (3.10)

Das c-Superdifferential einer c-konkaven Funktion ¢(y) : ¥ — RU{—o0} ist definiert
durch

O%¢ ={(z,y) € X x V: 9(y) — ¢ (2) = —c(z,y)}.

Das c-Superdifferential von ¢ in y ist

Io(y) ={xr € X : (v,y) € 9 ¢}.
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Die folgende Proposition liefert eine andere Charakterisierung der c-Konvexitét.

Proposition 3.14. Eine Funktion ¢ : X — R U {400} ist genau dann c-konver,
wenn Y = .

Analog ist eine Funktion ¢ : Y — RU{—00} genau dann c-konkav, wenn ¢+ = ¢.

Beweis. Wir werden die Behauptung beweisen, in dem wir zuerst zeigen, dass fiir
eine beliebige Funktion ¢ : Y — R U {—oc} die Gleichung ¢~ = ¢ gilt.

¢ = (¢ ) (x) = sup ( —c(x,y) — ¢ (?/))

yey

— sup ( — c(z,y) —sup (— c(Z,y) — ¢ (973))>

yey Tex

= sup inf < —c(x,y) +c(Z,y) + ¢C—(:i'))

yeyiEX
=sup inf | —c(z,y) + c(x,y) +sup ( — c(Z,y) — o(y
sup int (= c(e,y) + €(@v) +sup (= (3, ) = 0(0)) )

= sup inf sup (— c(z,y) + o(@ ) + —c(7,7) - 6(7))
yey TeX geY

Wihlen wir nun einerseits & = x, dann ist

o= (@) < supsup (= elw,y) + cl,y) + —e(2,9) — 6(7))
yey gey

= supsup (= c(z,7) = 6(§) ) = sup (= e(.5) = 6(7) ) = ¢ (2.

yey gey yey

Wiéhlen wir andererseits y = y, dann ist

o= (@) = sup inf (= clw,y) + cli,y) + —e(F,y) — 6(v))

yey TEX
= sup inf ( —c(z,y) — cb(y)) = sup < —c(z,y) — cb(y)) = ¢ ().

Zusammen ist ¢~ = ¢°-.

Nun zur Behauptung. Ist ¢ c-konvex, dann existiert ein ¢, so dass ¥ = ¢“. Damit

erhalten wir
wC707 — (¢6767)07 — ¢0707C7 — ¢C, — /IZ}.
Gilt andererseits °-“ = 1. Dann gilt mit ¢ := -

¢07 — @DCfo — ,gb‘
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Da somit zu ¢ ein ¢ existiert mit ¢°- = 1), ist ¢ nach Definition c-konvex.

Der Beweis zur Konkavitét erfolgt analog.
O

Nun werden wir noch einen Satz angeben, der Aquivalenzen zur Optimalitét fiir das

Primalproblem bereit stellt.

Satz 3.15. Seien (X, u) und (Y,v) polnische Wahrscheinlichkeitsraume und sei
c: X x)Y — R eine stetige Kostenfunktion, so dass

c(r,y) < a(x) +b(y), V(r,y) € X x YV,

fiir zwei Funktionen a € L'(u),b € L'(v). Auperdem seien die optimalen Kosten
C(u,v) = infrenquw) [ cdm endlich. Dann sind fir alle © € II(u,v) folgende

Aussagen dquivalent:
(a) m ist optimal,
(b) 7 ist c-zyklisch monoton,
(c) es existiert ein c-konvezes ¥, so dass supp(mw) C 0.

Der Trager oder auch Support supp(m) eines Mafles 7 beschreibt die kleinste

abgeschlossene Menge, auf der 7 konzentriert ist.

Dieser Beweis und der Beweis des Dualitdtstheorem 3.16 haben einige
Uberschneidungen. Da das Dualitéitstheorem in dieser Arbeit wichtiger ist, werden

wir es zuerst ausfithren und den Beweis von Satz 3.15 danach behandeln.

Duales Problem Nun fithren wir das duale Problem ein. Im primalen Problem
werden die Kosten betrachtet. Im dualen Problem hingegen wird der Fokus auf den
Preis gesetzt.

Informell gesagt: Wiirde man eine Firma beauftragen, die die Lieferung iibernimmt.
Dann wiirde diese fiir ¢(x) Giiter am Produktionsstandort = kaufen und fiir ¢(y) an
der Verkaufsstelle y verkaufen. Unser Preis ist dann ¢(y) — ¢ (z), anstatt den Kosten
c(x,y), fir jede Einheit.

Damit es sich lohnt eine externe Firma zu beauftragen, miissen diese Preise geringer

als die Kosten sein, d.h.

¢(y) - ¢(x) < C(xvy)’ V(iE, y)' (3'11)
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Aus Sicht der externen Firma ist das Problem jetzt ihren Gewinn zu maximieren.

Das fithrt zum dualen Problem:

sup{/¢ ) dv(y /w ) dpu(z) - oly) — w(w)éc(aay)}-

Mathematisch gesehen miissen (v, ¢) integrierbar sein.
Mit der Ungleichung (3.11) ist klar, dass

inf .
¢gg{/¢ ) dv(y b/w ) dp(x }_ﬂghm{éwf@wwﬂ%w}

Jetzt kommen wir zu einem Hauptresultat in der Arbeit, dem Dualitédtstheorem

nach Kantorovich .

Theorem 3.16 (Kantorovich Dualitédtstheorem). Seien (X,pu) und (Y, v)
polnische Wahrscheinlichkeitsriume und sei ¢ : X x Y — R U {+oo} eine

unterhalbstetige Kostenfunktion, so dass

c(z,y) < a(x) +b(y), V(z,y) € X x Y,

fiir zwei reellwertige, oberhalbstetige Funktionen a € L'(u),b € L'(v). Dann besteht
Dualitdt:

wt [ clwdntey) = sup ([ ewart - [ vioraut)
mell(py) Jaxy (1,0)ECH (X)X Cp(V);¢—1h<c \JY X

. w < / sy - [ v dulo))

(,p) €L (n)x L (v
- 2, ([ ws= [ ermo)

" enin (/ Py) dly / ¢C+<x>du<x>).

Auflerdem wird das Infimum als Minimum angenommen.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 0.B.d.A. ¢ > 0 angenommen werden kann.

Wir definieren
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Diese Anpassungen verdndern die Voraussetzung mnicht. Ist ¢ reell und

unterhalbstetig, dann auch ¢. Sind ¢ € L'(u), ¢ € L*(v), dann sind auch ¢ €
LMp), ¢ € L}(v).
Sei I' € X x Y c-zyklisch monoton. Dann gilt

N N
1=

b(y:)

N
v N
Z yz—i—l Z $z>yz+1

=1 =1

Dabei gilt SN b(yi) = SN, b(yi1) mit der Konvention yy.1 = ;. Daher ist T
auch c¢-zyklisch monoton.

Existiert Dualitat bezﬁglich ¢, d.h. es existieren 7 1/1 ¢, so dass

Loy (@, y) dr(z,y) fT — [ ( r) gilt, dann gilt auch

/Xxy &(x,y) dn(x,y) = /Xxyc(x,y) dr(z,y) — A

/ o(y) du(y / () du(a / By) duly) — /X $(w) dpa).

D.h. es existiert auch Dualitét beziiglich ¢.

Daher nehmen wir 0.B.d.A. an, dass ¢ > 0 ist.

Den Beweis teilen wir in fiunf Schritte auf.

Schritt 1:  Sind p= 377" 0u,, v = 5 301 0y, und die Kosten c(x;,y;) endlich.

Dann existiert mindestens ein c-zyklisch monotoner Transportplan.

In diesem Spezialfall, in dem die Randverteilungen durch Dirac-Mafle von n Punkten
dargestellt sind, kann sich der Transportplan von p nach v als eine stochastische
n x n-Matrix, mit Eintriagen a, ; € [0, 1], darstellen lassen. Dabei entspricht a; ; dem
Anteil der Masse %, der von x; nach y; transportiert wird.

Das Kantorovich Problem wird zu

mf E a;;c(wi, y5),

az]
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wobei das Infimum {iber alle Matrizen (a; ;) genommen wird, die
D=L Y a=1
i J

erfiillen. Dabei minimieren wir eine lineare Funktion auf der kompakten
Menge [0,1]"*". Es existiert also ein Minimierer. 7, der dazugehorige optimale

Transportplan entspricht dann
1
m=_ > i j0(a,,)-
i7j

S = supp(m) ist dann die Menge aller (z;,y;), so dass a;; > 0.
Angenommen S sei nicht c-zyklisch monoton. Dann existieren (z;,, ¥j,)s --s (Tiy» Yin )

in 9, so dass

C<xilvyj2> + C(xi27yj3) + .t c('riNuyJi) < C(xiluyjl) + C(ximyjz) + .t C(xiN,yjN),
(3.12)

mit der Konvention y;,., = y;,.

Sei @ := min(a;, j, -, @i, j,). Wir definieren einen neuen Transportplan 7 durch

N
Z ( (xll7yjl+1 - 6(&2”7:{/][)) ’

Die Randverteilungen i, 7 sind gegeben durch

3|®

n N n
b0 (b =d) | =2 b=
i=1 =1 ~Y——— "

=0

=
I

n

— Z(SyijaZ(y]m— le) —%Zéyj—y
j=1

J/

=0
i (5%1 - 5%) — 0 gilt dabei, da
N N—-1 N
Z 5yjl+1 - 5yﬂz+1 +0 yJN+1 Z 67411 + 5%1 Z 5%'1'
=1 =1 =1
6y]1

7 hat somit die korrekten Randverteilungen.



3 OPTIMALER TRANSPORT 47

Auflerdem gilt mit (3.12)

E:aw c\Ti, Yj +a§: (it Yi ) x@z,yﬂ E:am (i, yj)-

-~

<0

Das heifit, dass Kosten mit 7 strikt kleiner sind, also die Kosten mit 7. Das ist ein
Widerspruch, da 7 der optimale Transportplan ist. Daraus folgt, dass S c-zyklisch

monoton ist.
Schritt 2: st ¢ stetig, dann existiert ein c-zyklisch monotoner Transportplan.

Wir betrachten Folgen von unabhéngigen Zufallsvariablen z;, € X, y; € Y
mit Verteilungen p bzw. v. Mit dem Gesetz der grofien Zahlen!”

Wahrscheinlichkeit 1, dass

:%Zd’“ — [, Uy ::%25% — v,
i=1 J=1

gilt mit

fir n — oo im Sinne der schwachen Konvergenz. Aus der Kompaktheit der
Folgenglieder aus {1, }nen, {Vn }nen folgt mit Lemma 2.14 (Theorem von Prokhorov),
dass sie straff sind.

Sei 7, fiir jedes n ein c-zyklisch monotoner Transportplan zwischen pu,, und v,,. Die
Existenz wird durch Schritt 1 sicher gestellt. Mit Lemma 3.8 folgt, dass {7 },en straff
ist. Mit Lemma 2.14 folgt wiederum, dass es auch kompakt ist, d.h. es existiert eine

Teilfolge, die schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl 7 konvergiert,

/ h(z,y) dr,(z,y) — h(z,y)dr(x,y), (3.13)
XY XxY

fiir alle beschrankten stetigen Funktionen A auf X x ).
Wihlen wir nun h(z,y) = f(x), dann folgt

f@)dma(a.) = | Fa)dnle) = | 1o duta).

XXV X X

Mit (3.13) gilt dann [, o, f(z)dn(2,y) = [, f(z)du(z). Somit hat « die
Randverteilung p beziiglich X'. Wahlt man analog h(x, y) = ¢(y), dann folgt, dass
7 die Randverteilung v beziiglich ) hat. Somit ist 7 ein zuldssiger Transportplan

zwischen p und v.

17ygl. [Hen13, Theorem 26.1]
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Nun zur c-zyklischen Monotonie.

Fiir jedes n impliziert die c-zyklische Monotonie von 7, dass fiir alle N und 7V =
T, ®...0m, fast alle (z1,41), ..., (zx, yn) die Ungleichung (3.9) erfiillt ist. D.h. 78 ist
konzentriert auf einer Menge C(N) aller N-Tupel ((x1,y1), ..., (xn,yn)) € (X x D)V,
die (3.9) erfiillen. Da ¢ stetig ist, ist C'(IV) abgeschlossen. Daraus folgt, dass die
Grenze m®V der schwach konvergenten Folge {7®"},cy auch auf C(N) konzentriert
ist. Es folgt

(supp(m))N = supp(7®") C C(N).

Da diese Gleichung fiir alle N gilt, ist supp(7) c-zyklisch monoton und damit auch

.

Schritt 3: Ist ¢ stetig reellwertig und m c-zyklisch monoton, dann existiert ein

c-konvexes 1, so dass 0~ den Support von w enthdlt.

Wir mochten v so konstruieren, dass es c-konvex ist und supp(7) C 9°-. Bezeichne
wie zuvor [' den Support von 7.
Nach (3.10) ist y € 0°-¢(z) dquivalent zu

() < —clz,y) +c(z,y) +¥(2), Vz € X. (3.14)
Wihlen wir nun ein festes (z,y) € I'. Dann gilt fir (z;,y;) € [, i=1,....m

Y(x) < —c(x,y1) + c(z1,y1) + ¥(21)

< (=clz,y1) + (@1, 1)) + (—c(@1, y2) + c(x2, Y2) + P(72)
<.
< (=clz,yn) + (@, 1)) + (—c(@1,y2) + c(@2, ¥2) + - + (—c(@m, §) + (T, 7)) + (Z).

Es ist daher niitzlich ¢ als Supremum iiber alle (x1,41), ..., (Zm, ym) € I’ und alle
m € N zu definieren. Auflerdem koénnen wir die Konstante 1(Z) verwerfen, so dass

1 wie folgt aussieht

Y(r) = ilépN sup { (—c(@,y1) + c(x1,91)) + (—c(x1, y2) + (22, Y2)

bt (=@ )+ (T, 9)) 3 (@1, 41)s oo (T Yom) € r}.



3 OPTIMALER TRANSPORT 49

Wihlen wir m = 1 und (z1,¥1) = (%, %), dann folgt

¢(‘f) > C(‘thj) - C(*f?g) + C<j7y1) - C('I?y) = 0.

Andererseits gilt mit c-zyklischen Monotonie, dass 1(Z) < 0. Zusammen ist somit

Y(z) = 0.

Nun koénnen wir y; durch y umbenennen und erhalten

() = sup sup sup { (—e(e ) + c(or,y)) + (el ) + (w2 p2)

bt (=@ )+ F5)) 2 (21, 9); o (T Yn) € r}.

Definieren wir nun eine Funktion ¢, so dass

—¢ = sup sup {C(iﬂhy) + (—c(z1, y2) + c(z2,Y2)
meN

+ oo+ (—c(x, 7)) + (7, 9)) ; (21, Y),s ooy (Tiny Ym) € F},

dann gilt

() = sup (—c(z,y) — ¢(y))

Y

1 ist somit eine c-konvexe Funktion.
Nun zu I' C 9°-4). Sei (z,7) € I'. Wahlen wir (zq,y1) = (Z,7), dann erhalten wir

0(w) > sup sup { (~c(r,9) + e(F, 7)) + (~cl,p2) + (2, 2)

bt (=T §) - CF5)) 5 (F ), ooy (T Y) € r}
> (—c(z,9) + c(Z,7)) + sup sup { (—c(Z, y2) + (22, yo)

meN

bt (@, §) + CF, ) (T2, 2)s eons (T Ym) € r}.

Dabei entspricht der letzte Summand ().

Daraus ergibt sich

(x) = —c(z,g) + (2, §) + ¢ (2),

bzw. (%) < —c(Z,9)+c(x, y)+1(x). Das entspricht nach (3.14), dass (Z,7) € 9° 1.
Daraus folgt I' C 9°.
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Schritt 4: st ¢ stetig und beschrdnkt, dann existiert Dualitdt.

lle||] := supc(z,y). Nach Schritt 2 existiert ein c-zyklisch monotoner
Transportplan 7 und nach Schritt 3 existiert ein c-konvexes 1), welches wir explizit
konstruiert haben, so dass supp(w) C 0° .
Sei ¢ = Y.
Aus Schritt 3 ist bekannt, dass ¢ = sup ¥,,, wobei 1, ein Supremum von stetigen
Funktionen ist und daher selbst unterhalbstetig. Deswegen ist 1 auch messbar.
Dasselbe gilt auch fiir ¢. Wir miissen noch zeigen, ¢ und ¢ beschrinkt sind, dann
haben wir die Integrierbarkeit.
Sei (z9,Yyo) € 01, so dass ¥(xg) > —oo und damit ¢(yy) < oo, dann gilt fiir alle
reX

Y(x) = ¢ (x) = sup(—c(z,y) — ¢(y)) = igf(C(x, y) + o(y)) < c(x,y0) + d(yo) < llcf| + d(vo),

)

¢(y) = ¥ (y) = inf(c(z,y) — (x)) = sup(—c(z, y) + ¢ (2)) = —c(0, y) + ¢ (w0) = —|le]| + ¢ (wo).

T

Andererseits gilt wenn man die Grenzen einsetzt

Y(r) = irylf(C(:r, y) +o(y)) > irylf¢(y) > —|lel] + (o),
¢(y) = sup(—c(z,y) + ¢(x)) < sup P(x) < lell + d(yo)-

T

Daher sind sowohl 9 als auch ¢ von oben und unten beschréinkt und damit auch

integrierbar. Da p und v die Randverteilungen von 7 sind, ergibt sich

/ o) dv(y / () dy(a /X (6 = 0(a) drap).

AuBerdem gilt im Support von 7 die Gleichheit ¢(y) — ¥ (x) = ¢(x,y). Deshalb folgt

ot = [ vy = [ 00 - vw) drten) = [ el intay),
XxY XxY

Daher existiert Dualtitat

Schritt 5:  Ist ¢ unterhalbstetig, dann existiert Dualitdt.
Da ¢ nichtnegativ und unterhalbstetig ist, konnen wir ¢ als Grenzwert einer monoton

steigenden Folge ausdriicken:

c(z,y) = lim ex(z,y),
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wobei die ¢, k£ € N beschrankt und gleichméflig stetig sind.
Mit Schritt 4 existieren fiir jedes k 7, ¢, Yk, so dass 1, beschriankt und c-konvex
ist und ¢y, = 1, gilt. Damit gilt mit Schritt 4

/Xxy cx(,y) dmp(z,y) /m ) dv(y /@bk ) dp(z (3.15)

Auflerdem gilt ¢, < ¢ fiir alle &k € N. Daher folgt ¢ (y) — VYr(z) < cx(z,y) < c(x,y),
d.h. alle (¢, 1) sind zuléssig in dem dualen Problem mit Kosten c.

In dem Beweis von Satz 3.6 haben wir gezeigt, dass II(u, ) kompakt ist. Daher
existiert eine Teilfolge von 7y, die schwach gegen ein 7 € II(u, v) konvergiert. Der
Einfachheit halber bezeichnen wir diese Teilfolge auch mit {7 }ren. Fiir I < k haben

wir ¢; < ¢g. Damit folgt

/X , c(z,y)dr(x,y) = lim oz, y) dmp(z,y)

k—oo XY

< limsup/ ci(z,y) dmi(z, )
XxY

k—o0

=1i£rls;1p(/¢k ) dv(y /@bk ) du(z )

Dabei gilt die erste Gleichheit mit schwacher Konvergenz, die Ungleichheit wegen
¢, < ¢ und die letzte Gleichheit mit (3.15). Auflerdem gilt mit monotoner

Konvergenz

/Xxy c(x,y)dr(z,y) = lim alz,y) di(z,y).

l—o0 XxY

Das liefert zusammen

/Xxy c(x,y)dr(x,y) <hff£p (/ or(y) dv(y /Q/Jk ) dp(x ) (3.16)

Auflerdem haben wir einerseits

in (@, ) dr(z, y) < /X cley)dte.y (3.17)

m€Il(p,v) XxY

und andererseits ¢k (y) — ¥x(z) < ¢(z,y) und damit

lim sup (/ or(y) dv(y /wk ) du(x )_ inf / c(x,y)dr(z,y). (3.18)
k—oo mell(py) Jxxy
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Schlussendlich fiithren (3.16), (3.17) und (3.18) zu

inf / c(x,y)dr(z,y) < limsup (/ or(y) dv(y / Ui () dp(x )
mell(py) Jyxy k—o0

< inf c(x,y) dr(z,y)
mel(py) Jxxy

und aquivalent dazu

inf / c(x,y)dn(z,y) = limsup </ or(y) dv(y /wk ) dp(x )
well(p,v) XXV k—o0

Daher haben wir

/ dn(y) dvy / i) dp(z inf /X Xyc(x,y)dﬂ(m,y). (3.19)

k—)oo eIl (p,v)

D.h. wir haben Dualitat fiir & — oo.
O]

Beweis Satz 3.15. (a) = (b): Sei 7 ein optimaler Transportplan. Wir betrachten
(dk, Yr)ken wie in Schritt 5 des Beweises von Theorem 3.16. Die optimalen
Gesamtkosten sind nach Voraussetzung endlich, daher ist ¢ € L!(7). Mit (3.19)
ergibt sich

o1 (y) — vn(x) dn(z,y) = /y b(y) di(y) — /X bel) dpu(z)

Xx)Y

— inf / c(z,y)dr(z,y)
XxY

k—oo mwell(p,v)

und daher auch

/X elrp) = 6u(0) + @) dn(e) 0

—00

Das heifit ¢(z, y) — dx(y) +1r(x) konvergiert schwach in L' (r) fiir k — oo. Gehen wir
zu einer Teilfolge tiber konvergiert es 7-fast sicher. Damit konvergiert ¢ (y;) — ¥y (x;)
gegen c(x;,y;), m(dx;, dy;)-fast sicher, fir k — oo.

Da nach Voraussetzung ¢(z;, ¥i+1) > &k (yiv1) — ¥r(z;) gilt, folgt mit der Konvention

YN+1 = U1

=

N

ez, Yiv1) > Z (Yit1) — V() = Zﬁbk(%‘) — Pi(;).

=1 i=1 i=1

M-

Nun konnen wir auf der rechten Seite zum Grenziibergang k£ — oo gehen und
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erhalten 7®N-fast sicher

N N

> clwiyien) = Y elwi, yi)- (3.20)
i=1 =1
Daher ist 7%V konzentriert auf der Menge I'y C (X x V)V, die aus allen N-Tupeln
((x1,9y1), .-, (xn, yn)) besteht, die (3.20) erfiillen.
Sei proje((x:, yi)i<i<n) = (Tg,yx). Dann ist ' := NMi<genproje(I'n) c-zyklisch
monoton. Da 7 auf I" konzentriert ist, ist somit auch 7 c-zyklisch monoton.
(b) = (c¢): Das entspricht Schritt 3 des Beweises von Theorem 3.16.
(¢) = (a): Sei 7 € IlI(u,v) ein beliebiger Transportplan. Um zu zeigen, dass 7
optimal ist, miissen wir zeigen, dass [, ., c(z,y)dr(z,y) < [, 5 c(2,y) di(z,y).
Nach (¢) haben wir ¥(y)* — ¢¥(x) = c(z,y), fir alle (z,y) € supp(m) und
Y(y) —(x) < c(z,y), fur alle (z,y) € X x Y. Daraus folgt

/X )y = /X B~ @) dn(ey) = /y 4 () dv(y) - /X () du(x)
— [ o @i < [ clay) drtey)
XxY

Xx)Y

3.3 Verbindung zur Bewertung von Optionen

Die vorangegangen Ausfithrungen bezogen sich auf die allgemeine optimale
Transporttheorie. Um die Theorie fiir die Optionsbewertung verwenden zu koénnen,

miissen wir einige Voraussetzungen abdndern.

Anstatt zwei polnische Wahrscheinlichkeitsrdume (X', i) und (), v) zu betrachten,
benétigen wir hier den Raum R und Wahrscheinlichkeitsmafle jy, ..., ur auf R.
Die  Menge der  Transportplane — II(u,...,ur)  besteht — aus  allen
WahrscheinlichkeitsmaBen auf RT mit Randverteilungen pq, ..., pip.

Die Kostenfunktion ist eine messbare Funktion ® : R — (—o0, 00], die von unten
beschrénkt ist, derart dass u;-integrierbare Funktionen w;, ¢« = 1, ..., T existieren, so

dass
O(x) > ui(x1) B ... ®urp(er). (3.21)

Dabei ist w1 @ ... @ ur(x) := wi(@1) + ... + ur(xr). Mit gegebener Kostenfunktion ¢
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und Transportplan 7 sind die Gesamtkosten gegeben durch
/ () dre(x). (3.22)
RT

Das primale Problem besteht darin [, ®(x)dr(x) iiber alle Transportpline

7 € II(p, ..., ) zu minimieren.

Betrachten wir nun p;-integrierbare Funktionen w;, i = 1,...,T, die (3.21) erfiillen,

dann erhalten wir fiir jeden Transportplan 7

/ O(x)dr(x) > / u(xy) ® ... ® up(zy) dr(x)
RY w7 (3.23)

:/Rul(ggl)dul(xl)+...+/Ru;p(wT)dﬂT(fET)-

Das duale Problem besteht darin (3.23) {iber p-integrierbare Funktionen u;, i =
1,...,T zu maximieren, die (3.21) erfiillen.

Zum Replizieren unserer Option mochten wir ebenfalls nur Optionen nutzen.
Auflerdem werden wir lineare Funktionen verwenden, daher grenzen wir diese

Funktionen weiter ein. Es werden nur Funktionen folgender Form beriicksichtigt.
S = {u R —R:ux) :a+bx+Zci(aj—k:i)+,a,b,ci,k:i € R}‘
i=1

Damit konnen wir nun einen Satz iiber Dualtitdt angeben, welcher unsere
Anforderungen beziiglich der Optionspreisbewertung erfiillt. Es dient als Grundlage
fiir Theorem 4.1, das Superreplikation Resultat im néchsten Abschnitt, welches eine

untere Schranke fiir den Preis einer Option angibt.

Satz 3.17. Sei ® : RT — (—o00, 00| eine unterhalbstetige Funktion, die
(w1, .y xr) 2 —K - (1 + |21] + ... + |27])

erfillt fir alle (x1,...,o7) € RY, wobei K eine Konstante ist. Seien py, ..., jir

Wahrscheinlichkeitsmafe auf R mit endlichen ersten Momenten. Dann gilt
p”(®) = inf {/T O(z)dr(z) - m € I, ...,MT)}
R
T
= sup {Z/Uz(%) dpi(z;) cu @ ... ®upr < d,u; € 5} = pD(@).
i=1 /R

Angewandt auf die Optionspreisbewertung sagt der vorherige Satz Folgendes aus.
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Man betrachtet européische Optionen mit Auszahlung u; und Auszahlungsdatum
t;, die die Option & subreplizieren, d.h. & > Z;‘le u;. Der grofite Preis
ST Jg wi(@;) dpi(z;) unter allen Optionen aus S ist eine untere Grenze fiir
den Preis von ® unter allen Modellen, d.h. unter allen Transportpldnen .

Das ist allerdings nur eine Interpretation. & besteht nicht nur aus europiischen

Optionen, auch andere Optionen oder auch Linearkombinationen von Optionen
sind denkbar.

Bevor wir diesen Satz beweisen, bendtigen wir zuvor noch ein Lemma.

Lemma 3.18. Seien 7 € P(RT) und h : RT — (—o0, +00] aus C.(RT). Auflerdem
sei f: RT — R mw-integrierbar und es gelte f < h.
Dann existiert eine Funktion f: RT — R aus Cy(RT), so dass

1. f<h,

2. [or f(2)dn(z) = [pr f(x) dr(z).

Beweis. Wir betrachten die Funktion
ge(z) == h(z) — ¢, c € RL.
Damit bilden wir das Funktional

G(c) = /R go() dn(e) = /R () dn(x) —cx(RT) = /R h(e) dn(2) —c.

G/(-) ist dann ein stetiges lineares Funktional mit

G(0) = /R ) dr(x) — 0 = /R h(x)dn(a),

G(+00) = /RT h(x)dr(z) — 0o = —o0.

Da G stetig ist, nimmt es somit jeden Wert zwischen —co und [, h(z)dr(x) an.
Auflerdem gilt

—o0 < RTf(:c)dw(x)g/RT h(x) dr(x),

da f einerseits integrierbar ist, und andererseits, da f < h.

Es existiert somit ein ¢y € [0, +00)7, so dass

G(eo) = » f(z)dn(zx).
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Definieren wir nun die Funktion f(z) = g, (z).

Da h nach Voraussetzung stetig ist, ist auch g., stetig und somit auch f .

Da h auch einen kompakten Tréger hat, ist g., beschrankt und somit auch f :
Zusammen ist f € C,(R”). AuBerdem folgt

L. f('x) = gco(x) = h(l’) —C < h(l‘),

2. fir () dm(2) = for geo(2) () = Gleo) = fyr () dn().

In [Kel84, Theorem 2.6] wird
inf {/ O(z)dr(z) - m € I, ...,uT)} =
RT
T
sup {Z / wi(;) dpi(x;) :uy @ ... ®ur < P u; ist p; — integrierbar} (3.24)
i=1 YR

fiir unterhalbstetige Kostenfunktionen ® : RT — [—o0, oo bewiesen.

Wir werden diese Aussage fiir den folgenden Beweis nutzen.

Beweis Satz 3.17. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ® > 0, denn falls Satz 3.17 fiir ein
® und Funktionen uy, ...,ur € S gilt, dann kann die neue Funktion &' = & — (u; &
... ®ur) > 0 betrachtet werden.

AuBerdem werden wir die Behauptung zuerst fiir ® € C,(R) zeigen.

Mit (3.24) gilt p”(®) = pP(®) fiir pu-integrierbare Funktionen w;, i = 1,..., 7T

Wenden wir nun Lemma 3.18 auf

h=9ao
f:ul@...@uT

an, erhalten wir ein stetig beschranktes f ‘= 1Uy b ... B ur, welches

ﬂ1@@ﬂgp S CI),
Z/Ruz(xl)dﬂl(l‘l) = Z/Rﬂz(xz)duz(xl)

erfiillt. Es gilt somit p?(®) = pP(®) fiir 4; € Cy(P), i = 1,...,T.

Fiir den Ubergang zu u; € S, i = 1,...,T benutzen wir ein dhnliches Argument.
Jede Funktion @ € S kann durch eine beschréankte Funktion % approximiert werden,
so dass [, 4(x) — @(z) dui(x) < e, fiir ein € > 0. Es gilt somit p”(®) = pP(P) fiir
e S, i=1,..,T.
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Die Erweiterung zur unterhalbstetigen Kostenfunktion beweisen wir in Theorem 4.1.
O

In dem Beweis zu Satz 3.6 haben wir gezeigt, dass II(pq,...,ur) kompakt
ist. Im Folgenden mochten wir allerdings Transportplane betrachten, die auch
Martingalmafle sind. Dazu nehmen wir an, dass die Mafle y1, ..., ur konvex geordnet
sind und M(py, ..., i) eine nichtleere Teilmenge von I1(py, ..., pr) ist.

M(ji1, ..., ) besteht also aus MartingalmaBien auf R mit Randverteilungen

K1y - B
Wir werden spéter die Kompaktheit von M(p, ..., ) bendtigen. Daher werden wir

sie mithilfe zweier Lemmata herleiten.

Lemma 3.19. Sei ¢ : RT — R ecine stetige Funktion. Auflerdem existiere eine

Konstante K, so dass
|C($17 "'axT)| S K(l + |l'1| +.o+ |wT|)

fiir alle x = (xq,...,x7) € RT. Dann ist die Abbildung

T c(x) dn(x)

RT
stetig auf Ty, ..., pr).

Beweis. Sei (mg)keny € (p,...,pur) eine Folge, die schwach gegen ein 7 €

II(py, ..., pr) konvergiert. Zu zeigen ist, dass

/R o) dn(z) - /R (o) dm (o)

fiir k — oo gegen 0 konvergiert.

ap =

Sei a > 0. Dann gilt

= ‘ / . c(x) dr(z) + /R - c(x) dr(z) — /[M]T c(w) drmy(2) — /R e c(w) drmy (@)

< ’/ c(x)dn(x) — / c(x) dm(x)| + / c(x)dn(x) — / c(x) dmy, ()
[a.a)” [a.a)” RT\[~a.0]" RT\[~a.a]T
=: fB(a, k) + €,.
Da [—a,a]” kompakt ist und ¢ stetig und beschriinkt auf [—a, a]” ist, folgt mit der

k—>oo

schwachen Konvergenz von (7 )ren, dass f(a, k) — 0, fiir alle a > 0.
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Fiir alle a > 0 gilt aulerdem

w=| [, @@ mt|< [ @) )

N—————

g/ KO+ o] + .+ lor]) d (n(z) — m(2))
RT\[-a,a]T

< K(r—m) ®\ [—a,d) +K [ |ou]dus(ar) + . +/ wr| dur(27) -
N (\r) d R lz1|>a ler|>a |

(i7)

Wenn nun a gegen unendlich geht, dann geht die Menge RT \ [—a,a]l gegen
0. Somit geht auch (i) gegen 0. Auflerdem wird fir ¢ — oo die Menge
|z;| > a,j = 1,..,n iber die integriert wird immer kleiner. Also gehen auch

die Integrale f\x-\>a |z;|dpj(x;) j =1,...,n gegen 0 und damit auch (7).
J

Daraus folgt, dass ¢, gleichméfig gegen 0 konvergiert, d.h. fiir alle € > 0 ein a > 0
existiert, so dass €, < €.
Und auflerdem existiert fiir alle € > 0 ein a > 0, so dass
lim o < lim B(a, k) +€, < €.
k—o0 k—o0
=0

Damit folgt, dass limg_,o ap — 0 fiir € — 0.

Lemma 3.20. Seim € I(uq, ..., ur). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

i) me M(p, ..., ir),

ii) Fir1 <j<T —1 und jede stetige beschrinkte Funktion A : R — R gilt
/ A1, o)) (w501 — ) () = 0.
RT

Beweis. Nach Definition eines Martingalmafles gilt fiir alle Borel-messbare Mengen
ACRI, j=1,..,T —1 folgende Aquivalenz:

T e M(p, ..., i) & i La(zy,..yzj)(@jyr — x;) dr(z) = 0.
R

A(zy, ..., z;) kann durch Treppenfunktionen approximiert werden. Es existieren ¢, €

R und A;, € R/, so dass Zi{:l cpla, SA.
K
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Daraus folgt

K—oo RT

K
/ Z cpla, (xjp1 — ;) dr(z) — A(z1, ..., xj) (21 — xj) dn(z) = 0.
RT =1

J

=0
[l

Proposition 3.21. Die Menge M(puy,...,pur) aller  Martingalmafle  mit

Randverteilungen puy, .., pr ist kompakt in der schwachen Topologie.

Beweis. Die Kompaktheit von II(py, ..., ur) zeigten wir im Beweis von Satz 3.6.
Da M(p,...,pr) eine Teilmenge von II(uq,...,pur) ist, bleibt zu zeigen, dass
M((p1, ..., pr) abgeschlossen ist.

Nach Lemma 3.20 kann M (py, ..., ur) folgerndermafien geschrieben werden:

M(:U/h -'-7,UT) = ﬂ {ﬂ' S H(:“q, ...,MT) : o f(l’l, ...,Ij)(l‘j_H - Ij)dﬂ'(x) = 0} .

FECH(RY)

Wir fixieren nun f und zeigen, dass

B = {m €Wy, ..., pr) : fgr f(21, ..., ;) (xj41 — ;) dm(z) = 0} abgeschlossen ist.
Sei m, € B eine konvergente Folge, die schwach gegen ein 7* € II(uq,..., ur)
konvergiert. Da f € Cy(R’) kann Lemma 3.19 angewendet werden. Daraus folgt,
dass m, — [or f(z1, .., ;) (241 — ;) dmy(x) auf (g, ..., pr) stetig ist.

Damit folgt, dass

f(x1, ., xj) (1 — xj) dmg(x) koo f(x1, ., xj)(xjp1 — xj)dr*(x) =0
RT RT

-

=0

Das heifit 7* liegt auch in B.
Damit ist B abgeschlossen und somit auch der Durchschnitt M (p, ..., pr).
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4 Superreplikation mit optimalem Transport

4.1 Rahmenbedingung

Wir betrachten, wie in Abschnitt 2, einen diskreten Zeitrahmen mit 7" Zeitpunkten
und ein riskantes Asset S = (S;)7_,, wobei Sy € R den Preis in ¢ = 0 bezeichnet.
S : RT — R wird dabei durch S;(zy, ..., z7) = z; gebildet.

AuBerdem ist ®(zy,...,zr) eine zu bewertende Option, die von S abhingt. Dabei

ist @ eine messbare Funktion.

In der klassischen Finanzmathematik, unter einem bestimmten Modell bzw.

Martingalmafl Q ist der faire Preis von & gegeben durch

Boft] = [ 8(c)dQ(a).

Dieses Modell soll auch passend zu einer Familie von Call Optionen mit Auzahlungen
®; (S;) = (S;i — K)*, K € R und Filligkeit ¢ = 1,...,T sein. Der Preis ist dann
gegeben durch

Boftun] = [ (o= K)" dLows (@)

Als Erweiterung zu Abschnitt 2.4 ist das Kennen aller Preise dquivalent dazu, alle

Randverteilungen von QQ zu kennen:
Laws,(Q) = p;y i =1,...,T. (4.1)

Genauer heifit das: Anstatt Martingalmafie Q zu suchen, die als Modell passend
zu unserer Familie von Optionen sind, nehmen wir Martingalmafie, welche die

Bedingung (4.1) erfiillen.

Sei dazu M (puy, ..., pr) die Menge aller Martingalmafe auf R” mit Randverteilungen
Laws,(Q) = p;, i =1,...,T.

Eine dquivalente Bedingung dazu, dass M(u, ..., ur) nichtleer ist, ist dass die
p1, ..., i endliche erste Momente haben und in konvexer Reihenfolge wachsen'®,

d.h. [ ®(z)dp(z) < ... < [ @(x) dur(z), fiir ein konvexes @ : R — R.

18ygl. [Str65)
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Primales Problem In Anlehnung zum optimalen Transport geben wir das

primale Problem als Infimum an.

PP(@) = in {/RT () dQ(z) : Q € My, .. MT)} | (4.2)

Duales Problem Analog zum Superreplikation Resultat in Abschnitt 2.3
benutzen wir semistatische Strategien zum replizieren der Option . Wir betrachten

somit Auszahlungen der Form

T T-1
\Ij(ui),(Aj)(xla ...,.CCT) = Zuz(l'l) + ZAJ(SCl, ,iCJ)(.Z’jJrl — .I'j), T1y.ery T e R.
i=1 Jj=1

(4.3)

Die Funktionen u; : R — R sind p;-integrierbar, fiir alle © = 1,...,7 und die
Funktionen A; : R7 — R sind beschrinkt und messbar, fiir alle j = 1,...,7 — 1.

AuBlerdem wollen wir nur duale Strategien verwenden, die aus Linearkombinationen
von Call Optionen bestehen. Daher werden wir analog zu Abschnitt 3.3 nur w;, i =

1,...,n aus S benutzen, wobei
S = {u:R%R:u(m) :a—l—ba:—l—Zci(x—ki)+,a,b,ci,ki ER}.
i=1

Somit kann die erste Summe von W(,,) a;) analog zu Abschnitt 2.3 als Auszahlung
von Optionen interpretiert werden und die zweite Summe entspricht dem
Handelsgewinn (A e z)r.

Mit diesen Funktionen méchten wir die Option & subreplizieren, d.h.
> Wi (ay)-

Damit gilt mit jedem Q € M (uq, ..., pr)

/R (1) dQ(x) > /R W a () dQa) O /R TZui(xi)dQ(x) @ Z /R wilas) dpa ().

(1) gilt mit Lemma 3.20 und (2) gilt, da Q in M (uy, ..., ur) liegt.

Diese Uberlegungen fithren zu folgendem dualen Problem.

T
pD(CI)) = sup {Z/ Ul(l'l) dﬂ,l(lﬂz) . HAl, P AT—I; s.d. \Il(ui),(Aj) S (I)} . (44)
i=1 /R
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4.2 Sub- und Superreplikation Resultate

Mit der Definitionen des primalen Problems pf(®) und dualen Problems p”(®)
kénnen wir nun ein Subreplikation Resultat in Form von Theorem 4.1 angeben. Es
ist eine Abwandlung des Dualitdtstheorems und liefert eine untere Preisschranke fiir
die zu bewertende Option ®.

Da wir allerdings an einer oberen Preisgrenze von ® interessiert sind, werden wir als

Korollar ein Superreplikation Resultat angeben.

Theorem 4.1. Seien jp,...,ur Wahrscheinlichkeitsmafie auf R, so dass
M (1, ..., pr) nichtleer ist. Sei auferdem ® : RT — (—o0,00] eine unterhalbstetige

Funktion, die

fiir eine Konstante K erfillt. Dann gilt
p"(®) = inf {/ O(z)dQ(z) : Q € M(p, --->NT)}
RT
T
= sup {Z / uz(xl) d,ul(xl) . E'Al, ~-->AT—17 s.d. \Ij(ui),(Aj) S q)} = pD((I))
i=1 /R

Auflerdem wird der Primalwert als Minimum angenommen, d.h. es existiert ein
Martingalmaff Q* € M(pa, ..., pr), so dass p*'(®) = [or ®(x) dQ*(z).

Wir méchten noch eine finanzmathematische Bemerkung zum kleinsten fairen Preis
pf'(®) von & anfiigen.

Angenommen jemand verkauft die Option ® zu einem Preis p, der kleiner als
pP(®) = pP(®) ist. Dann existieren nach Theorem 4.1 (u;) und (4A;), so dass
V), a,) < @. Der Preis von Wy, (a,) ist ZL fR w;(x;) dp(x;) und es gilt

p< pD((I)) < Z/Ruz<xz> dpi(x;).

Kauft man nun ® und verkauft' W, a,) kann Arbitrage realisiert werden, da
die Anfangskosten p — 3., Jg wi(a;) dpi(z;) strikt negativ sind bzw. eine strikt
positive Auszahlung liefern und die Auszahlung am Ende ® — W ;) (a;) grofier oder
gleich Null ist.

Theorem 4.1 haben wir in Anlehnung an den optimalen Transport angegeben. Es

9%kann realisiert werden, indem eine Short-Position eingegangen wird.
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liefert daher eine untere Preisgrenze der Option ® durch subreplizieren. Wir mochten
allerdings analog zum Superreplikation Theorem 2.16 eine obere Preisgrenze
angeben. Deshalb wenden wir im folgenden Korollar Theorem 4.1 auf die Option

—® an.

Korollar 4.2. Seien py,...,ur Wahrscheinlichkeitsmafle auf R, so dass
M, ..., i) nichtleer ist. Sei aufferdem ® : RT — (—o0, 00| eine oberhalbstetige

Funktion, die
fiir eine Konstante K erfillt. Dann gilt
p@ =sw{ [ 20)d00): Q€ M, )}
RT
T
= inf {Z/uz(m,) dpi(ws) : AL, . Apoy, s.de Wiy a,) > CID} = pP(®).

i=1 /R

Auflerdem wird der Primalwert als Mazimum angenommen, d.h. es existiert ein

Martingalmaff Q* € M(pa, ..., pr), so dass p¥'(®) = [or ®(x) dQ*(z).

Im folgenden Beweis verwenden wir das Min-Max Theorem, welches wir zuvor
angeben.
Theorem 4.3 (Min-Max Theorem?). Seien K,T konveze Teilmengen von
Vektorrdaumen Vi bzw. V,, wobei Vi lokal konvex ist. Sei f: K xT — R. Wenn

1. K kompakt ist,

2. f(.,y) stetig und konvexr auf K ist, fir alley € T,

3. f(z,.) konkav auf T ist, fir alle z € K,

dann st

sup inf f(x,y) = inf sup f(z,y).
yegxer( y) = inf yEIT>f( y)
Beweis Theorem 4.1. Wir beweisen zuerst die Richtung p”(®) > pf'(®).

Wir nehmen o0.B.d.A. an, dass ® > 0, denn falls Theorem 4.1 fiir ein
® und Funktionen wuq,..,ur € S gilt, dann kann die neue Funktion
' =& — (uy & ... Bur) > 0 betrachtet werden.

Auflerdem nehmen wir noch an, dass ® € Cy(R?). Wir werden uns dieser

20ygl. [Str85, Theorem 45.8]
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Einschrankung spéter entledigen.

Wir werden im Folgenden Theorem 4.3 auf K = II(pq, ..., ur), T = Cp(R) X ... X
Cy(RT~1) und auf

T-1

flm, (A2 = /RT O(x) = > Aj(r, . x5) (i1 — x5) dr(x) (4.7)

j=1
anwenden. Zuvor miissen wir noch die Voraussetzungen iiberpriifen:
1. T(uy, ..., pr) ist kompakt und konvex und Cy(R) X ... x Cp(RT1) ist konvex,
2. f(.,(A;)IZ)) ist stetig und konvex auf I(py, ..., ur) , fiir alle (A;)7-)) € T,
3. f(m,.) ist konkav auf Cy(R) x ... x Cp(RT~1) fiir alle 7 € I(py, ..., pr).

Zu 1. Die Konvexitit von Cu(R) x .. x Cy(RT™!) folgt daraus, dass
Konvexkombinationen von stetigen, beschrankten Funktionen auch stetig und
beschrénkt sind.

Zur Konvexitét von II(uy, ..., pr). Seien 6y, o9 € I(py, ..., ppr) und a € [0, 1]. Fiir die
Konvexitat von (1, ..., pr) ist zu zeigen, dass ady + (1 — a)de € (puq, ..., pr). Fiir
A C RT gilt

0151(14) +(1 — O./) 52(14) Z 0.
S~—~— S~
>0 20

Auflerdem gilt

ad (RT) +(1 — a) 8(RT) = 1.
T T

Damit ist ad; + (1 — a)d ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Bleibt zu zeigen, dass die i.
Randverteilung Laws, (ad; + (1 — «)ds) gleich p; ist. Fiir A C R” gilt
Lawg,(ad; + (1 — a)d2)(A) = o Lawg, (61)(A) +(1 — @) Lawsg, (02)(A) = p;(A).
—— ——
wi(A) wi(A)

Das zeigt die Konvexitét von I(uq, ..., pr).
Die Kompaktheit von II(uy, ..., ) haben wir bereits in Satz 3.6 bewiesen.

Zu 2. Die Stetgikeit folgt mit Lemma 3.19.
Zur Konvexitat von f(., (Aj);‘tll) auf (g, ..., pr). Seien 1, 62 € (py, ..., ur) und
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€ [0, 1]. Dann gilt mit g(z1, ..., x7) := ®(xq, ..., 27)— ZT YA (@ e 1) (2540 — )

Fladi+ (1= ) (A)]2) = [ gla)dlady + (1= a)i)
= [ s@dtes)+ [ gadi- )
—a [ a@a)+1=a) [ g di
= af (01, (A1) + (1 = ) B, (A1),

Zu 3. f(m,.) ist konkav auf Cy(R) x ... x Cy(RT1).
Seien (A;)1,(4A))2 € Ch(R) x ... x Co(RT™!) und « € [0, 1]. Dann gilt

Jm, t(A + (1= 6)(A))2)
= [ o@dnta) = [ S0+ (0= 082 (01 = ) dr)
:/RT ©) d(x _t/RTZ (241 — 2;) dre(x) — (1 — 1) /RTZ 241 — ;) dr()
:t/RTCI)(x)dW(x)—i—(l—t)/RT 2)dr(z —t/RTZ (2501 — ;) de(2)
(1—1t) /RTZ 2(z41 — ;) dr(z)

= tf(m, (A1) + (L= 1) f (7, (B;)2).

Wir erhalten folgende Gleichungskette, die wir erst angeben werden und

anschliefend analysieren.

D> sup Z/Ruz(xz) dpi(x;) (4.8)

uiGS,Aj ECb(Rj),‘l/mi),(Aj)S‘I) i=1
T

= sup sup Z/Uz(%) dp;(z;)
AGECH(RI) ;€8T | ui(ws) <P(x1,esar) =30y Aj(@1 ) (@jp1—a5) =1 YR

(4.9)
-1

= sup inf / O(z)— > Aj(z1,...,x) (241 — x;) dn(z) (4.10)
A;ECH(RI) TEW(p1,mmspir) =
T-1

= inf sup / O(z) — Y Aj(z1,.,z5)(Tjp1 — z;) dr(x) (4.11)
mEl(p,1T) A EC,(RI) =

> inf / O(x)dQ(x) = P. 4.12

T QeEM(pasepr) JRT ( ) Q( ) ( )

Das Supremum in (4.8) wird nur iiber u; € § genommen. Das schriankt die Menge
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ein und erklirt die Ungleichung in (4.8).

Von (4.8) nach (4.9) wird das Supremum in zwei Suprema aufgeteilt. Aufierdem wird
n (4.9) Wi (a)) < @ mit Wi, ap) = Doy wilwi) + 3555 A (1, 25) (w551 — )
umgeschrieben.

Die Gleichheit zwischen (4.9) und (4.10) ergibt sich durch Proposition 2.1 (noch
aufschreiben) angewandt auf die Kostenfunktion ®'(xq,...,x7) = ®(xq,...,27) —
S Ay ) (41 — ).

Die Gleichheit zwischen (4.10) und (4.11) ist die Anwendung von Theorem 4.3 mit
K, T und f wie oben dargestellt.

In (4.11) muss unterschieden werden, ob das minimale 7 ein Martingalma$ ist oder
nicht.

1. Fall: 7 € M(p, ..., pir). Dann ist [0 Aj(x1, ..., 25) (2541 — x;) dr(x) = 0 und der
Ausdruck (4.11) vereinfacht sich zu

- /R B{a) dr(a).

Da m € M(uyq, ..., pr) entspricht das (4.12).
2. Fall: m € H(pq, ..., o) \ M(pa, ..., o). Nach Lemma 3.20 existiert ein A;, so dass

/RT Aj([El, ...,ZL‘j)(ZL‘j+1 - lL‘j) dﬂ'([L‘) 7é 0.

Nun kann A; beliebig gewéhlt werden, so dass

Ajesgb%gj) (/ /RT ZA 1y e ) (L1 — )dﬁ(ﬂﬁ)) > /RT O(x) dQ(z).

Damit folgt

inf su Aj(x, .oy zi) (T — ) dr
wEIL(p1 ;.. b)) A].ECbI?Rj) (/]RT /]RT Z 1 J+1 J) ( )>
> inf / O(x) dQ(x).
ur) JRT

QeM(p1,..,
Nun verwerfen wir die Voraussetzung, dass ® stetig und beschrinkt ist. Sei also
P : RT — (—o0, 00] eine unterhalbstetige Funktion.
Wir betrachten die Folge ®; > ®, > ... stetiger Funktionen, so dass ® = sup;~ .
Es gilt somit

[ ow@dee = [ e, f Qe Mon,...um)

RT
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und damit auch

- /R Bula)dQ@) 't /R () (). (4.13)

QeM(pa;...,

Nach Definition des Infimums existiert eine Folge (Qy;)men € M (i1, ..., 1), so dass

/RT O(z) dQp(z) "=°  inf )/RT O(z) dQ(). (4.14)

QEM(Ml """" 128

.....

fRT x) dQy,(x) beheblg anndhern lassen. Es existiert also ein Qm, SO dass

1 )
Ly / @) Q) - inf / Bu(e) dQ(a)

Durch Umbenennung erhalten wir, dass fiir jedes k ein Q € M (py, ..., pr) gewéhlt
werden kann, so dass
1
PO 2 [ @) due) - ;-
RT

Im ersten Schritt werden wir zeigen, dass p”(®) < limy_,o P(®x), um im zweiten
Schritt daraus zu folgern, dass p?(®) > p”(®).

Wir konnen o0.B.d.A. annehmen, dass die Folge (Qp,)ren schwach gegen ein
Q* € M(uq, ..., pr) konvergiert, ansonsten kann zu einer konvergenten Teilfolge

iibergegangen werden.

P =t /R ®(x) Q) < /R o) (@) Y im [ @) a0 @)

QEM (1,1 m—oo [pT

2)

3)
= lim lim D, () dQx(z) < lim lim O (2) dQi(z) = hm Oy (x) dQg(x)
m—00 k—»o0 RT m—00 k—00 RT k—o0 RT
@ li inf d(x)d L) _ lim P(® li !
= i QeM(l;?l ..... ) /RT () dQ(x) + k)T (@x) + Koo

=0

Die Gleichheit bei (1) gilt mit monotoner Konvergenz und (2) mit schwacher
Konvergenz.

Sei m fest. Fir £ > m ist nach Voraussetztung &, > &,,. Und damit ist
limy oo for Pr(@) dQp(x) > limy oo [or P(x) dQp(x). Da k — oo wird k stets
groBer als ein festes m. Das erkldrt die Gleichheit in (3).

Zum zweiten Schritt. Nach Voraussetzung ist &, < ®. Damit ist auch D(®;) <
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pP(®), da U, a,) in D(P;) kleiner oder gleich sein muss und damit auch
Z?:l By, [ui].

Da &, stetig ist, kann der erste Teil des Beweises angewendet werden, um D(®y) =
P(®y,) zu erhalten.

Wir haben gezeigt, dass p”'(®) < limy_,o, P(®y). Weiter gilt P(®;) < pP’(®). Damit
folgt, dass P(®) 1 p”(®).

Zusammen gilt also
D _ P
p (®) = D(®y) = P(Pg) Tp (D).

Nun zur Richtung p?(®) > p”(®).

Nach Konstruktion von p?(®) gilt ® > W(y,) (a,). Sei Q € My, ..., pur), dann folgt

damit

/RT O (z) dQ(z) > / \Ij(ui),(Aj)(fL“) dQ(z)

RT

:/ (Zui(xi)+2Aj(x17'“7$j)(xj+1_xj)> dQ(z)

RT

= Z/RU1<IZ) dﬂi($i> + E/RT Aj(xl, ...,Ij)(xj_H — xj) d@(x) )

=0, nach Lemma 3.20

Diese Ungleichung gilt fiir alle Q € M (puy, ..., ur), auch fiir dasjenige, dass p”(®)
ergibt. Damit ist

pr (@) > Z/Rul(azz) dp;(x;).

Ebenso gilt sie auch fiir alle uy,...,ur € §, fiir die ® > W) A, gilt, auch fiir
diejenigen, die p?(®) ergeben. Somit folgt pf(®) > pP(®).

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Wert Primalwert als Minimum angenommen wird.
Dazu benutzen wir die Unterhalbstetigkeit von [, ®(z) dQ(z) auf (s, ..., pr), die
wir in Lemma 3.7 bewiesen haben: Sei (Qy) eine Folge aus II(py, ..., pur), die schwach

gegen ein Q € Iy, ..., ur) konvergiert, dann ist

k—o00

lim inf /RT O(z) dQy(z) > /RT O(z) dQ(x). (4.15)

Sei (Qg) eine Folge aus M(u1, ..., ur), die gegen p”(®)konvergiert, p”(®) =
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limg—soo fpr ®(x) dQp(x). Da M(pu, ..., ur) kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge

gegen ein Q* € M(py, ..., pr).
Mit (4.15) ist

[, 0@ @ < Jim [ o) ="@)

oo JrT

Da p”(®) schon das Infimum ist, folgt p”(®) = [or ®(2) dQ*(x) und Q* ist der
gesuchte Minimierer.
[
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5 Beispiele

In den folgenden Beispielen betrachten wir zwei zukiinftige Zeitpunkte t = 1,2
und ein riskantes Asset S = (S;)2, mit heutigem Preis Sy. Dabei wird S durch
Si(xq1,x9) = 4, t = 1,2 gebildet.

5.1 Analytisches Beispiel

Wie mochten unsere erarbeitete Theorie anhand eines Beispiels verdeutlichen.

Wir betrachten einen sogenannten Long Straddle mit Auszahlung ®(S;, ;) = |52 —
Si|. Dabei ist die Auszahlung der Option der Unterschied der Werte des Assets zu
den zukiinftigen Zeitpunkten.

AuBlerdem setzen wir in dem konkreten Beispiel Randverteilungen p; und ps fest
und geben sie als Dichte mithilfe des Lebesgue Mafl A an.

% 1 dpg(xZ):Q—i—xQ 1 2 — a9

1 AHa Lo g+ =1,
o @) =gl gy I A el et A

]]'[1,2]‘

Vergleiche dazu Abbildung 4.

Aufgabe. Wit stellen folgendes Primales und Duales Problem auf:

p @) =int { [ o2~ 1] dQe) : @ € MO )}
p”(®) = sup { /}Rul($1) dp (1) + /Ruz(xQ) dps (o)
JA s.d. ug(z1) + ua(z2) + A(zr) (22 — 21) < |22 — x1|}

Mit Theorem 4.1 gilt p?’(®) = pP(®). Unsere Aufgabe besteht darin einen primalen

Minimierer Q und duale Maximierer uy, us, und A zu finden.

Losung. Wir konstruieren zuerst Q, uq, us, und A und werden anschliefend mit

diesen Kandidaten iiberpriifen, ob fiir sie p”(®) = pP(®) gilt.

Zuerst zum primalen Problem. Wir konstruieren ein Martingalmafl Q € M (puq, p2).
Dazu bezeichnen wir mit (Qg, )z, ¢[-1,1) die bedingte Verteilung von S, unter Q, so

dass S| = z1:

Q. (A)=Q(Sy € A|S; =12;), VAER.
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Dabei ist jedes Mafl Q auf den drei Punkten f(x1), z; und g(z;) konzentriert, wobei
f:[-1,1] —[-2,-1], g : [-1,1] — [1,2] monoton fallende Funktionen sind.
Folgende Abbildung 4 zeigt die Male p; und pe und auBerdem zu jedem Punkt
x1 € [-1,1] in £ = 1 die moglichen Positionen f(x;), x; und g(z1) in t = 2.

"" \\
- \
-
L \
e \
2 i i
/: | \
s i | i L]

-2 f(x1) 0 X1 g(x1) 2

Abbildung 4: nach [BHLP13, Abb. 3]

In Worten heifit das, dass soviel Masse wie moglich an ihrem Platz verbleibt und
der Rest {iber f nach links oder iiber g nach rechts verteilt wird.

Beschreiben nun a(zy), b(x;) bzw. ¢(z1) die Wahrscheinlichkeit, dass in t = 2 f(z),
x1 bzw. g(x1) angenommen wird, unter der Bedingung S} = z;, dann lasst sich Q,,

darstellen als
Qu, = a(@1)0f(2y) + b(21)0, + c(21)0g(ar), mit a(zy) + b(z1) + c(x1) = 1.

Fir (a, ) € [-2,—1] = [f(1), f(—1)] erhalten wir

e 7B dy, )
Qs e o) = [ Pendn= [ L)

)
- /f » W flan)) (o) d

Die erste Gleichheit erhalten wir da die Wahrscheinlichkeit mithilfe der Dichte
dargestellt werden kann. Die Zweite folgt mit Substitution xo = f(z1).

Andererseits gilt

Q(S: € (a, ) = Q(S1 € (f7H(B), fH(a)) - Q(Ss € (e, B)[S1 = 21)
=Q(S1 € (f71(8), fH(a)) - a(z1)
(@) dus

~Ji o al) d@).
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Zusammen folgt daraus

dpg oy dp
N — (f(20) f (1) = —(@1)a(z1).

Analog erhalten wir fiir (o, 8) € [1,2] = [g(—1), g(1)]

_dpp oy A
d\ —(g(x1))g'(z1) = ﬁ(%’l)c(ml),

und fiir (o, B) € [—1,1]

Daraus folgt, dass

aen) = = <_>—<)f<>>

-3

(a1) = 2 (ﬁd_i(fw
d 1

—f(@) B (f2) 2 d
(1) 3 G (21)

und dazu adquivalent
d,ug d[LQ 1 d,u1 1
(-r@en) + (~s@B2ae@n) = ;B -5 G
Auflerdem soll Q ein Martingalmaf} sein. Ausgedriickt wird das durch

r1 = Eg(S:]S1 = x1) = f(x1)a(z1) + z1b(x1) + g(x1)c(z1).

Wir ersetzen wieder a(z), b(z1) und ¢(x;) und erhalten

(= a2 s ) + (o ente) o) ) = Fo w0 =3
(5.2)

(5.1) und (5.2) ergeben zusammen Differentialgleichungen. Aus Abbildung 4
ersichtlich haben wir die Anfangsbedingungen f(1) = —2 und ¢(1) = 1.
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Wir erhalten die Losung?!

3—1’1

2

Diese Funktionen bestimmen unser Martingalmafl Q € M (1, p2).

Wir wenden uns nun dem dualen Problem zu, indem wir die Funktionen uq, us, und

A bestimmen. Die Funktionen uq, us, A : R — R erfiillen
Ul(l‘l) + A(ZEl)(J]Q - Jfl) S |I2 — $1| — UQ(.TQ). (54)

Fiir alle (z1,7,) € R2

AuBlerdem gilt Gleichheit in (5.4), fiur alle (z1,25) aus dem Support des primalen
Minimierers. Da wir annehmen, dass QQ dieser Minimierer ist, erwarten wir Gleichheit
fir o € {f(z1),21,9(z1)}, 21 € [-1,1].

Wir definieren die Funktionen usy; := u2|(_oo7_1], U 1= uz‘[_L” und ug, = UQ}[LOO)

und konnen so (5.4) umschreiben in

uy (1) + Azn) (f(21) — 21) = [f(21) — 21| — uza(f (21)),
Ul(SL’l) + A(l’l)(ﬂfl — LUl) = |$1 — .CL’1| — u27m(x1) = U1<$1> = —Ug’m(LUl), (55)

ur(z1) + Az)(g(21) — 1) = [g(21) — 21| — w2, (9(21)),

fur x; € [-1,1].

Setzen wir nun ein z; € [—1,1] fest. Dann haben die linearen Funktionen zy
ur(z1) + A(z1) (g — x1) und @9 — |z9 — 21| — uz(z2) wegen den Gleichungen (5.5)
den gleichen Wert an den Stellen x5 = f(z1) bzw. 23 = g(z1). Daher ist es moglich
die Steigung A(x;) der ersten Funktion mit der Ableitung der zweiten Funktion an

den Stellen xo = f(z1) bzaw. 29 = g(21) zu identifizieren.

Aar) = g (0= 22) —waae) | = —1 =i (), -
A(zy) = %((952 — ) — U2,r(l’2)> srma(a1) =1- “/2,7»(9($1>>-

Dabei wird |23 — 21| zu (21 — x2) in der ersten Gleichung, da x5 = f(z1) € [—2, —1]
und z; € [—1,1] ist. Analog wird es zu (x2 — z1) in der zweiten Gleichung, da
zy = g(z1) € [1,2] ist.

21'Wird im Anhang A.2 ausgearbeitet.
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Die Gleichungen (5.5) und (5.6) definieren Differentialgleichungen mit Losungen??

9 — 522 2
u(z1) = —ugm(z1) = 6 17 Axy) = _51'17

2 2
u2’l($1) = =3 =31y — gl’%, u2,r<x1) = =3+ 37y — gl’g

AuBerdem setzen wir uy = ug 1l (—oo—1) + UzmL[—1,1] + Uz, Lj1 00)-

Wir haben nun potentielle Kandidaten Q, uq, us, und A gefunden und kénnen
nun iiberpriifen, ob sie auch die gesuchten Minimierer bzw Maximierer sind. Dazu

berechnen wir die Erwartungswerte

Eql[S1 — Sif] = /_1 /_OO |29 — 1] dQu, (w2)dp (1), (5.7)

1 2

wn () dpa (1) + / un(s) dpalza). (5.8)

-2

EQ[ul + Ug] = ]Eul [ul] + E,UZ [u2] — /

-1

Haben sie die gleichen Werte, haben wir unsere Lésung gefunden.
Zuerst zu (5.7). Fiir das innere Integral erhalten wir

|29 — 21| dQg, (z2) = |f(z1) — 21]a(z1) + |21 — 21|b(21) +|g9(21) — 21|c(21)
—_———

—0
‘—3—:{;1 (1—|—x1
6

1—x 3—x
5 ( 6 )—l—' 5 — I
() ) ()-
2 2 6 2 2 6

Damit erhalten wir insgesamt

RQ

N~ N~

1 1 /41 1 4 1

-1

Nun zu (5.8). Fiir das erste Integral erhalten wir

1 1 2 1 2

9 —5x 1 9 — 5x 1 22 22
Ul(fl)dﬂl(fl)Z/ 1du1(xl):—/ L R p—
/1 1 6 2/ 6 2 9 18

22Wird im Anhang A.2 ausgearbeitet.
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Fiir das zweite Integral folgt

/ u(xa) dpo(z2) = /_ (=3 — 3xg — gx%)%(@) dxs

9 9 3
L 94522 d 2 2 ,.d
+ /1( 6 2) dli\z (ZL’Q) d?L’Q +/1 (—3 + 31‘2 — gI%)%(ZL’Q) dl’g

- 2 2
= / (=3 — 3y — gng) ( —;x2> dxs
-2

1 2 2

/ (——2) dux, +/ (=3 + 3z, — Za2) 2 da,
1 6 1 3 3
1 22 1 1 8

Daraus folgt

Eq[|S1 — Sif] = - = Eqlus + us],

W =

daher haben wir in der Tat p?’(®) = pP(®) und Q bzw. ui, us, und A sind die

gesuchten Minimierer bzw. Maximierer.

5.2 Nichtexistenz des dualen Maximimierers

Hier geben wir ein konstruiertes Gegenbeispiel an, welches verdeutlicht, dass der

duale Wert im Allgemeinen nicht angenommen wird. Das Supremum ist kein

Maximum.
Satz 5.1. Seien ps = %)\‘[0 2 die Gleichverteilung auf [0, 2] und
O (21, x9) = —|ro—m1|. Dann existiert ein Maf 1y, konzentriert auf einer abzdihlbaren

Menge, so dass der duale Wert nicht angenommen wird..

Um Satz 5.1 zu beweisen benotigen wir noch die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 5.2. Seien py und po Wahrscheinlichkeitsmafie auf R mit endlichen ersten
Momenten. Sei Q € M(uq, p2) und sei x € R fest. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent.

1. Die Preise Eqg[(S1 — )] = [p(@1 — 2)T dpy (z1) und
Eq[(Se — )] = [o(x2 — )t dua(xs) sind gleich.

2. Ist S1 < x, dann ist Sy < x und ist S1 > x, dann ist Sy > x, Q-fast sicher.



5 BEISPIELE 76

Aufserdem gilt: Wenn (i1) fir ein MafS aus M(pq, o) gilt, dann auch fir alle Mafle
aus M(p1, fta).

Beweis. Mit der Monotonie des Integrals und da sowohl (zo — )t > (25 — z) als

auch (ry —z)™ > 0 gilt, erhalten wir folgende Ungleichungen:

Eq[(S2 — 2) " 1(s,523] > Eg[(S2 — 2)1 (5,523, (5.9)
Eq[(S2 — 2) " L(s,<ay] = 0. (5.10)

Wir zeigen nun, dass Gleichheit in (5.9) und (5.10), genau dann gilt, wenn (i) gilt.
Sei (4i) wahr. Ist nun S; > z, dann auch S, > . Daraus folgt

({172 - ZL‘)+ ]l{m1>x} = (IQ - x)]l{x1>m}a
>0
(.1'2 — x)Jr ﬂ{xlgr} = 0.
——

=0

Es gilt Gleichheit in (5.9), (5.10). Ist hingegen S; < z, dann auch Sy < z. Daraus
folgt

(xQ - I>+ ]l{ac1>:c} =0= (xQ - I) ]l{$1>x}’
(g — 5U)+ Lz <oy = 0.

=0

Auch in diesem Fall gilt Gleichheit in (5.9), (5.10).

Nun zur Riickrichtung. Es gelte Gleichheit in (5.9), (5.10).

Sei S7 > x. Dann gilt wegen (5.9) (x2 — )t = (29 — x). Daraus folgt, dass Sy > z.
Sei andererseits S7 < z. Dann gilt wegen (5.10) (zo — )T = 0. Es folgt S, < x.

Es gilt somit (4¢). Zusammen ist die Gleichheit in (5.9) und (5.10) dquivalent zu (ii).

Wir erhalten mit (5.9) und (5.10) folgende Ungleichung

Eq[(S2 — 2)7] = Eg[(S2 — ) T 1{s,50}] + Eg[(S2 — 2) 15, <a}]
> Eg[(S2 — ZE)]I{51>$}] + 0.

AuBerdem gilt einerseits

Eq[(S1 — ) 1s,<ay) = 0,

[

-~

=0
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und andererseits mit der natiirlichen Filtrierung (), ,

Eg[(S2 — 2)11s,523] = Eq [Eg[(S2 — )11, 503 F1]]
= Eq [1s,52)Eq[(S2 — )| F1]]
= Eq[(S1 — 7)1(s,50}]-

Die erste Gleichheit gilt, da S ein Martingal ist. Die zweite Gleichheit gilt, da {S; >
x} als Fi-messbare Menge aus dem Erwartungswert herausgezogen werden kann.
Und die dritte Gleichheit gilt wieder, da S ein Martingal ist und damit Eqg[(Sy —
z)|Fi] = (S1 — z) gilt.

Zusammen erhalten wir

Eq[(S2 — )] > Eg[(S2 — #)1s,5.] + 0
= Eq[(S1 — 2)1s,54] + Eg[(S1 — 2) "1, <o) = Eg[(S1 — z)7].

Wie gezeigt gilt dabei genau dann Gleichheit, wenn (i7) gilt.
0

Lemma 5.3. Seien ¢, d,z € R, so dass ¢ < x < d. Auflerdem sei v ein Maf auf
(¢,d] und setze o = 7y ((¢,d]). Dann ist das Produktmaf$ §, @ m das eindeutige Mafs

auf (c,d]* mit Randverteilungen od, und m.

Nach Satz (3.15) ist es dquivalent Satz 5.1 folgenderweise zu beweisen: Es existieren

keine Funktionen uq, us, A : R — R, so dass

uy (1) + ug(22) + A(xy) (20 — 1) < —|20 — 21|, fiir alle (z1, ) € R?,
uy (1) + up(w2) + Ay (12 — 1) = — |29 — 21|, fiir Q — fast alle (21, 25) € R?,
(5.11)

wobei Q der Minimierer des primalen Problems ist.

Beweis Satz 5.1. Wir beweisen den Satz durch direkte Konstruktion eines Mafes

und zeigen damit durch Widerspruch, dass es keine Funktionen wuy, uy, A gibt, die
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(5.11) erfiillen. Sei py = %)\‘[ Wir definieren

0,2]"
(&1 &1
an =3 ZZ,—2+ S )=l (5.12)
=1 =1
1 (<1 1 /72 2
G = — 49l ==(=4+2)="—141 5.13
()55 R em
1ex1 1 2
- W= (2 = =), 5.14

Dabei ist die Zahl 7w gemeint. Wir zeigen jetzt, dass M(uq, u2) aus dem einzigen

Element

= 20

1 1
Q: 5;5a7z®A|(2?111 ?:1%2] +§6a®)\‘(7%2,2] (515)
besteht. Es ist klar, dass QQ ein Maf§ ist. Auflerdem gilt:

Q([0,2) = 3 500, (10,2) © M 4 5

S
i=132

102+ 36:(10,2) @ 3] 2 (0,2

n—=

n=1

Somit ist Q auch ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Es bleibt die Martingaleigenschaft zu

iiberpriifen, d.h. zu zeigen ist:

Eg [S2|S1 = an] = an, n>1
EQ [SQ|51 = C_L} = a.
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Eq [5:151 = au] = Bg [$: - Ls,=an)] /P ($1 = a,)

n

Y 1 1 1
_ d /_ S N
/E? ) T2 M2($2) 9 ( 2 Zi2

1
1 32 i=1 =1

K2
1
Yie1 gz

1/ ; /1 L |
= = Todry /= - — -
2 gy, 2\ &R &

~

11 22:;1%2 1 (&1 1
1 " ”‘11 \ o1/ g
-1 Zﬁ) - 7) /5 Zﬁ_2ﬁ>
=1 =1 =1 =1
n—1 n n—1 n n—1
1 1 1 1 1 1 1 1
:Z<ZZ_2_Z?2)< ERDIF /5( i —>
=1 =1 =1 =1 =1 =1
I [v=1 <1
_§<zll_2+zzlz_2)_an

Die  Rechnung  erfolgt  vollig  analog  bei  Eg[S2|S1 = a =
EQ [SQ : ]1{51:&}} /]P (Sl - C_l) = Q.

Daraus folgt, dass Q € M (p1, o).

Nun dazu, dass Q das einzige Element in Q € M (py, po) ist.

Firse S:={>",45:n>0}U {%2,2} gilt

Q ([0, s U (5,2*) = Q([0,2]*) = 1.

Die Darstellung von Q zeigt, dass Eigenschaft (i) von Lemma 5.2 erfiillt ist. Daher
gilt (74) auch fiir ein beliebiges Q € M (u1, 1), d.h.

Q ([0, 5] U (5,2]?) = 1. (5.16)

AuBlerdem gilt

0,52 U (5,2 =[0,2)*> = U (i% ‘ }2] U (%,2} ,

Wir wenden nun Lemma 5.3 an. Fiir (¢,d] = (2771 S, 0e 5] ,n € N und

=1 42

1 ;
m = 2)\’ (St 4 5, 4] erhalten wir, dass das Produktmaf §, ® 2)\‘ (D1 350, 4]

das einzige MaBl auf (Zﬁ:l.l S %2]2 mit Randverteilungen 3$-56, bzw.

=1 42
l)\|
-1
27 (2

S Ly, 3] ist. Analog gilt fiir (¢, d] = (%2, 2], dass 0, ® %)\’(,@ 2] das einzige
=1 ;Z124i=1 73 6
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Maf8 auf (%2, 2]> mit Randverteilungen (2 — %2> 8, bzw. 1) (2] ist. Nehmen wir
6 b
alle Intervalle zusammen, ergibt sich, dass Q das einzige Ma8 auf [0, 2]? ist, d.h. auf

[0,2]? konzentriert, welches Randverteilungen u; bzw. o hat. Nun gilt aber mit
(5.16), dass auch Q([0,2]?) = 1. Q ist also auch auf [0, 2]* konzentriert und damit

folgt Q = Q.
Daher haben wir M (1, p2) = {Q}.

Angenommen es existieren nun wuy, us, A : R — R, sodass (5.11) beziiglich Q gilt.
Wir setzen 1 = a,, n € N und damit d,, := u;(a,) und k, := A(a,). Wir erhalten

dy + us(x2) + kn(xe — ay) < —|z2 — ay)|
beziehungsweise
dy + kn(T2 — ay) + |22 — ay| < —ug(xs), (5.17)

mit z, € R. Dabei gilt Gleichheit fiir A-fast alle 25 € [>20 5,30 | 4]

Wenden wir das nun auf n bzw. n + 1 an, erhalten wir

dp + kn(12 — an) + |22 — ap| < —u2(22) = dpg1 + kng1 (T2 — Angr) + |22 — Anpa],

[ n 1 n+1 1 ]

fir XTo € Z Z,—2, Z 2—2 5
Li=1 =1 B

dp + kn(T2 — an) + |22 — ap| = —ua(2) > dny1 + kng1 (T2 — Gnpr) + 2 — angal,
[n—1 n ]
y 1 1

fir XTo € : ?:—2, Z 2—2 .

Li=1 =1 i

(5.18)
Fiir yo = >, % erhalten wir mit (5.18)
dy, + kn(yo - @n) + |y0 - an’ = —U2(Z/o) = dpq1 + kn+1(yo - Cln+1) + ‘?/0 - Gn+1|-

Wir betrachten nun die linearen Funktionen fi(xs) =: d,, + kn(22 — ay,) + |22 — a,|
und fo(xg) = dpy1 + kni1(ze — apy1) + |x2 — apy]. Da a, der Mittelpunkt von
[Z;:ll Z.%, > %2} ist, ist |yo—an| = (yo—a,) und analog ist |yo—ani1| = (@ni1—Y0)-
Daher haben die Funktionen in 3y die Form

fl(l'g) = dn -+ (kn -+ 1)3/0 — (kn + 1)an bzw.
fa(x2) = dnga1 + (kngr — Dyo — (kngp1 — 1)@
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und haben damit die Steigung k, + 1 bzw. k,y; — 1. Mit (5.18) sieht man, dass
fi(za) > fao(xs) fiir 9 < yo und fi(x9) < fo(wy) fir zo > yo. Daraus folgt, dass

kp+1<k,—1
Induktiv erhalten wir

kn > (k1 —2) + 2n. (5.19)
Setzen wir in der ersten Gleichung von (5.18) x5 = a,41, so erhalten wir

dn + kn<an+1 — an) + \%H — an\ <dpi1+ kn+1(an+1 — Qpy1) + ’@nﬂ - Gn+1’ = dpy1-

Da
11 &1 11 &1
anﬂ—“n—é(,zw 72)—5(, 7t —>
1=1 =1 =1 =1
(&1 & —1<1+ 1 )
2\&2 =) 2\n2 " (n+1)
gilt, folgt
1/1 1 1]1 1
dosr > dpy + k= | = - =
12 Ot 2<n2 (n+1)2) 2 |n2 " (n+1)?
1/1 1
>d, 4k [ — .
= 2(n2+<n+1>2)

Induktiv erhalten wir daraus

o L1/1 1

Das schatzen wir weiter ab und erhalten

n n

1/1 1 1/1 1
dn+12d1+(k1—2)25(i—2+m> £y il (‘*W)
i =1

=1

:d1+(k1—2)% <%2+%2> +zz;: <%+<Z+Z—1)2) (5.20)

n

1
> dy + k1—2 + -
’l

Mit den Abschétzungen (5.19) und (5.20) folgt, dass {d,}neny und {k,}ren gegen
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unendlich gehen, fiir n gegen unendlich. Damit folgt, dass fiir x5 > %2 und n gegen
unendlich mit (5.17) —us(xq) = oo ist. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher kann es keine uy, us, A : R — R, so dass (5.11) gilt.
O
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit untersuchten wir zwei Ansitze zum Bewerten einer Option ohne

vorherige Festlegung eines Modells.

Zuerst haben wir eine modellunabhéngige Version des Fundamentalen Theorems
der Optionspreistheorie aufgestellt. Darin zeigten wir die Aquivalenz zwischen der
Existenz eines Martingalmafles und der Abwesenheit einer Arbitragemoglichkeit.
Darauf aufbauend stellten wir das Superreplikation Theorem auf. Hier stellten
wir fest, dass der Preis einer Option, die oberhalbstetig ist und eine gewisse
Wachstumsbedingung erfiillt, eine obere Schranke hat. Diese wird durch den Preis
von semistatischen Strategien, die die Option superreplizieren, bestimmt.

Dieses Ergebnis wurde noch weitergefiihrt, indem eine zuvor benétigte superlinear
wachsende Option durch eine Familie ersetzt wurde. Eine weitere Erweiterung war

die Annahme, dass die Verteilung des Assets im Endzeitpunkt bekannt ist.

Im néchsten Kapitel gaben wir eine Einfiihrung in den optimalen Transport.
Das Hauptresultat war das Dualitdtstheorem nach Kantorovich. Die Aussage
des Theorems ist: Anstatt ein primales Problem, die Minimierung von
Gesamtkosten, zu betrachten, kann man ein duales Problem, die Maximierung eines

korrespondierenden Preises, betrachten. Die Werte der Probleme sind gleich.

Danach stellten wir eine Form des Dualitdtstheorems auf, welches ein
Superreplikation ist. Dabei untersuchten wir eine untere Preisgrenze -einer
exotischen Option, eine unterhalbstetige Option, die von unten linear beschrinkt
ist. Das primale Problem war dabei der kleinste Preis dieser Option iiber alle
Martingalmafle mit bestimmte Randverteilungen. Das duale Problem bestand darin
den grofiten Preis einer subreplizierenden semistatischen Strategie zu finden. Wir
stellten fest, dass das primale und das duale Problem die gleichen Werte haben.

Da wir an der oberen Preisgrenze dieser Option interessiert waren, gaben wir ein

Korollar an, welches diese mithilfe des letzten Theorems bestimmte.

Die Verbindung zwischen dem Dualitétstheorem, und der Bewertung von Optionen
ist relativ neu. Bislang gibt es einige Untersuchungen, die Preisgrenzen fiir bestimmte
Arten von Optionen mithilfe des Dualitdtstheorems aufstellen. Weiteres Potential
lige darin eine allgemeinere Theorie des Optionsbewertung mit des optimalen
Transports zu erkldren, oder es eventuell auf Verbindungen zu anderen Gebieten

der Finanzmathematik zu untersuchen.
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A Anhang

A.1 Zusatz zu Proposition 2.9

Wir betrachten den Raum CZ (RT) aller stetigen beschriinkten Funktionen f auf

]Ri, sodass die Supremumsnorm, normiert durch m, endlich ist,

\um%=$§%%§<m_

Dabei ist m = m V 1 und m(zy,...,x7) == S, g(;), wobei g : Ry — R konvex
und superlinear ist.

AuBerdem bezeichne M(SRY) die Menge aller signierten Radonmafie auf der
Stone-Chech Kompaktifizierung von RY.

In dem Beweis von Proposition 2.9 benutzen wir die Tatsache, dass ein stetiges
lineares Funktional F auf CZ(RL)*, dem Dualraum von C2(RL), mit einem
geeigneten = pt — p~ € M(SRY) durch

f(z)
i (@) dpi(z)

Foarw - [ L

rT () RT\RT M(T)

F(f) =

dargestellt werden kann.

Diesen Umstand wollen wir hier nun verdeutlichen. Da dies nicht Teil des
behandelten Themas ist, wollen wir uns hier darauf beschrianken Ergebnisse aus
[Quel3], [Kabll] und [Els13] zusammentragen.

Wir betrachten den Multiplikationsoperator Tp, : C% (RL) — C*(RL)

f

Tw(f) = % (A.1)

Dabei ist der Raum der stetigen beschrinkten Funktionen C®(RT) mit der

Supremumsnorm

||Allce = sup |h(z)] < o0
mGRI

ausgestattet.
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Ty ist offensichtlich bijektiv und es gilt auBerdem fiir alle f € C% (RY)

@[ @
)|~ b )~ e

= sup
cr zeRT

TPl = || ]

Ty ist somit eine Isometrie?® und C% und C® sind isometrisch zueiander.

In dem Abschnitt Kompaktifizierung vollstindig regulirer Riume?* aus [Quel3] wird
gezeigt, dass es zu jeder Funktion f € C%(RL) eindeutig bestimmte Funktionen
'€ C(PRY) und 8 : RL — PRY gibt, sodass

flof=t. (A.2)

Zusammen kann man jede Funktion CZ(RZ) mit (A.1) durch eine Funktion aus
C*(RY) darstellen, welche man wiederum mit (A.2) durch eine Funktion aus
C(BRY) darstellen kann.

Auf kompakten topologischen Rdumen X gilt C(X) = C°(X), wobei C° der Raum
der stetigen Funktionen ist, die im Unendlichen verschwinden. Da SRZ kompakt
ist, kénnen wir den Riesz’schen Darstellungssatz®> anwenden, welcher ein eindeutig
bestimmtes € M(SRY) liefert, sodass

P = [ F@duta), vr' € O(RY)

und damit auch

f (=)

prT M(7)

F(f) = du(x), Vf € Ch(RY).

Nun zur Zerlegung des Mafles pn € M(SRL).
Nach dem Hahnschen Zerlequngssatz*® lésst sich SRL beziiglich p, bis auf

Nullmengen, eindeutig bestimmt zerlegen in
BRY = RT U BRT\RY.
Zu dieser Zerlegung lassen sich die positive Variation u* durch

ph(A) = p(ANRY),

23
24
25
26

Kabll, S. 45, Isometrien a)]
Quel3, S. 160ff]
Quel3, Satz 17.35]

3
|
: [Els13, Satz 1.8]

n n n wn
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und die negative Variation p~ durch

p(A) == —p (AN (BRE\RY))

definieren?”.

Der Jordansche Zerlequngssatz®® zeigt, dass das Mafl u € M(]Rf_) die eindeutig

bestimmte Jordanzerlegung
po=p =
hat.

Daraus folgt

P~ [ I

rT (1) RT\RT M(2)
A.2 Zu Beispiel 5.1
Wir suchen nach Funktionen f und g, die (5.1) und (5.2), d.h.
/ d:u2 / d,UQ o o 1
(-7 + (=o' B2 aten) = 3 B =,
dpio / dpis
(~rn e B2 + (~g o) Beig(e)) - 2%

e E’
erfiillen mit Anfangsbedingungen f(1) = —2 und ¢(1) = 1.
Schreiben wir die Dichte %’*)\—2 aus erhalten wir
2+ flz 2—glx 1
) P 2 L
24 fla )3 ) —2(;(;) . (A-3)
—f/(%)f(xl)Tl - 9/($1>9($1)Tl = El

Wir suchen f, g in den linearen Funktionen. Daher definieren wir

f(x1) :==azx1+b, a,beR
g(zy) :=cr1+d, c¢,d € R.

275, [Els13, S. 270, Positive Variation, negative Variation]
3. [Els13, Satz 1.12]
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Fiir die erste Ableitung erhalten wir f/(z1) = a bzw. ¢’(x1) = ¢. Setzen wir noch die

Anfangsbedingungen ein, so folgt

—2=a+b & b=—a—-2,
l=c+d &d=—c+1.

Daraus ergibt sich fir (A.3)

aty — a —cry+c+1
(I) (—a) 3 + (_C)T _
(1) (=a)(az: —a~ 2>ax13— “ ¥ (—c)(cxy —c+ 1)% _

1

67

x1
G

Anstatt diese Gleichungen nun fiir alle 7 € [—1, 1] zu lésen, werden sie fiir ; = 0

und x; = 1 16sen und danach iiberpriifen, ob die erhaltenen Funktionen f und ¢

(A.3) erfiillen.

1 1 1
(‘[$1:1) —Cg = 6 & = —57
1 1 1
—a c+1
(£21=0) (—a)?(—c) = 0 a?——c=0,
- 1
(I1z=0) (—a)(—a— 2)% + (—¢)(—c+ 1)% =0 —da*>—2d>— 43—

1

5 in die Gleichungen (1,,—¢), (I1;,—0) ein, erhdlt man

Setzt man nun ¢ = —

1 1
(le:(]> CL2 = Z = a = :t§,
3 13 V21
I, — —a®—24> = -2 I I Stk
( 1—0) a a 8 <:> a e { 2? 4 4 }
Da —% als einzige Losung in beiden Gleichungen existiert, folgt a = —%.

Daher sind f und g gegeben durch

c=0.
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Um nachzupriifen, ob die Funktionen (A.3) fiir alle x; € [—1, 1] erfiillen, werden wir

sie in (A.3) einsetzen.

1 1 2—3m—3 1 2430 —-3 1 4-5 1
6 2 3 2 3 2 3 6
r 11 3V2—2m -2 1/ 1 3\ 2+ 321 — 3
6 _2(_2x1_2> 3 T2\ 2"t 3
L1 N1, 1(3 1 L, 3 1
=— |-z ) z+z|—=)|—z21)| =21+ =21 = —
2\ 27')3 2\ 2 37! 1270127 6
Somit sind f(z1) = —321 — 2 und g(z;) = —iz; + 2 die gesuchten Funktionen.

Bei den Funktionen wg, ugj, Uam, ug, und A beschrdnken wir uns daraus

nachzuweisen, dass sie die Gleichungen

erfiillen.
Seien dazu
9 — 5a3 2
U1(x1) - _U27m<$1) = 6 ) A(ZIT1> = _55517
2 p
U2,l(l’1) = -3 — 31‘2 — gl'g’ U2,r($1) = -3 + 3$2 _ gxg
Zu (A4):
4 4/ 1 3
2
=2— -1 —2=A(m).
3
Zu (A.5):
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Zu (A.6): Die linke Seite vereinfacht sich zu:

(1) + Al (fln) — m) = 2200 2, (—lxl _ xl)

6 3 2 2
3 545 1, 2., 1, 3
:5—6x1+§x1+x1+§x1:6x1+x1+§.
Und dementsprechend vereinfacht sich die rechte Seite zu:
13 1 3y 2/ 1 3\’
o)~ o = vl o) = | = joa = 3~ 4343 (~gma = 3 ) 4 (<30 - 3)
L S P SR
=-x1+ = ——r——+-x]+r1+ =
271" 2 27t 2 Tt T
= 1:52 + 21+ §
Tet T Y
Daraus folgt uy(x1) + Axy)(f(x1) — x1) = |f(21) — 21| — ugy(f(21)).
Zu (A.7): Wiederum vereinfacht sich die linke Seite zu:
9—5x2 2 1
ur(z1) + Az1)(g(21) — 1) = G = — 37 (—5561 + 5~ 5131)
3 5 1 2 1 3
Und dementsprechend vereinfacht sich die rechte Seite zu:
13 13\ 2/ 1 3\
l9(z1) — 21| — uz,r(g(21)) = | - 571 + 5~ | +3-3 (—59[;1 + 5) + 3 (—51’1 + 5)
AL SIS SN U . B
T2 27t 26t T
1 3
= 61'1 — I + 5

Daraus folgt uy(x1) + A(x1)(g(z1) — 1) = [g(x1) — 21| — w2, (g(21)).
Unsere angegebenen Funktionen erfiillen die Gleichungen (A.4)-(A.7).
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